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1 Vypocet limity posloupnosti realnych cisel
Véta 1.1 (O algebie limit konvergentnich posloupnosti.) Necht {a,}5°; a {b,}>,
jsou konvergentni posloupnosti redlnijch cisel a necht plati
lim a, =a, limb,=5b.
n—oo n—oo
Potom plati nasledugici tvrzend.
1. Posloupnost {c,}22; = {a,}72, + {bn}72, je také konvergentni a md limitu

lim ¢, =a+0b.
n—oo

2. Posloupnost {d, }22, = {a,}5°, — {bn,}22, je také konvergentni a md limitu

lim d, =a—0».
n—oo

3. Posloupnost {x, o2, = {an}52, - {b,}22, je také konvergentni a md limitu

lim z, =a - b.
n—oo

4. Za dodatecného predpokladu ¥n € N: b, # 0 a b # 0 je také posloupnost
{yn}o2, = {an 22, /{bn}2 konvergentni a md limitu

28,V = 4/
Abychom mohli predchozi vétu pouzit, je tfeba znat hodnotu nékterych limit.

Véta 1.2 (Zndmé limity.) Necht o, q a k jsou redlnd ¢isla, potom posloupnosti {n%}zozl,
{kc'l,’fa Yoo, {B e | jsou konwergentni a plati ndsledugict turzend

k
a>0 = lim — =0, (1)
n—oo N
k- no
g >1 = lim o, (2)
n—,od q
) k_na‘qn
LT ¥



Priklad 1.3 Vypoctéte limity
L limg, e 5

. 4 .n100
2. limy, 00 /1o

42-100™

3. limy, 00 =57,

. 1000
4. lim,, oo 2

n!
ReSeni.
ad 1. Limita lim,,_, % je znama limita z Véty 1.2 typu (1), kde k = 3, a =2 > 0. Tudiz

. 3 _
lim,, o -5 = 0.

ad 2. Limita lim,,_, % je zndma limita z Véty 1.2 typu (2), kde & = 4, a = 100 a

¢ =11/10 > 1. Tudiz lim,,_, % =0.
ad 3. Limita lim,_,o 2219 je zndm4 limita z Véty 1.2 typu (3), kde k = 42, a = 0 a
q = 100. Tudiz
42 - 100"
im ———— =

n—so0 n!

0.

ad 4. Limita lim,,_, %O,OO je zndma limita z Véty 1.2 typu (3), kde k = 1, « = 1000 a

g = 1. Tudiz
17,1000

lim =0.
n—oo !

Véta 1.4 (Dalsi zndmé limity.) Posloupnosti {{/n}ee,, {2322, a {(1 + 1)"}2, jsou
konvergentni a plati

lim /n = 1, (4)

M = 0 ®)
1 n
lim (1 + —) = e = 2.7182818284590452354 ... . (6)
n—00 n

Nyni si ukdzeme, jak ze znamych limit z Vét 1.2 a 1.4 1ze pomoci Véty 1.1 o algebfte
limit pocitat slozitéjsi limity.
Priklad 1.5 Vypoctéte limitu

o 11n®*+5n+3
lim ——— .
n—00 3n2+7



Reseni. Nejprve vytkneme nejrychleji rostouci élen z citatele i jmenovatele.

12 +5m+3 . on? 114324 % 114543
n—00 3n? + 7 n—oo 12 3+ oz n—00 3+ e

(7)

Posloupnosti {2}52,, {Z}22, a {5}22, jsou zndmého typu podle Véty 1.2 a jsou tedy

n=1»
konvergentni. Podle (1) plati rovnosti

5 3
lim — =0, lm—==0 a lim —=0.
n—oo M, n—o00 712 n—oo n2

Z téchto rovnosti dostaneme podle Véty 1.1 (o algebfe limit konvergentnich posloupnosti)

tuto rovnost

M+24+35 11+ lim, 2 +limy 0oz 114040 11

lim = S ——

nooo 3+ 34 limy, o0 5 340 3
Tudiz kombinaci pfedchozi rovnice a (7) dostaneme

o 1n®+5n+3 11
hm _— =

n—oo  3n2+7 3’
coz jsme meéli vypocitat.
Priklad 1.6 Vypoctéte limitu
. 4" +5n+3
lim ———
n—oo 4n—1 —+ 1

Reseni. Nejprve vytkneme nejrychleji rostouci élen z citatele i jmenovatele.

A"+ 5n + 3 I+ 1+ 37+ 4
liml: im . 4 14 :lim4'4—14
n—00 4n—1+1 n—)oo4n_1 1+4n_—1 n—o00 1+F

(8)

Abychom mohli pouzit Vétu 1.1, musime ukdzat, ze posloupnosti {22}02, {21 a

{4n—1_1}$f:1 jsou konvergentni a vypocitat jejich limity.

1. Posloupnost {22}, je zndmého typu (k = 5,a = 1,¢ = 4) podle Véty 1.2, je

konvergentn{ a podle (2) je lim, o 3% = 0.

2. Posloupnost {2}22, je zndmého typu (k = 3,0 = 0,¢g = 4) podle Véty 1.2, je

konvergentn{ a podle (2) je lim,_, 1 = 0.

3. Posloupnost {}52, = {35 }52, je zndmého typu (k = 4,a = 0,¢ = 4) podle Véty

1.2, je konvergentni a podle (2) je lim, o 4,1%1 = lim,, o0 fn =0.



Z predchozich rovnosti dostaneme podle Véty 1.1 (o algebie limit konvergentnich posloup-
nosti) tuto rovnost

Lbgtfar _y Lhlimeoogn plim e ge 0 14040

lim 4 - T = - T 4
Tudiz kombinaci pfedchozi rovnice a (8) dostaneme
4n
S U Y
n—ooo  4n—1 4]

coz jsme meéli vypocitat.

Priiklad 1.7 Vypoctéte limitu

lim Vn?.

n—oo

Reseni. Protoze podle Véty 1.4 je lim,,_,o /n = 1 plati pfedposledni rovnost v nasledujicich
upravach (ostatni tpravy jsou zékladni algebraické ipravy):

lim Vn? = lim Yn - n= lim ¢ - C/_:<1im \/ﬁ) - <hm %):1-1:1
n—oo n—oo

n—oo n—o0 n—o0

g

Priklad 1.8 Vypoctéte limitu
1 2n+1
lim <1 + —) .
n—o00 n

Reseni. Protoze podle Véty 1.2 je lim, 0 % = (0 a podle Véty 1.4 je

1 n
lim <1 + —> =e,
n—00 n

plati podle Véty 1.1 uvedené rovnosti v nasledujicich upravach (kromé prvnich dvou uprav,
které jsou zakladni algebraické ipravy):

1 2n+1 1 2n 1

lim (1+—) = lim (1+—) -(1—|——)=
n— o0 n n—0o0 n n
lim (1+1) : (1+1) : (1+1) =
n—00 n n n
[lim <1+1>}-[hm (1+l>} lim (1—1-3)}:
n—oo n n—oo n n—o0 n

: 1\" . !
{hm <1+—> ] . {un( (1+hm —)}
n—00 n n—o00 n—oo N
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Piiklad 1.9 (Resitelny pouze ,,odmocninovym* trikem!) Vypoététe limitu

lim (\/n—{— —\/ﬁ> .
n—oo

Reseni. Clen v/n + 1 i ¢len y/n roste nade viechny meze. Ani jedna z posloupnost
{Vn+1}2,, {V/n}>2, neni konvergentni a nelze piimo pouzit Vétu 1.1 o algebie li-

mit. Nastésti 1ze provést nésledujici trik (zvany odmocninovy trik) zalozeny na rovnosti
(a+0b)(a—10b)=a*>—b%
Vn+1++/n
(VT Vi) =1 (VT = Vi) = Vi (Ve T i) =
(VaFl—vi) (VaFl+vi)  ntl-n 1 o
Vn+1+n Vntl4+yn Vntl+yn
Protoze Vn € N: n+1 > n, je také Vn € N: v/n +1 > \/n a tedy

VneN:vVn+1—+n>0. (10)

Daéle
1 1 1 1/2

< = = )
Vn+l+yn  Vn+yno 2yn nl/?

Kombinaci rovnosti (9), (10) a (11) dostaneme

Vn € N:

(11)

1/2

VneN:0<\/n—+1—\/ﬁ<m. (12)
Podle Véty 1.2, rovnost (1) (k=1/2aa=1/2>0), je
iy 217 =0
Z této limity, nerovnosti (12) a Véty o sevieni (viz prednédska) dostaneme, ze
Jim (ViFT=vi) =0
coz jsme meéli vypocitat.
U

Véta 1.10 (O soucinu omezené posloupnosti a posloupnosti konvergentni k nule)
Necht {a, }>2, je omezend posloupnost a {b,}>, je konvergentni posloupnost redlnyjch cisel
a necht plati

lim b, =0.

n—oo

Potom posloupnost {c,}22, = {an,}22, - {b,}5, je také konvergentni a md limitu

lim ¢, =0.
n—oo

Priklad 1.11 Vypoctéte limitu
. sinn
lim
n—o0 n




Reseni. O posloupnosti {sinn}2>, nevime nic kromé toho, ze je omezend, nebot
Vn € N: |sinn| <1.
O posloupnosti {%};’f:l vime, ze konverguje k 0. Tudiz podle Véty 1.10 plati, ze

. sinn
lim

n—oo n

=0.




