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1 Výpočet limity posloupnosti reálných č́ısel

Věta 1.1 (O algebře limit konvergentńıch posloupnost́ı.) Necht’ {an}∞n=1 a {bn}∞n=1

jsou konvergentńı posloupnosti reálných č́ısel a necht’ plat́ı

lim
n→∞

an = a , lim
n→∞

bn = b .

Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

1. Posloupnost {cn}∞n=1 = {an}∞n=1 + {bn}∞n=1 je také konvergentńı a má limitu

lim
n→∞

cn = a+ b .

2. Posloupnost {dn}∞n=1 = {an}∞n=1 − {bn}∞n=1 je také konvergentńı a má limitu

lim
n→∞

dn = a− b .

3. Posloupnost {xn}∞n=1 = {an}∞n=1 · {bn}∞n=1 je také konvergentńı a má limitu

lim
n→∞

xn = a · b .

4. Za dodatečného předpokladu ∀n ∈ N : bn 6= 0 a b 6= 0 je také posloupnost
{yn}∞n=1 = {an}∞n=1/{bn}∞n=1 konvergentńı a má limitu

lim
n→∞

yn = a/b .

Abychom mohli předchoźı větu použ́ıt, je třeba znát hodnotu některých limit.

Věta 1.2 (Známé limity.) Necht’ α, q a k jsou reálná č́ısla, potom posloupnosti { k
nα
}∞n=1,

{k ·nα
qn
}∞n=1, {

k · qn
n!
}∞n=1 jsou konvergentńı a plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı

α > 0 =⇒ lim
n→∞

k

nα
= 0 , (1)

|q| > 1 =⇒ lim
n→∞

k · nα

qn
= 0 , (2)

lim
n→∞

k · nα · qn

n!
= 0 . (3)

1



Př́ıklad 1.3 Vypočtěte limity

1. limn→∞
3
n2 ,

2. limn→∞
4 ·n100

(11/10)n
,

3. limn→∞
42 · 100n

n!
,

4. limn→∞
n1000

n!
.

Řešeńı.

ad 1. Limita limn→∞
3
n2 je známá limita z Věty 1.2 typu (1), kde k = 3, α = 2 > 0. Tud́ıž

limn→∞
3
n2 = 0.

ad 2. Limita limn→∞
4 ·n100

(11/10)n
je známá limita z Věty 1.2 typu (2), kde k = 4, α = 100 a

q = 11/10 > 1. Tud́ıž limn→∞
4 ·n100

(11/10)n
= 0.

ad 3. Limita limn→∞
42 · 100n

n!
je známá limita z Věty 1.2 typu (3), kde k = 42, α = 0 a

q = 100. Tud́ıž

lim
n→∞

42 · 100n

n!
= 0 .

ad 4. Limita limn→∞
n1000

n!
je známá limita z Věty 1.2 typu (3), kde k = 1, α = 1000 a

q = 1. Tud́ıž

lim
n→∞

n1000

n!
= 0 .

Věta 1.4 (Daľśı známé limity.) Posloupnosti { n
√
n}∞n=1, { n!

nn
}∞n=1 a {(1 + 1

n
)n}∞n=1 jsou

konvergentńı a plat́ı

lim
n→∞

n
√
n = 1 , (4)

lim
n→∞

n!

nn
= 0 , (5)

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e
.
= 2.7182818284590452354 . . . . (6)

Nyńı si ukážeme, jak ze známých limit z Vět 1.2 a 1.4 lze pomoćı Věty 1.1 o algebře
limit poč́ıtat složitěǰśı limity.

Př́ıklad 1.5 Vypočtěte limitu

lim
n→∞

11n2 + 5n+ 3

3n2 + 7
.
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Řešeńı. Nejprve vytkneme nejrychleji rostoućı člen z čitatele i jmenovatele.

lim
n→∞

11n2 + 5n+ 3

3n2 + 7
= lim

n→∞

n2

n2
·

11 + 5
n

+ 3
n2

3 + 7
n2

= lim
n→∞

11 + 5
n

+ 3
n2

3 + 7
n2

(7)

Posloupnosti { 5
n
}∞n=1, { 3

n2}∞n=1 a { 7
n2}∞n=1 jsou známého typu podle Věty 1.2 a jsou tedy

konvergentńı. Podle (1) plat́ı rovnosti

lim
n→∞

5

n
= 0 , lim

n→∞

3

n2
= 0 a lim

n→∞

7

n2
= 0 .

Z těchto rovnost́ı dostaneme podle Věty 1.1 (o algebře limit konvergentńıch posloupnost́ı)
tuto rovnost

lim
n→∞

11 + 5
n

+ 3
n2

3 + 7
n2

=
11 + limn→∞

5
n

+ limn→∞
3
n2

3 + limn→∞
7
n2

=
11 + 0 + 0

3 + 0
=

11

3
.

Tud́ıž kombinaćı předchoźı rovnice a (7) dostaneme

lim
n→∞

11n2 + 5n+ 3

3n2 + 7
=

11

3
,

což jsme měli vypoč́ıtat.
�

Př́ıklad 1.6 Vypočtěte limitu

lim
n→∞

4n + 5n+ 3

4n−1 + 1
.

Řešeńı. Nejprve vytkneme nejrychleji rostoućı člen z čitatele i jmenovatele.

lim
n→∞

4n + 5n+ 3

4n−1 + 1
= lim

n→∞

4n

4n−1
·

1 + 5n
4n

+ 3
4n

1 + 1
4n−1

= lim
n→∞

4 ·
1 + 4n

4n
+ 3

4n

1 + 1
4n−1

(8)

Abychom mohli použ́ıt Větu 1.1, muśıme ukázat, že posloupnosti {5n
4n
}∞n=1, { 3

4n
}∞n=1 a

{ 1
4n−1}∞n=1 jsou konvergentńı a vypoč́ıtat jejich limity.

1. Posloupnost {5n
4n
}∞n=1 je známého typu (k = 5, α = 1, q = 4) podle Věty 1.2, je

konvergentńı a podle (2) je limn→∞
5n
4n

= 0.

2. Posloupnost { 3
4n
}∞n=1 je známého typu (k = 3, α = 0, q = 4) podle Věty 1.2, je

konvergentńı a podle (2) je limn→∞
3
4n

= 0.

3. Posloupnost { 1
4n−1}∞n=1 = { 4

4n
}∞n=1 je známého typu (k = 4, α = 0, q = 4) podle Věty

1.2, je konvergentńı a podle (2) je limn→∞
1

4n−1 = limn→∞
4
4n

= 0.
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Z předchoźıch rovnost́ı dostaneme podle Věty 1.1 (o algebře limit konvergentńıch posloup-
nost́ı) tuto rovnost

lim
n→∞

4 ·
1 + 4n

4n
+ 3

4n

1 + 1
4n−1

= 4 ·
1 + limn→∞

4n
4n

+ limn→∞
3
4n

1 + limn→∞
1

4n−1

= 4 · 1 + 0 + 0

1 + 0
= 4

Tud́ıž kombinaćı předchoźı rovnice a (8) dostaneme

lim
n→∞

4n + 5n+ 3

4n−1 + 1
= 4,

což jsme měli vypoč́ıtat.
�

Př́ıklad 1.7 Vypočtěte limitu
lim
n→∞

n
√
n2 .

Řešeńı. Protože podle Věty 1.4 je limn→∞
n
√
n = 1 plat́ı předposledńı rovnost v následuj́ıćıch

úpravách (ostatńı úpravy jsou základńı algebraické úpravy):

lim
n→∞

n
√
n2 = lim

n→∞
n
√
n · n = lim

n→∞
n
√
n · n
√
n =

(
lim
n→∞

n
√
n
)
·
(

lim
n→∞

n
√
n
)

= 1 · 1 = 1

�

Př́ıklad 1.8 Vypočtěte limitu

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2n+1

.

Řešeńı. Protože podle Věty 1.2 je limn→∞
1
n

= 0 a podle Věty 1.4 je

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e ,

plat́ı podle Věty 1.1 uvedené rovnosti v následuj́ıćıch úpravách (kromě prvńıch dvou úprav,
které jsou základńı algebraické úpravy):

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2n+1

= lim
n→∞

(
1 +

1

n

)2n

·
(

1 +
1

n

)
=

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

·
(

1 +
1

n

)n

·
(

1 +
1

n

)
=[

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n]
·
[

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n]
·
[

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)]
=[

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n]
·
[

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n]
·
[(

1 + lim
n→∞

1

n

)]
= e · e · 1 = e2 .

�
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Př́ıklad 1.9 (Řešitelný pouze
”
odmocninovým“ trikem!) Vypočtěte limitu

lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)
.

Řešeńı. Člen
√
n+ 1 i člen

√
n roste nade všechny meze. Ani jedna z posloupnost́ı

{
√
n+ 1}∞n=1, {

√
n}∞n=1 neńı konvergentńı a nelze př́ımo použ́ıt Větu 1.1 o algebře li-

mit. Naštěst́ı lze provést následuj́ıćı trik (zvaný odmocninový trik) založený na rovnosti
(a+ b)(a− b) = a2 − b2:(√

n+ 1−
√
n
)

= 1 ·
(√

n+ 1−
√
n
)

=

√
n+ 1 +

√
n√

n+ 1 +
√
n

(√
n+ 1−

√
n
)

=(√
n+ 1−

√
n
) (√

n+ 1 +
√
n
)

√
n+ 1 +

√
n

=
n+ 1− n√
n+ 1 +

√
n

=
1√

n+ 1 +
√
n
. (9)

Protože ∀n ∈ N : n+ 1 > n, je také ∀n ∈ N :
√
n+ 1 >

√
n a tedy

∀n ∈ N :
√
n+ 1−

√
n > 0 . (10)

Dále

∀n ∈ N :
1√

n+ 1 +
√
n
<

1√
n+
√
n

=
1

2
√
n

=
1/2

n1/2
. (11)

Kombinaćı rovnost́ı (9), (10) a (11) dostaneme

∀n ∈ N : 0 <
√
n+ 1−

√
n <

1/2

n1/2
. (12)

Podle Věty 1.2, rovnost (1) (k = 1/2 a α = 1/2 > 0), je

lim
n→0

1/2

n1/2
= 0 .

Z této limity, nerovnosti (12) a Věty o sevřeńı (viz přednáška) dostaneme, že

lim
n→∞

(√
n+ 1−

√
n
)

= 0,

což jsme měli vypoč́ıtat.
�

Věta 1.10 (O součinu omezené posloupnosti a posloupnosti konvergentńı k nule)
Necht’ {an}∞n=1 je omezená posloupnost a {bn}∞n=1 je konvergentńı posloupnost reálných č́ısel
a necht’ plat́ı

lim
n→∞

bn = 0 .

Potom posloupnost {cn}∞n=1 = {an}∞n=1 · {bn}∞n=1 je také konvergentńı a má limitu

lim
n→∞

cn = 0 .

Př́ıklad 1.11 Vypočtěte limitu

lim
n→∞

sinn

n
.
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Řešeńı. O posloupnosti {sinn}∞n=1 nev́ıme nic kromě toho, že je omezená, nebot’

∀n ∈ N : | sinn| ≤ 1 .

O posloupnosti { 1
n
}∞n=1 v́ıme, že konverguje k 0. Tud́ıž podle Věty 1.10 plat́ı, že

lim
n→∞

sinn

n
= 0 .

�
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