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1 Derivace

Př́ıklad 1.1 : Máme auto, jehož ujetá dráha je popsána V 17.stolet́ı se ma-
tematici pokoušeli
vyřešit tzv. ”Problém
tečny”- nalezeńı tečny
ke grafu funkce a
”Problém plochy”-
spoč́ıtat obsah plochy
pod grafem funkce.
Na úspěšném vyřešeńı
těchto problémů se
nezávisle na sobě
pod́ıleli Isaac Newton
(1643-1727)

a Gottfried Wilhelm
von Leibniz (1646-
1716). Daľśı rozvoj
v této oblasti vedl
k źıskáńı velkého
množstv́ı matema-
tických poznatk̊u,
které nazýváme
”kalkulus”.

funkćı s(t) . Chceme-li spoč́ıtat jeho pr̊uměrnou rychlost v

v časovém intervalu 〈t0, t〉, pak v = s(t)−s(t0)
t−t0 .

Rozd́ıl ∆t = t−t0 se nazývá diference argumentu, rozd́ıl
∆s(t0,∆t) = s(t) − s(t0) se nazývá diference funkce s

v bodě t0 a pod́ıl s(t)−s(t0)
t−t0 se nazývá poměrná diference

funkce s v bodě t0 .

K výpočtu okamžité rychlosti v0 auta v čase t0 potřebujeme

znát hodnotu limity v0 = lim
t→t0

s(t)−s(t0)
t−t0 .

Definice 1.1 : (derivace) Necht’ funkce f je definována na
okoĺı bodu U(x0). Jestliže existuje limita

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0) (= f ′|x0) ,

pak se nazývá derivace funkce f v bodě x0. (Jestliže

lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0 = ±∞, pak hovoř́ıme o nevlastńı derivaci.)

Jestliže existuje lim
x→x0+

f(x)−f(x0)
x−x0 = f ′+(x0) , pak se nazývá

derivace zprava.

Jestliže existuje lim
x→x0−

f(x)−f(x0)
x−x0 = f ′−(x0) , pak se nazývá

derivace zleva funkce f v bodě x0.

Funkce f ′: x→ f ′(x) , x ∈ I se nazývá derivace funkce f
na množině I.

-
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f(x) = |x|

}
f(x)− f(x0)︸ ︷︷ ︸

x− x0
xx0

f(x)Př́ıklad 1.2 : Vypoč́ıtáme derivaci funkce f(x)=xn, n∈N,

x ∈ R . Dostaneme f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0 = lim

x→x0

xn−xn0
x−x0 =

lim
x→x0

(x−x0)(xn−1+xn−2x0+ ···+xn−10 )
x−x0 = nxn−1

0 ⇒ (xn)′ = nxn−1 .

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
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Definice 1.2 : Necht’ k funkci f : U(x0) → R existuj́ı kon-
stanta A a funkce ω : U(x0)→ R takové, že ∀x ∈ U(x0) :

f(x)− f(x0) = A · (x− x0) + ω(x−x0) ∧ lim
x→x0

ω(x−x0)
x−x0 = 0 ,

pak řekneme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x0 .
Polož́ıme h = x− x0 . Funkce

df(x0, h) = A · h

se nazývá diferenciál funkce f v bodě x0.

Věta 1.1 : Funkce f má derivaci v bodě x0 (je derivovatelná
v x0) právě tehdy, když je diferencovatelná v bodě x0 . Nav́ıc
plat́ı

df(x0, h) = f ′(x0) · h .

x

y

diferenciál funkce f

0 x0 x

ω(h)

h

f ′(x0)h

Poznámka 1.1 :

1. Pro funkci f(x) = x je f(x)−f(x0) = 1(x−x0)+0 = h.

Tedy f ′(x) = 1 a df(x0, h) = dx(x0, h) = h , proto
se pro diferenciál funkce f v bodě x0 zavád́ı značeńı

df(x0, h) = f ′(x0) dx .

2. Diferenciál funkce f určuje hlavńı (lineárńı) změnu
funkce f v bodě x0 a použ́ıvá se pro výpočet přibližných
hodnot dané funkce na okoĺı bodu x0 pomoćı vztahu
f(x)

.
= f(x0) + f ′(x0)(x− x0) .

Např́ıklad pro funkci f(x) =
√
x a body x = 4,1 ,

x0 = 4 dostaneme
√

4,1
.
=
√

4+ 1
2
√

4
·(4,1−4) = 2,025 .

3. Rovnice tečny ke grafu funkce f v bodě [x0, f(x0)]
má tvar

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) .

4. Pokud f ′(x0) 6= 0, pak rovnice normály ke grafu
funkce f v bodě [x0, f(x0)] má tvar

y − f(x0) = − 1

f ′(x0)
(x− x0) .
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Věta 1.2 : (algebra derivaćı)
Necht’ existuj́ı derivace f ′(x0) , g′(x0) , pak plat́ı:

i) (a f ± b g)′(x0) = a f ′(x0)± b g′(x0) , a, b ∈ R ,

ii) (f · g)′(x0) = f ′(x0) g(x0) + f(x0) g
′(x0) ,

iii)
(f
g

)′
(x0) =

f ′(x0) g(x0)− f(x0) g
′(x0)

g2(x0)
, g(x0) 6= 0 .

((2x + 1) cosx ex)′ =
2 cosx ex + (2x+ 1)
(cosx ex)′ = 2 cos x ex

+(2x+1)(− sinx) ex+
(2x+ 1) cosx ex .

(tg x)′ =
(

sinx
cosx

)′
=

cosx cosx−sinx(− sinx)
cos2 x

=
1

cos2 x
⇒

(tg x)′ = 1
cos2 x

.

Věta 1.3 : (Derivace složené a inverzńı funkce)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě x0 , y0 = f(x0)
a funkce g je diferencovatelná v bodě y0 , potom i složená
funkce g(f(x)) je diferencovatelná v bodě x0 a plat́ı

(g(f(x)))′(x0) = g′(y0) · f ′(x0) .

Necht’ f ′(x0) 6= 0 , pak pro derivaci inverzńı funkce f−1 v bodě
y0 = f(x0) plat́ı

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))
.

Derivace inverzní funkce

x

f(x)

f−1(x)
y

0 x0

y0

Např́ıklad 1 = (x)′ =
(elnx)′ = elnx ·(lnx)′ =
x · (lnx)′ ⇒

(lnx)′ = 1
x
.

Př́ıklad 1.3 :

1. (ax)′ = (ex ln a)′ = (y = x ln a) = (ey)′ · (x ln a)′ =

ex ln a · ln a⇒ (ax)′ = ax ln a .

2. (arctg y)′(y0) = 1
(tanx)′(x0) = 1

1
cos2(x0)

= 1
cos2(x0)+sin2(x0)

cos2(x0)

=

= 1
1+tan2(x0)

= 1
1+tan2(arctan(y0))

= 1
1+(y0)2 ⇒

(arctg x)′ = 1
1+x2 .
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Tabulka 1: Přehled derivaćı základńıch funkćı

(ex)′ = ex x ∈ R

(ax)′ = ax ln a a > 0, a 6= 1, x ∈ R

(lnx)′ = 1
x

x ∈ (0,∞)

(loga x)′ = 1
x ln a

a > 0, a 6= 1, x ∈ (0,∞)

(xα)′ = αxα−1 α ∈ R, x ∈ (0,∞)

(xn)′ = nxn−1 n ∈ N, x ∈ R

(sinx)′ = cosx x ∈ R

(cosx)′ = − sinx x ∈ R

(tg x)′ = 1
cos2 x

x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ Z

(cotg x)′ = − 1
sin2 x

x 6= kπ, k ∈ Z

(arcsinx)′ = 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

(arccosx)′ = − 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

(arctg x)′ = 1
1+x2

x ∈ R

(arccotg x)′ = − 1
1+x2

x ∈ R

(sinhx)′ = coshx x ∈ R

(coshx)′ = sinhx x ∈ R

(tghx)′ = 1
cosh2 x

x ∈ R

(cotghx)′ = − 1
sinh2 x

x 6= 0

(argsinhx)′ = 1√
x2+1

x ∈ R

(argcoshx)′ = 1√
x2−1 x ∈ (1,∞)

(argtghx)′ = 1
1−x2 x ∈ (−1, 1)

(argcotghx)′ = 1
1−x2 x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)
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2 Integrály

2.1 Neurčité integrály

Už v́ıme, že derivace s′(t) funkce s(t) popisuj́ıćı ujetou vzdálenost
auta v závislosti na čase t udává jeho rychlost v(t). V této ka-
pitole budeme řešit opačný problém. K dané rychlosti budeme
hledat ujetou vzdálenost.

Definice 2.1 : Funkce F se nazývá primitivńı funkce
k funkci f na množině M , jestliže ∀x ∈M : F ′(x) = f(x) .

Necht’ G,F jsou pri-
mitivńı funkce k fun-
kci f na množině M ,
pak ∀x ∈M plat́ı:
(G − F )′(x) = f(x) −
f(x) = 0 . Odtud vy-
plývá, že existuje kon-
stanta C ∈ R taková,
že G(x)− F (x) = C .

Definice 2.2 : Množina všech primitivńıch funkćı k funkci
f se nazývá neurčitý integrál funkce f a znač́ı se∫

f(x) dx = F (x) + C , C ∈ R .

Konstanta C se nazývá integračńı konstanta.

∫
f(x) dx

Znak integrálu

Integrand

Integrální proměnná

Př́ıklad 2.1 :

1. Funkce s(t) popisuj́ıćı dráhu auta je primitivńı funkćı
k funkci v(t) popisuj́ıćı rychlost auta.

2. Funkce x3 + 2 , x3 − 23 jsou primitivńı k funkci
3x2 na R a pro neurčitý integrál k funkci 3x2 plat́ı∫

3x2 dx = x3 + C , C ∈ R .

Úloha naj́ıt primitivńı funkci je obrácená k úloze nalézt de-
rivaci dané funkce. Z linearity operace derivováńı (věta (1.2) i))
plyne i linearita neurčitého integrálu.

Věta 2.1 : Necht’ funkce f, g maj́ı primitivńı funkce na in-
tervalu I , α, β ∈ R , potom plat́ı∫

[α · f(x)± β · g(x)] dx = α

∫
f(x) dx± β

∫
g(x) dx .

Př́ıklad 2.2 :
∫

3 ex− 2 sin x dx = 3
∫
ex dx− 2

∫
sinx dx =

3 ex + 2 cosx+ C .

Ze znalosti derivaćı základńıch funkćı lze odvodit následuj́ıćı
primitivńı funkce.
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Tabulka 2: Základńı primitivńı funkce

∫
ex dx = ex + C x ∈ R∫
ax dx = ax

ln a
+ C a > 0, a 6= 1, x ∈ R∫

xn dx = xn+1

n+1
+ C n ∈ N, x ∈ R∫

1
x
dx = ln | x | +C x ∈ R \ {0}∫

xα dx = xα+1

α+1
+ C α 6= −1, x ∈ (0,∞)∫

sinx dx = − cosx+ C x ∈ R∫
cosx dx = sinx+ C x ∈ R∫

1
cos2 x

dx = tg x+ C x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ Z∫

1
sin2 x

dx = −cotg x+ C x 6= kπ, k ∈ Z∫
1√

1−x2 dx = arcsinx+ C = − arccosx+ C x ∈ (−1, 1)∫
1

1+x2
dx = arctg x+ C = −arccotg x+ C x ∈ R∫

coshx dx = sinhx+ C x ∈ R∫
sinhx dx = coshx+ C x ∈ R∫

1
cosh2 x

dx = tghx+ C x ∈ R∫
1

sinh2 x
dx = −cotghx+ C x 6= 0∫

1√
1+x2

dx = argsinhx+ C = ln |x+
√

1 + x2 | +C x ∈ R∫
1√
x2−1 dx = argcosh |x | +C = ln |x+

√
x2 − 1 | +C |x | ∈ (1,∞)∫

1
1−x2 dx = argtghx+ C x ∈ (−1, 1)∫
1

1−x2 dx = argcotghx+ C x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)
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Ze vztahu pro derivaci součinu dvou funkćı (věta (1.2) ii))
plyne následuj́ıćı věta.

Věta 2.2 : (integrace per partes)
Necht’ funkce u, v jsou derivovatelné na intervalu I a existuje
primitivńı funkce k součinu u · v′ na I, pak na I plat́ı∫

u′(x) · v(x) dx = u(x) · v(x)−
∫
u(x) · v′(x) dx .

Př́ıklad 2.3 :

1) Vypočtěte integrál
∫
x cosx dx .∫

x cosx dx =

[
u′ = cosx v = x
u = sinx v′ = 1

]
= x sinx−

∫
sinx dx =

x sinx+ cosx+ C . Podobně poč́ıtáme in-
tegrály funkćı

xn cos kx , xn sin kx ,
xnekx , k, n ∈ N .

2) Vypočtěte integrál
∫

loga x dx .∫
loga x dx =

[
u′ = 1 v = loga x
u = x v′ = 1

x ln a

]
= x loga x−

∫
x

x ln a dx =

x loga x− x
ln a + C .

Podobně poč́ıtáme in-
tegrály funkćı

arcsin ax , arccos ax ,
arctg ax , a ∈ R ap.

3) Vypočtěte integrál
∫

1
(1+x2)2 dx .

Obecně označ́ıme In =
∫

1
(1+x2)n dx , n ∈ N a pomoćı

metody ”per partes”dostaneme

In =
∫

1
(1+x2)n dx =

[
u′ = 1 v = 1

(1+x2)n

u = x v′ = −n 2x
(1+x2)n+1

]
= x

(1+x2)n −∫ x(−n 2x)
(1+x2)n+1 dx = x

(1+x2)n + 2n
∫

1+x2−1
(1+x2)n+1 dx = x

(1+x2)n +

2n (
∫

1
(1+x2)n −

1
(1+x2)n+1 dx) = x

(1+x2)n + 2n (In − In+1) .

Odtud vyplývá In+1 = 1
2n

(
x

(1+x2)n + (2n− 1)In

)
.

Nyńı vypoč́ıtáme
∫

1
(1+x2)2 dx = (n = 1)

1
2

(
x

(1+x2)1 + (2− 1)
∫

1
1+x2 dx

)
= 1

2

(
x

1+x2 + arctanx
)

+ C .
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Věta 2.3 : (integrace substitućı)
Necht’ f : D(f) → H(f) , g : D(g) → H(g) a H(f) ⊂ D(g) .
Jestliže funkce f je derivovatelná na D(f) a existuje primi-
tivńı funkce G k funkci g na D(g) , potom na D(f) plat́ı∫

g(f(x)) · f ′(x) dx =

∫
g(y) dy = G(f(x)) + C , C ∈ R .

Typickými integrály,
které lze spoč́ıtat po-
moćı věty o substituci
jsou∫

tg x dx ;

∫
lnx

x
dx ;∫

arcsinx√
1− x2

dx ;∫
argsinhx√

1 + x2
dx ap.

Př́ıklad 2.4 : Větu 2.3 je vhodné použ́ıt v př́ıkladech, kdy
se v integrálu vyskytuje funkce f a jej́ı diferenciál f ′ dx,
pak provedeme substituci za funkci f .∫

cotg x dx =
∫

cosx
sinx dx =

( y = sinx
dy = cosx dx

)
=
∫

1
y dx =

ln |y|+ C = ln | sinx|+ C .

Obráceně je někdy výhodné proměnnou x nahradit funkćı
x(t). V tomto př́ıpadě však muśıme mı́t zaručenou existenci
inverzńı funkce x−1(t).∫

1√
1−x2 dx =

( x = cos t t ∈ (0, π)
dx = − sin t dt t = arccosx

)
=

∫
1√

1−cos2 t
(− sin t) dt =

∫
− sin t
| sin t| dt =

( pro t ∈ (0, π)
je sin t > 0

)
=∫

−1 dt = − t+ C = − arccosx+ C .

Racionálńı lomené
funkce maj́ı tvar

R(x) =
P (x)

Q(x)
,

kde P (x), Q(x) jsou
polynomy.

Integrály typu
∫

R(x) dx

Nejdř́ıve budeme integrovat základńı racionálńı funkce typu

1.
∫

A
x−x1 dx , kde A, x1 ∈ R .∫ −3
x−4 dx =

( u = x− 4
du = dx

)
= −3

∫
1
u du = −3 ln |x− 4|+C .

2.
∫

A
(x−x1)k

dx , kde A, x1 ∈ R, k ∈ N \ {1} .∫
2

(1−x)3 dx =
( u = 1− x
du = −dx

)
= 2

∫
1
u3 (−du) = −2 u−2

−2 =

1
(1−x)2 + C .

3.
∫

Ax+B
x2+px+q dx , kde A , B , p , q ∈ R a jmenovatel

zlomku má komplexńı kořeny.∫
2x+1

x2+2x+2 dx =
∫

2x+2−1
x2+2x+2 dx =

( u = x2 + 2x+ 2
du = (2x+ 2)dx

)
=
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∫
1
u du−

∫
1

(x+1)2+1 dx=
( v = x+ 1
dv = dx

)
=ln |u|+C−

∫
1

v2+1 dv =

ln |x2 + 2x+ 2| − arctg (x+ 1) + C .

4.
∫

Ax+B
(x2+px+q)k

dx , kde A, B, p, q ∈ R, k ∈ N \ {1} a jme-
novatel zlomku má komplexńı kořeny.∫

6x−3
(x2+4)2 dx = 3

∫
2x−1

(x2+4)2 dx =
( u = x2 + 4
du = 2x dx

)
=

3
∫

1
u2 du− 3

∫
1

16((x2 )2+1)
2 dx =

( v = x
2

2dv = dx

)
=

3 u−1

−1 +C− 3
8

∫
1

(v2+1)2 dv = (viz př́ıklad (2.1) 3) = −3 1
x2+4−

3
8

(
1
2( v
v2+1 + arctg v)

)
+ C = −3

x2+4 −
3
16( 2x

x2+4 + arctg x
2) + C .

Rozklad na parciálńı zlomky Rozklad na parciálńı
zlomky je inverzńı o-
perace k operaci hle-
dáńı společného jme-
novatele.

V př́ıpadě, kdy stupeň
P (x) ≥ stupeň Q(x),
nejdř́ıve vyděĺıme po-
lynom P (x) polyno-
mem Q(x) a pak pře-
jdeme k parciálńım
zlomk̊um.

Z algebry v́ıme, že polynom Q(x) lze rozložit na součin poly-
nomů nejvýše druhého stupně. Tedy

Q(x) =
∏

i=1,...,n
j=1,...,m

(x−xi)ki(x2+pjx+qj)
rj , ki, rj ∈ N, pj, qj ∈ R .

Racionálńı lomenou funkci R(x) = P (x)
Q(x) , kde P (x), Q(x) jsou

polynomy a stupeň P (x) < stupeň Q(x) rozlož́ıme na součet
základńıch racionálńıch funkćı:

R(x) =
n∑
i=1

A1i

x−xi+
A2i

(x−xi)2+· · ·+ Aki
(x−xi)ki

+
m∑
j=1

B1j
x+C1j

x2+pjx+qj
+

B2j
x+C2j

(x2+pjx+qj)2
+

· · ·+ Brjx+Crj
(x2+pjx+qj)

rj

a jednotlivé zlomky integrujeme zvlášt’, např́ıklad:∫
2x+2

x4−2x3+2x2−2x+1 dx=
∫

2x+2
(x−1)2(x2+1) dx=

∫
A
x−1 + B

(x−1)2 + Cx+D
x2+1 dx

=
∫ A(x−1)(x2+1)+B(x2+1)+(Cx+D)(x−1)2

(x−1)2(x2+1) dx =
∫ −1

x−1+ 2
(x−1)2+

x−1
x2+1 dx =

− ln |x− 1| − 2(x− 1)−1 + 1
2 ln |x2 + 1| − arctg x+ C .

Konstanty A,B,C,D vypoč́ıtáme z rovnosti

2x+ 2 = A(x− 1)(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)2 .

Pro x = 1 je 4 = B 2⇒ B = 2 .

Pro x = i je 2i+ 2 = (Ci+D)(i− 1)2 ⇒ 2i+ 2 = 2C − 2iD ⇒
C = 1 , D = −1 .

Pro x = 0 je 2 = A(−1) + 2− 1⇒ A = −1 .
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Integrály typu
∫
R(sinx, cosx) dx Řeš́ıme přechodem k ra-

cionálńım lomeným funkćım pomoćı následuj́ıćıch substitućı.Základńı vztahy pro
goniometrické funkce
cos2 x+ sin2 x = 1
cos 2x = cos2 x−sin2 x
cos2 x = 1+cos 2x

2

sin2 x = 1−cos 2x
2

sin 2x = 2 sin x cosx .

1. Pokud R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), pak t = cosx .

Pokud R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), pak t = sinx .∫
sinx cos2 x dx =

( t = cosx
dt = − sinx dx

)
=
∫
−t2 dt = − t3

3 +

C = −cos3 x
3 + C .∫

1
cosx dx =

( t = sinx t ∈ 〈−1, 1〉
dt = cosx dx

)
=
∫

1
cosx

dt
cosx =∫

dt
1−sin2 x

=
∫

dt
1−t2 = argtgh t+ C = argtgh (sin x) + C .

2. Pokud R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx) , pak t = tg x ,

x 6= (2k+1)π
2 , k ∈ Z a plat́ıt=tg x⇒ t2 = sin2 x

cos2 x

⇒ t2 cos2 x= 1−cos2 x
⇒cos2 x(t2 + 1)=1⇒
cos2 x = 1

1+t2
.

x = arctg t , dx = dt
1+t2 , sin2 x = t2

1+t2 , cos2 x = 1
1+t2 .∫

1
sin2x+1

dx =
∫ 1

1+t2

t2

1+t2
+1
dt =

∫ 1
1+t2

t2+1+t2

1+t2

dt =
∫

1
(
√

2t)2+1
dt =( u =

√
2 t

du =
√

2 dt

)
= 1√

2

∫
du
u2+1 = 1√

2
arctg (

√
2 tg x) + C.

V některých speciálńıch př́ıpadech je vhodné použ́ıt základńı
vztahy pro goniometrické funkce.∫

1
sin4 x

dx =
∫

sin2 x+cos2 x
sin4 x

dx =
∫

1
sin2 x

+ 1
sin2 x

cotg 2x dx =( u = cotg x
du = − 1

sin2 x
dx

)
= −cotg x−

∫
u2 du=−cotg x−cotg 3x

3 +C.

Metoda snižováńı stupně.∫
cos2 x dx =

∫
1+cos 2x

2 dx = 1
2

∫
[1 + cos 2x] dx

=
( u = 2x
du = 2 dx

)
= 1

2(x+ 1
2

∫
cosu du) = 1

2x+ 1
4 sin 2x+C .

3. V obecném př́ıpadě použ́ıváme univerzálńı substituci

t = tg x
2 , x 6= (2k + 1)π , k ∈ Z . Potom

x = 2 arctg t , dx = 2 dt
1+t2 , sinx = 2t

1+t2 , cosx = 1−t2
1+t2 .∫

1
2+sinx dx =

∫ 2 dt
1+t2

2+ 2t
1+t2

dx =
∫

dt
t2+t+1 =

∫
dt

(t+ 1
2 )2+ 3

4

=( u = t+ 1
2

du = dt

)
=
∫

du
u2+ 3

4

=
∫

du
3
4(( 2√

3
u)2+1)

=
( v = 2√

3
u

dv = 2√
3
du

)
=

4
3

∫ √
3
2 dv

v2+1 = 2√
3
arctg v + C = 2√

3
arctg ( 2√

3
tg x

2 + 1√
3
) + C .
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2.2 Určité integrály
Pro jednoduchost si
nyńı představ́ıme, že
rychlost našeho auta
je konstantńı v(t) = c .
Ujetá dráha auta s(t)
v čase t od počátku
měřeńı v čase t0 je pak
dána vztahem
s(t)−s(t0) = c·(t−t0) .
Rozd́ıl s(t) − s(t0) se
zároveň rovná ploše
pod grafem funkce v
na intervalu 〈t0, t〉 .
Připomeňme, že fun-
kce s(t) je primitivńı k
funkci v(t).
Plat́ı, že i v obec-
něǰśım př́ıpadě lze pri-
mitivńı funkci využ́ıt
k výpočtu plochy pod
grafem funkce.

Definice 2.3 : Necht’ k funkci f : 〈a, b〉 → R existuje primi-
tivńı funkce F : 〈a, b〉 → R (v krajńıch bodech uvažujeme
jednostranné derivace). Pak rozd́ıl F (b) − F (a) nazýváme
Newtonovým určitým integrálem funkce f na intervalu
〈a, b〉 a ṕı̌seme

F (b)− F (a) =

b∫
a

f(x) dx .

Uvedený vztah se nazývá Newtonova-Leibnizova formule

a také ṕı̌seme F (b)− F (a) = [F (x)]ba =
b∫
a

f .

Č́ıslo a se nazývá dolńı mez, č́ıslo b se nazývá horńı mez
Newtonova integrálu.
Množinu všech funkćı, které maj́ı Newton̊uv integrál na in-
tervalu 〈a, b〉 znač́ıme N (〈a, b〉) .

Věta 2.4 : (vlastnosti Newtonova integrálu)

1) Newton̊uv integrál nezáviśı na volbě primitivńı funkce.

2) Necht’ f ∈ N (〈a, b〉) , c ∈ 〈a, b〉 , pak plat́ı
b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx ,
a∫
a

f(x) dx = 0 ,

b∫
a

f(x) dx =
c∫
a

f(x) dx+
b∫
c

f(x) dx .

3) Necht’ f, g ∈ N (〈a, b〉) , α, β ∈ R , pak plat́ı
b∫
a

αf(x) + βg(x) dx = α
b∫
a

f(x) dx+ β
b∫
a

g(x) dx .

(Tedy množina N (〈a, b〉) je lineárńı prostor.)

Př́ıklad 2.5 :
2∫

0

2x dx = [x2 + C]20 = [x2]20 = 4 .

π∫
0

[3 cosx − 2 sinx] dx = 3
π∫
0

cosx dx + 2
0∫
π

sinx dx =

3 [sinx]π0 + 2 [− cosx]0π = 3 (0− 0)− 2 (1− (−1)) = −4 .
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Následuj́ıćı dvě věty vyplývaj́ı z vět (2.2) a (2.3).

Věta 2.5 : (per partes v Newtonově integrálu)
Necht’ funkce u, v jsou derivovatelné na intervalu 〈a, b〉
(v krajńıch bodech zprava, popř. zleva) a u · v′ ∈ N (〈a, b〉) ,
potom také u′ · v ∈ N (〈a, b〉) a plat́ı

b∫
a

u′(x) · v(x) dx =
[
u(x) · v(x)

]b
a
−

b∫
a

u(x) · v′(x) dx .

Produkce plynu
Ze zkušenost́ı v́ıme, že
nový vrt produkuje asi
f(t) = 0.2 t e−0.02t mi-
lion̊u kubických me-
tr̊u plynu za t měśıc̊u.
Pokud chceme odhad-
nout celkovou produk-
ci P (t) vrtu za jeden
rok, pak muśıme spo-
č́ıtat integrál

P (t) =

12∫
0

0.2 t e−0.02t dt .

Pomoćı metody per
partes dostaneme

12∫
0

0.2 t e−0.02t dt =

10
(
− [t e−0.02t]

12
0 +

12∫
0

e−0.02t dt
)
.
= 12 .

Př́ıklad 2.6 : Vypočtěte integrál
1∫

0

ex sinx dx .

Metodu per partes použijeme dvakrát.
1∫

0

ex sinx dx =

[
u′ = ex v = sinx
u = ex v′ = cosx

]
= [ex sinx]

1
0−

1∫
0

ex cosx dx =

[
u′ = ex v = cosx
u = ex v′ = − sinx

]
= [ex sinx]

1
0−

[ex cosx]
1
0 −

1∫
0

ex sinx dx . Odtud vyplývá

1∫
0

ex sinx dx = 1
2 [ex(sinx− cosx)]

1
0 = e

2(sin 1− cos 1) + 1
2 .

Věta 2.6 : (substituce v Newtonově integrálu)
Necht’ f : D(f) → H(f) , g : D(g) → H(g) a H(f) ⊂ D(g) .
Jestliže funkce f je derivovatelná naD(f) a existuje primitivńı
funkce G k funkci g na D(g) , potom pro 〈a, b〉 ⊂ D(f) plat́ı

b∫
a

g(f(x)) · f ′(x) dx =

f(b)∫
f(a)

g(y) dy = G(f(b))−G(f(a)) .

Př́ıklad 2.7 :
e∫
1

lnx
x
dx =( y = lnx

dy = 1
x
dx

)
=

ln e∫
ln 1

y dy =
[
y2

2

]1
0

= 1
2
.

1)
0∫
−1

1√
1−x2 dx =

( x = sin t −1 = sin a⇒ a = −π
2

dx = cos t dt 0 = sin b⇒ b = 0

)
=

0∫
−π2

1√
1−sin2 t

cos t dt =
0∫
−π2

cos t
| cos t| dt =

( pro t ∈ (−π
2 , 0)

je cos t > 0

)
=

0∫
−π2

1 dt = [t]
0
−π2

= π
2 .
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Definice 2.4 : (nevlastńı integrál vlivem meze)
Necht’ funkce f ∈ N (〈a, b〉) pro každé b > a. Necht’ existuje

limita lim
b→∞

b∫
a

f(x) dx , pak se nazývá nevlastńı Newton̊uv

integrál vlivem meze a ṕı̌seme

lim
b→∞

b∫
a

f(x) dx =

∞∫
a

f(x) dx .

Znač́ıme f ∈ N (〈a,∞)) a ř́ıkáme, že nevlastńı integrál kon-
verguje; v opačném př́ıpadě diverguje.

Analogicky
b∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx a definujeme

∞∫
−∞

f(x) dx =
c∫
−∞

f(x) dx+
∞∫
c

f(x) dx , c ∈ R .

Integrál
∞∫
−∞

sinx dx

neexistuje, někdy je
proto vhodné praco-
vat s hlavńı hodnotou
nevlastńıho integrálu,
která je definována
vztahem

v.p.
∞∫
−∞

f(x) dx =

lim
c→∞

c∫
−c
f(x) dx .

(v.p. je z fran-
couzského valeur
principale).

Podobně pro nevlastńı
integrál vlivem funkce
definujme hlavńı hod-
notu vztahem

v.p.
c∫
a

f(x) dx =

lim
δ→0+

( b−δ∫
a

f(x) dx+

c∫
b+δ

f(x) dx
)

.

Př́ıklad 2.8 :

1)
∞∫
1

xα dx = lim
b→∞

b∫
1

xα dx = lim
b→∞

[ 1
α+1(bα+1 − 1)] =

{ ∞ α > −1 diverguje
1

α+1 α < −1 konverguje.

2)
∞∫
1

1
x dx = lim

b→∞
[ln |x|]b1 = [lnx]

∞
1 =∞ diverguje.

Definice 2.5 : (nevlastńı integrál vlivem funkce)
Necht’ ∀ t ∈ (a, b) je funkce f ∈ N (〈a, t〉) a f 6∈ N (〈a, b〉).

Necht’ existuje limita lim
t→b−

t∫
a

f(x) dx , pak se nazývá ne-

vlastńı Newton̊uv integrál vlivem funkce a ṕı̌seme

lim
t→b−

t∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx .

Znač́ıme f ∈ N (〈a, b)) a ř́ıkáme, že nevlastńı integrál kon-
verguje, v opačném př́ıpadě diverguje.

Analogicky
b∫
a

f(x) dx = lim
t→a+

b∫
t

f(x) dx .
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Př́ıklad 2.9 :

1)
1∫

0

xα dx = lim
t→0+

1∫
t

xα dx = lim
t→0+

[ 1
α+1(1− tα+1)] ={ ∞ α < −1 diverguje

1
α+1 α > −1 konverguje.

2)
1∫

0

1
x dx = lim

t→0+
[ ln |x| ]1t = [lnx]

1
0 =∞ diverguje.

2.3 Aplikace v geometrii a fyzice

Při zavedeńı Riemannova integrálu jsme sč́ıtali ”nekonečně mno-
ho nekonečně malých ploch -tzv. element̊u” a dostali jsme vlastně
obsah plochy ”pod grafem funkce f”. Tento postup lze použ́ıt i
při výpočtu objemu těles, délek křivek, vykonané práce ap.

Popis Vztah Obrázek

Plocha pod grafem funkce

Plocha S je ohraničena grafem

funkce f , př́ımkami x = a, x = b

a osou x.

S =

b∫
a

f(x) dx

Element plochy

dS = f(x) dx

�

�

�� � �

���

�	� ��


Délka křivky
Délka s křivky určené grafem

funkce f .

s =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx

Element délky

ds
.
=
√

(dx)2 + (df)2 =√
(dx)2 + f ′(x)2(dx)2 =√

1 + f ′(x)2 dx �

�

�� � �

��� � �

�	� ��
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Povrch rotačńıho tělesa
Velikost S plochy vzniklé rotaćı

grafu funkce f kolem osy x.

S=2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx

Element povrchu

dS
.
= 2πf(x) ds =

2πf(x)
√

1 + f ′(x)2 dx

�

�

� �

���

��� �	�

Objem rotačńıho tělesa
Objem V tělesa vzniklého rotaćı

plochy pod grafem funkce f ko-

lem osy x.

V = π

b∫
a

f 2(x) dx

Element objemu

dV = πf2(x) dx

�

�

� �

���

��� �	�

Statický moment

Statické momenty Mx, My

plochy S o hustotě % = %(x)
vzhledem k osám x, y.

Mx =
1

2

∫ b

a

y2(x)%(x) dx

My =

∫ b

a

xy(x)%(x) dx

Statický moment M tělesa
o hmotnosti m vzhledem
k ose otáčeńı o, která je
ve vzdálenosti d od těžǐstě
tělesa, je dán vztahem

M = m · d .

Těžǐstě plochy

Těžǐstě T = [xT , yT ] plochy S
má souřadnice:

xT =
My

S
, yT =

Mx

S
.

S je velikost plochy ”pod gra-
fem funkce f” na intervalu
[a, b].

Moment setrvačnosti

Momenty setrvačnosti Ix, Iy
křivky dané grafem funkce f
vzhledem k osám x, y. Hmot-
nost křivky je reprezentována
jej́ı délkou.

Ix =

b∫
a

f 2(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx

Iy =

b∫
a

x2
√

1 + (f ′(x))2 dx

Moment setrvačnosti I tělesa
o hmotnosti m vzhledem
k ose otáčeńı o, která je
ve vzdálenosti d od těžǐstě
tělesa, je dán vztahem

I = m · d2 .
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3 Diferenciálńı rovnice

3.1 Motivace
R. P. Feyman:
”Existuje jediný zp̊u-
sob formulace fyzikál-
ńıch zákon̊u, a to ve
tvaru diferenciálńıch
rovnic.”

Nejen fyzika, ale i e-
kologie, biologie nebo
chemie popisuj́ı své
vztahy pomoćı dife-
renciálńıch rovnic.

t

z

z(t) = Ce
ut

0

C1

C2

C3

Na účet v bance vlož́ıme v čase t0 = 0 peńıze v hodnotě z(0) . Při
úročeńı s denńım úrokem u máme po t1 dnech na účtu z̊ustatek

z(t1) = z(0) + z(0)u t1 .

Na účtu tedy přibude z(t1)− z(0) = z(0)u t1 a rychlost r̊ustu

je z(t1)−z(0)
t1−0 = z(0)u . ”Okamžitou změnu”účtu dostaneme pro

t1 → 0, potom lim
t1→t0

z(t1)−z(0)
t1−0 = z′(0) a

z′(0) = z(0)u .

Uvedená rovnost plat́ı v libovolném čase t . Tedy

z′(t) = z(t)u

a jej́ım (obecným) řešeńım je funkce z(t) = C eut , C ∈ R .
Pro (počátečńı) podmı́nku z(0) = z0 dostaneme z0 = C e0 ⇒
C = z0 a (partikulárńı) řešeńı naš́ı úlohy má tvar

z(t) = z0 e
ut .

3.2 Diferenciálńı rovnice 1. řádu

Definice 3.1 : (diferenciálńı rovnice 1.̌rádu)
Rovnice pro neznámou funkci y = y(x), x ∈ I , I ⊂ R, v ńıž
vystupuje derivace y′ a která je zapsána ve tvaru

F (x, y, y′) = 0 implicitńı tvar
nebo y′ = f(x, y) explicitńı tvar

(1)

se nazývá obyčejná diferenciálńı rovnice prvńıho řádu.
Diferencovatelná funkce y = y(x) , x ∈ I , která splňuje
rovnici (1) pro každé x∈ I se nazývá řešeńı diferenciálńı
rovnice.
Podmı́nka

y(x0) = y0 x0 ∈ I (2)

se nazývá počátečńı podmı́nka a úloha (1), (2) se nazývá
počátečńı (Cauchyova) úloha.

Zobrazeńı f : Rn → R
se nazývá funkce n-
reálných proměnných.
Funkce f = f(x, y) je
funkce dvou reálných
proměnných.
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Definice 3.2 : (geometrický popis dif. rovnice 1.̌rádu)
Graf řešeńı y = y(x) diferenciálńı rovnice (1) se nazývá in-
tegrálńı křivka diferenciálńı rovnice.
Funkce f(x, y) z rovnice y′ = f(x, y) určuje směrové pole
diferenciálńı rovnice, což je systém tečných vektor̊u ke grafu
řešeńı. Množina bod̊u [x, y], pro které je funkce f(x, y) kon-
stantńı se nazývá izoklina.

Tečné vektory v rovi-
ně-xy maj́ı tvar (1, y′),
resp. (1, f(x, y)).

Izoklina je geometric-
ké mı́sto bod̊u [x, y],
ve kterých tečné vek-
tory k integrál. křiv-
kám jsou rovnoběžné.
Rovnici izoklin ṕı̌seme
ve tvaru f(t, x) = C
(C je konstanta) .

Př́ıklad 3.1 : Pro diferenciálńı rovnici y′ = x maj́ı rov-
nice izoklin tvar x=c , c je libovolné č́ıslo, což jsou př́ımky
rovnoběžné s osou y.

Obecné řešeńı má tvar y = x2

2 + C = ϕ(x,C) . Integrálńı
křivky jsou paraboly. Pro počátečńı podmı́nku y(0) = 3 má
počátečńı úloha (partikulárńı) řešeńı tvar y = x2

2 + 3 .

Definice 3.3 : Obecným řešeńım diferenciálńı rovnice
y′=f(x, y) se nazývá funkce ϕ(x,C) závislá na volitelném pa-
rametru C taková, že k libovolné bodu [x0, y0]∈D(f) (D(f)
je definičńı obor funkce f) existuje (jediný) parametr C0 ta-
kový, že y0 = ϕ(x0, C0) a funkce y(x) = ϕ(x,C0) řeš́ı danou
diferenciálńı rovnici na I.
Jestliže každým bodem integrálńı křivky nějakého řešeńı ỹ
diferenciálńı rovnice procháźı jiná integrálńı křivka, pak ỹ

nazýváme singulárńım řešeńım rovnice.

Geometricky poṕı̌seme
obecné řešeńı diferen-
ciálńı rovnice 1. řádu
jako jednoparametric-
ký systém křivek.

Integrálńı křivka sin-
gulárńıho řešeńı tvoř́ı
tzv. obálku systému
křivek obecného řeše-
ńı. V bodech integrál-
ńı křivky singulárńıho
řešeńı je porušena je-
dnoznačnost řešeńı
počátečńı úlohy.

x

y

y(x) =
1

27
(x+ C)3

0

Př́ıklad 3.2 : Řešeńım rovnice
y′ = y

2
3

je každá funkce tvaru

y(x) =
1

27
(x+ C)3 (C je libovolná konstanta) .

Nulová funkce y(x) = 0 je však také řešeńım dané rov-
nice. Je to singulárńı řešeńı, nebot’ libovolným bodem [x0, 0]
procháźı integrálńı křivka řešeńı tvaru y(x) = 1

27(x− x0)
3.

Cvičeńı 3.1 : Dokažte, že obecné řešeńı tzv. Clairautovy
rovnice

y′
2 − xy′ + y = 0

je funkce y(x) = Cx − C2 a singulárńı řešeńı má tvar
y(x) = 1

4x
2 . Nakreslete integrálńı křivky.

[ Zderivováńım a dosazeńım do p̊uvodńı rovnice ověř́ıme tvrzeńı. ]
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Věta 3.1 : Funkce y = y(x), x ∈ I je řešeńım počátečńı
úlohy (1), (2) právě tehdy, když je řešeńım integrálńı rovnice

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ)) dξ. (3)

x

y

y(x) = Cx − C2

0

Necht’ g(ξ)=f(ξ, y(ξ))
a funkce G je primitiv-
ńı funkce k funkci g,
potom G(x)−G(x0) =∫ x
x0
g(ξ) dξ a plat́ı

(G(x)−G(x0))
′=g(x)

=f(x, y(x)) .

3.3 Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Poznamenejme, že ne-
existuje žádná uni-
verzálńı metoda na
řešeńı všech typ̊u dife-
renciálńıch rovnic.

Při řešeńı diferenciálńıch úloh se budeme snažit naj́ıt obecné
řešeńı úlohy (1) a také řešeńı počátečńı úlohy (1), (2).

Metoda př́ımé integrace.

1. Chceme naj́ıt obecné řešeńı rovnice

y′ = f(x), x ∈ I .

Urč́ıme systém primitivńıch funkćı k funkci f , tj.

y(x) = F (x) + C .

2. Chceme-li naj́ıt řešeńı počátečńı úlohy

y′ = f(x), y(x0) = y0, x ∈ I,

pak

a) ze systému primitivńıch funkćı y(x) = F (x) +C vybe-
reme takovou, která splňuje počátečńı podmı́nku

y0 = F (x0) + C .

(Graf funkce y procháźı bodem [x0, y0] .)

Odtud vypočteme C = y0 − F (x0), takže
y(x) = F (x) + y0 − F (x0) .

b) nebo využijeme větu (3.1), potom

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ) dξ .

Tento výsledek lze samozřejmě také psát ve tvaru

y(x) = y0 + F (x) − F (x0), nebot’ F (x) =
x∫
x0

f(ξ) dξ

(primitivńı funkce vyjádřená integrálem s proměnnou
horńı meźı, viz definice 8.10 v MA1).
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Př́ıklad 3.3 : Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′ = x3 + sinx, y(0) = 1, x ∈ R .

a) Z obecného řešeńı

y(x) =
x4

4
− cosx+ C

vypočteme konstantu C:

1 = −1 + C ⇒ C = 2 .

Řešeńı úlohy má tvar: y(x) = x4

4 − cosx+ 2 .

b) Př́ımou integraćı dostaneme:

y(x) = 1 +

x∫
0

[ξ3 + sin ξ] dξ = 1 +
x4

4
− cosx+ 1 .

Metoda separace proměnných.

Touto metodou řeš́ıme rovnice typu

y′ =
f1(x)

f2(y)
, kde f1, f2 jsou dané funkce.

Rovnici můžeme psát ve tvaru dy
dx = f1(x)

f2(y) , resp.

f2(y) dy = f1(x) dx (separace proměnných)

a chápat jako rovnost dvou diferenciál̊u. Protože y = y(x), pak
integrováńım dostaneme rovnost

x∫
x0

f2(y(ξ)) y′(ξ) dξ =

x∫
x0

f1(ξ) dξ ,

neboli
F2(y(x)) = F1(x) + C ,

kde F1, F2 jsou primitivńı funkce k funkćım f1, f2.

Poznámka 3.1 : Vztahu F2(y(x)) = F1(x) + C ř́ıkáme funk-
cionálńı rovnice pro neznámou funkci y(x). Také se nazývá
obecný integrál dané diferenciálńı rovnice, nebot’ jej́ı řešeńı
y(x) je obecným řešeńım diferenciálńı rovnice. Ř́ıkáme také,
že obecné řešeńı je obecným integrálem dáno implicitně.
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Př́ıklad 3.4 : Stanovme obecné řešeńı (obecný integrál) di-
ferenciálńı rovnice

y′ =
x

sin y
.

Separaćı proměnných převedeme rovnici na tvar

dy

dx
=

x

sin y
⇒ sin y dy = x dx

a integrováńım dostaneme

− cos y =
x2

2
+ C obecný integrál

nebo

−x2 − 2 cos y = 2C implicitńı tvar řešeńı.

Rovnice umožňuj́ıćı přechod k separaci proměnných.

Rovnici tvaru

y′ = f(ax+ by + c) rovnice s př́ımkou

převedeme substitućı u = ax + by + c na rovnici se separova-
telnými proměnnými.

Př́ıklad 3.5 : Př́ıklad

dy (2x− y + 1) + dx (4x− 2y + 6) = 0

vyřeš́ıme substitućı u = 2x − y + 1 ⇒ du = 2 dx − dy ⇒
dy = 2 dx− du, potom

(2 dx− du)u+ dx (2u+ 4) = 0

−du u+ dx (4u+ 4) = 0

dx = 1
4

u
u+1 du

x+ C = 1
4 (u− ln |u+ 1|)

x+ C = 1
4 (2x− y + 1− ln |2x− y + 2|) obecný integrál.

Rovnici tvaru

y′ = f(x, y) , kde ∀ t ∈ R : f(tx, ty) = f(x, y)

převedeme substitućı u = y
x na rovnici se separovatelnými proměnnými.
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Př́ıklad 3.6 : Př́ıklad

y′ = e
y
x + y

x

vyřeš́ıme substitućı u = y
x ⇒ ux = y ⇒ y′ = u′ x + u,

potom

u′ x+ u = eu + u

du
dx x = eu

e−u du = 1
x dx

−e−u = ln |x|+ C

− 1

e
y
x

= ln |x|+ C obecný integrál.

3.3.1 Ortogonálńı systémy integrálńıch křivek.
Připomeňme, že dvě
př́ımky ve směrnico-
vém tvaru

y = k1x+ q1

y = k2x+ q2

jsou kolmé, jestliže

k1 · k2 = −1 .

Z definice (3.2) v́ıme, že integrálńı křivky rovnice

y′ = f(x, y)

tvoř́ı jednoparametrický systém křivek a že funkce f(x, y) určuje
v bodě [x, y] směrnici tečny k jedné z těchto křivek. Potom hod-
nota − 1

f(x,y) urč́ı směrnici př́ımky kolmé (normály) v tomtéž

bodě. Proto obecné řešeńı (obecný integrál) rovnice

y′ = − 1

f(x, y)

urč́ı systém integrálńıch křivek ortogonálńıch k systému p̊uvodńımu.

Př́ıklad 3.7 :

diferenciálńı rovnice ”ortogonálńı”rovnice
y′ = y

x y′ = −x
y

obecné řešeńı
y(x) = C x y2 + x2 = C

systém př́ımek systém kružnic se
procházej́ıćı počátkem středem v počátku

Vid́ıme, že znalost jednoho systému dovoluje určit systém orto-
gonálńı. S úlohami tohoto typu se můžeme setkat např. v teorii
pole (systém siločar a systém ekvipotenciálńıch čar).
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3.4 Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Definice 3.4 : Diferenciálńı rovnice tvaru

y′ = a(x) y + b(x) , x ∈ I (4)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu. Funkce
a(x) se nazývá koeficient rovnice a funkce b(x) pravá
strana rovnice (4). Rovnice

y′ = a(x) y

se nazývá homogenńı diferenciálńı rovnice.

Řešeńı rovnice (4) metodou variace konstanty.

1. Urč́ıme obecné řešeńı homogenńı rovnice

y′ = a(x) y separaćı proměnných∫
dy
y =

∫
a(x) dx A(x) je primitivńı

ln |y| = A(x) +K funkce k funkci a(x)

|y| = eA(x)+K K ∈ R , polož́ıme C = ±eK

yh = C eA(x) obecné řešeńı homogenńı rovnice

y = eA(x) se nazývá fundamentálńı řešeńı

2. Řešeńı nehomogenńı rovnice (4) hledáme ve tvaru:

y(x) = C(x) eA(x) variace konstanty C .

Po dosazeńı do rovnice (4) dostaneme

C ′(x) eA(x) + C(x) eA(x) a(x) = a(x)C(x) eA(x) + b(x) .

Tedy

Základem metody va-
riace konstanty je hle-
dat řešeńı y ve tvaru
součinu dvou funkćı,
tedy y = C yh. Po do-
sazeńı do (4) dosta-
neme
C ′yh+Cy′h=aCyh+b,
což plat́ı, pokud
C y′h = aC yh a záro-
veň C ′ yh = b .

C ′(x) eA(x) = b(x) ⇒ C(x) =

∫
b(x)

eA(x)
dx

a partikulárńı řešeńı rovnice (4) má tvar

yp(x) =

∫
b(x)

eA(x)
dx · eA(x) .
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3. Pro obecné řešeńı y nehomogenńı rovnice (4) plat́ı

y = yh + yp , neboli y = C eA(x) +

∫
b(x)

eA(x)
dx · eA(x) .

Obecné řešeńı rovnice y′ = a(x)y + b(x) je součtem obecného
řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice a partikulárńıho řešeńı ne-
homogenńı rovnice.

Př́ıklad 3.8 : Najděte obecné řešeńı rovnice y′ = y + e2x .

1. Homogenńı rovnice y′ = y má obecné řešeńı

yh(x) = C ex (ex fundamentálńı řešeńı) .

2. Řešeńı nehomogenńı rovnice hledáme ve tvaru

y(x) = C(x) ex, tj. y′ = C ′(x)ex + C(x) ex .

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice obdrž́ıme

C(x)′ex + C(x) ex = C(x) ex + e2x ,

tj. C(x)′ex = e2x ⇒ C(x) = ex +K .

Bez újmy na obecnosti polož́ıme K = 0 (K ex je ho-
mogenńı řešeńı) a dostaneme partikulárńı řešeńı

yp(x) = ex ex = e2x .

3. Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice má tedy tvar

y(x) = yh(x) + yp(x) = Cex + e2x .
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3.5 Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Definice 3.5 : Necht’ a0(x), a1(x), . . . , an−1(x), f(x), x∈ I
jsou reálné funkce. Lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého
řádu pro neznámou funkci y = y(x) se nazývá rovnice

y(n) + . . .+ a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), x ∈ I . (5)

Zkráceně ṕı̌seme
L[y] = f,

ř́ıkáme, že L je lineárńı diferenciálńı operátor n-tého
řádu. Je-li f(x) = 0 , pak se rovnice (5) nazývá homogenńı,
jinak nehomogenńı.
Funkce y = y(x), která splňuje rovnici (5) pro každé x ∈ I
a pro x0 ∈ I splňuje počátečńı podmı́nky

y(x0) = y0 , y
′(x0) = y1 , · · · , yn−1(x0) = yn−1 (6)

se nazývá řešeńı počátečńı úlohy (5), (6).

Analogii k Peano-Picardově větě zaručuj́ıćı existenci a jedno-
značnost řešeńı pro rovnice 1.̌rádu je následuj́ıćı věta.

Věta 3.2 : (o existenci a jednoznačnosti)
Necht’ funkce a0, a1, . . . , an−1, f jsou spojité na otevřeném
intervalu I ⊂ R . Pak počátečńı úloha (5), (6) má právě jedno
řešeńı definované na celém intervalu I.

Př́ıklad 3.9 : Rovnice

y′′ + 4y = 0

je diferenciálńı rovnice 2. řádu. Tato rovnice má nekonečně
mnoho řešeńı. Jsou to např́ıklad funkce

y1(x) = sin 2x , y2(x) = cos 2x

a jejich libovolná lineárńı kombinace

y = C1 y1 + C2 y2 obecné řešeńı .

Počátečńı podmı́nky y(0) = 1, y′(0) = 0 splňuje funkce
y = cos 2x . Podle předchoźı věty (3.2) je tato funkce určena
jednoznačně (a2 = 1, a1 = 0, a0 = 4, f = 0 jsou spojité
funkce na R).
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Dále budeme předpokládat, že a0, a1, . . . , an, f jsou spojité
funkce na otevřeném intervalu I ⊂ R a an(x) 6= 0 na I.

Definice 3.6 : Funkce y1(x) , y2(x) , . . . , yn(x) , x ∈ I
se nazývaj́ı lineárně závislé, jestliže existuj́ı konstanty
c1, c2, . . . , cn takové, že alespoň jedna je nenulová a plat́ı

∀x ∈ I : c1 y1(x) + c2 y2(x) + . . .+ cn yn(x) = 0 .

V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že funkce y1(x), y2(x), . . . , yn(x)
jsou lineárně nezávislé.

Věta 3.3 : Označme K = {y(x) : L[y] = 0} množinu všech
řešeńı homogenńı rovnice. Potom K je lineárńı prostor di-
menze n.

Množina K se nazývá
jádro operátoru L.

Konstanty c1, c2 mo-
hou být i z tělesa kom-
plexńıch č́ısel.

Existence a jedno-
značnost funkćı yi
plyne z věty (3.2).

Definice 3.7 : Báze prostoru K se nazývá fundamentálńı
systém homogenńı diferenciálńı rovnice L[y] = 0 . Funda-
mentálńı systém je tvořen n lineárně nezávislými funkcemi

y1(x), y2(x), . . . , yn(x), x ∈ I .
Funkce

y(x)=c1y1(x) + c2y2(x) + . . .+ cnyn(x), kde c1, c2, . . . , cn

jsou libovolné konstanty, se nazývá obecné řešeńı homo-
genńı rovnice.
Volbou konstant c1, c2, . . . , cn nebo počátečńıch podmı́nek
y(x0) = y0 , y

′(x0) = y1 , · · · , yn−1(x0) = yn−1 źıskáme řešeńı
(počátečńı) úlohy.

Př́ıklad 3.10 : Fundamentálńı systém rovnice y′′+ y = 0 je
tvořen funkcemi

y1(x) = cos x , y2(x) = sin x

a funkce

y(x) = c1 cosx+ c2 sinx

je obecným řešeńım dané rovnice.
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3.6 Metody řešeńı rovnic n-tého řádu

3.6.1 Homogenńı rovnice

Rovnice

xny(n) + an−1x
n−1y(n−1) + · · ·+ a1x y

′ + a0y = 0 ,

kde a0, a1, . . . , an−1 jsou reálné konstanty, se nazývá Eulerova
rovnice. Je to lineárńı rovnice se speciálńımi proměnnými koe-
ficienty a jej́ı fundamentálńı systém tvoř́ı funkce ve tvaru

y(x) = xλ, (popř. xλ lnx, . . . , xλ lnk−1 x) λ ∈ C .

Výklad provedeme na př́ıkladech.

A) (jednoduché kořeny) Pro rovnici

x3y′′′ − 3x2y′′ + 6xy′ − 6y = 0

chceme stanovit takové hodnoty parametru λ, aby funkce
y(x) = xλ byla řešeńım této rovnice. Protože y′ = λxλ−1,

y′′ = λ(λ − 1)xλ−2, y′′′ = λ(λ − 1)(λ − 2)xλ−3, pak po
dosazeńı do diferenciálńı rovnice obdrž́ıme

x3λ(λ−1)(λ−2)xλ−3−3x2λ(λ−1)xλ−2+6xλxλ−1−6xλ = 0 ,

tud́ıž
(λ3 − 6λ2 + 11λ− 6)xλ = 0 .

Tato rovnost je splněna (při x 6= 0) pouze pro kořeny
λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 uvedeného polynomu. Trojice funkćı

y1(x) = x, y2(x) = x2, y3(x) = x3

je lineárně nezávislá, nebot’ př́ıslušný Wronskián je nenu-
lový (W (x) = 2x3, x 6= 0), a tvoř́ı tedy fundamentálńı
systém Eulerovy rovnice. Obecné řešeńı rovnice má tvar

y = C1 x+ C2 x
2 + C3 x

3 .

B) (v́ıcenásobné kořeny) V př́ıpadě, že λ je k-násobným
kořenem polynomu př́ıslušného Eulerově rovnici, potom k to-
muto kořenu máme k lineárně nezávislých řešeńı tvaru

y1(x) = xλ, y2(x) = xλ lnx , . . . yk(x) = xλ lnk−1 x ,

patř́ıćıch do fundamentálńıho systému.
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Při řešeńı rovnice

x2y′′ + 3xy′ + y = 0

dostaneme:

y(x) = xλ, y′ = λxλ−1, y′′(x) = λ(λ− 1)xλ−2 a po dosazeńı

x2λ(λ− 1)xλ−2 + 3xλxλ−1 + xλ = 0 ,

λ2 − λ+ 3λ+ 1 = 0 ,

λ2 + 2λ+ 1 = 0 ,

λ1,2 = −1 .

Do fundamentálńıho systému rovnice tedy patř́ı funkce
y1(x) = 1

x , y2(x) = 1
x lnx a obecné řešeńı rovnice má tvar

y = C1
1

x
+ C2

1

x
lnx .

C) (komplexńı kořeny) Využijeme-li vztahu
ab = eb ln a (a > 0)

a Eulerovy identity
eix = cosx + i sinx ,
pak pro x > 0 do-
staneme
xib = cos(b lnx)+

i sin(b lnx) .
( Pro x < 0 voĺıme
ln(−x) mı́sto lnx. )

Poznamenejme, že
L[y1 + iy2] = 0 ⇔
L[y1]+ iL[y2] = 0 ⇔
L[y1]=0 ∧ L[y2]=0 .

Jsou-li kořeny polynomu Eulerovy rovnice komplexńı, mo-
hou být funkce fundamentálńıho systému (tj. komplexńı
funkce reálné proměnné)

xa+ib, xa−ib, resp. xa+ib lnkx, xa−ib lnkx ,

nahrazeny reálnými funkcemi

xa cos(b lnx) , resp. xa cos(b lnx) lnk x ,

xa sin(b lnx) , xa sin(b lnx) lnk x .

Při řešeńı rovnice

x2y′′ + xy′ + y = 0

dostaneme:

x2λ(λ− 1)xλ−2 + xλxλ−1 + xλ = 0 ,

λ2 + 1 = 0 ,

λ1 = i λ2 = −i .

Do fundamentálńıho systému tedy patř́ı funkce y1(x) = xi ,
y2(x) = x−i nebo y1(x) = cos(ln x) , y2(x) = sin(lnx)
a obecné řešeńı rovnice má tvar

y = C1 cos(lnx) + C2 sin(lnx) .
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Metoda charakteristické rovnice

Řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu
s konstantńımi koeficienty

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = 0

hledáme ve tvaru y(x) = eλx (popř. xeλx, . . . , xk−1eλx), kde č́ıselný
parametr λ je kořenem charakteristické rovnice (charakte-
ristického polynomu)

anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0.

A) (jednoduché kořeny) Řešeńı rovnice

y′′ − 4y′ + 3y = 0

hledáme ve tvaru y(x) = eλx .

Potom y′(x) = λeλx , y′′(x) = λ2eλx a po dosazeńı do
rovnice máme λ2eλx − 4λeλx + 3eλx = 0 . Hledáme tedy
kořeny charakteristické rovnice

λ2 − 4λ+ 3 = 0 ,

které jsou λ1 = 3, λ2 = 1 . Fundamentálńı systém rovnice
je tedy tvořen funkcemi e3x, ex a obecné řešeńı rovnice má
tvar

y(x) = C1e
3x + C2e

x .

B) (v́ıcenásobný kořen) Chceme vyřešit rovnici

y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0 .

Jej́ı charakteristická rovnice

λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = 0

má trojnásobný (k = 3) kořen λ = 1 . V tomto př́ıpadě je
fundamentálńı systém rovnice tvořen funkcemi

y1(x) = ex , y2(x) = x ex , y3(x) = x2ex

a obecné řešeńı rovnice má tvar

y = C1 ex + C2 x ex + C3 x
2ex .
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C) (komplexńı kořeny) Hledáme obecné řešeńı rovnice

y′′ + 4y′ + 13y = 0.

Kořeny charakteristického polynomu λ2 +4λ+13 jsou kom-
plexńı č́ısla λ1 = −2 + 3i, λ2 = −2 − 3i. Fundamentálńı
systém je tvořen funkcemi

y1(x) = e(−2+3i)x = e−2x(cos 3x+ i sin 3x),

y2(x) = e(−2−3i)x = e−2x(cos 3x− i sin 3x),

které lze zapsat jako lineárńı kombinace funkćı

ŷ1(x) = e−2x cos 3x,
ŷ2(x) = e−2x sin 3x .

Máme tedy jinou bázi lineárńıho prostoru K={y : L[y]=0}
a obecné řešeńı tak můžeme psát ve tvaru

y(x) = e−2x(C1 cos 3x+ C2 sin 3x) .

Z lineárńı algebry
v́ıme, že jestliže kom-
plexńı č́ıslo z=a+ib
je kořenem polynomu,
potom také kom-
plexně sdružené č́ıslo
z=a−ib je kořenem
daného polynomu.

Cvičeńı 3.2 : Stanovte obecné řešeńı rovnice

y′′ − 2y′ − 3y = 0 .

[ y(x) = C1e
−x + C2e

3x . ]

Cvičeńı 3.3 : Vyřešte rovnici

y(5) − 3y(4) + 3y′′′ − y′′ = 0 .

[λ1,2 = 0 dvojnásobný kořen a λ3,4,5 = 1 trojnásobný kořen, obecné

řešeńı y(x) = C1 1 + C2 x+ C3 ex + C4 x ex + C5 x
2ex . ]

Cvičeńı 3.4 : Vyřešte rovnici

y(4) + 8y′′ + 16y = 0 .

[λ1,2 = 2i dvojnásobný kořen a λ3,4 = −2i dvojnásobný kořen, obecné

řešeńı y(x) = C1 cos 2x+ C2 x cos 2x+ C3 sin 2x+ C4 x sin 2x . ]
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3.6.2 Nehomogenńı rovnice

Metoda variace konstant

pro řešeńı nehomogenńıch lineárńıch diferenciálńıch rovnic n−tého
řádu

L[y] = an(x)y(n)+an−1(x)y(n−1)+· · ·+a1(x)y′+a0(x)y = f(x) .

1. Urč́ıme fundamentálńı systém y1(x), y2(x), . . . , yn(x) a obecné
řešeńı

yh(x) = C1 y1(x) + C2 y2(x) + · · ·+ Cn yn(x)

homogenńı rovnice L[y] = 0 .

2. Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice L[y] = f hledáme
ve tvaru

yp(x) = C1(x) y1(x) + C2(x) y2(x) + · · ·+ Cn(x) yn(x) ,

kde funkce C1(x) , C2(x) , · · · , Cn(x) źıskáme jako řešeńı
soustavy

C ′1y1 + C ′2y2 + · · · + C ′nyn = 0 ,

C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 + · · · + C ′ny

′
n = 0 ,

...
... · · · ...

...

C ′1y
(n−2)
1 + C ′2y

(n−2)
2 + · · · + C ′ny

(n−2)
n = 0 ,

C ′1y
(n−1)
1 + C ′2y

(n−1)
2 + · · · + C ′ny

(n−1)
n = f(x)

an(x) .

3. Obecné řešeńı p̊uvodńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice
je součtem homogenńıho a partikulárńıho řešeńı

y(x) = yh(x) + yp(x) .

Po dosazeńı obecného
tvaru partikulárńıho
řešeńı yp(x) do p̊uvod-
ńı rovnice, dostaneme
jednu rovnici s n ne-
známými funkcemi
C1(x) , · · · , Cn(x) .
Prvńıch n− 1 rovnic v
dané soustavě si tedy
můžeme volit.
Determinant této sou-
stavy je Wronskián,
který je podle věty
?? nenulový. Uvedená
soustava má tedy
řešeńı

Př́ıklad 3.11 : Stanovme obecné řešeńı rovnice

(1 + x2) y′′ − 2x y′ + 2y = 2 .

1. Urč́ıme obecné řešeńı homogenńı rovnice (viz metoda
snižováńı řádu př́ıklad (??))

yh(x) = C1 x+ C2 (x2 − 1) .
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2. Partikulárńı řešeńı yp nehomogenńı rovnice hledáme ve
tvaru

yp(x) = C1(x)x+ C2(x)(x2 − 1) .

Po zderivováńı: y′p = C ′1 x+C ′2 (x2 − 1) +C1 + 2xC2 .
Polož́ıme C ′1 x+ C ′2(x

2 − 1) = 0 a znovu derivujeme
y′′p = C ′1 + 2C ′2 + 2xC2 . Po dosazeńı do dané rovnice
obdrž́ıme (1+x2)(C ′1+2C ′2+2xC2)−2x (C1+2xC2)+
2(C1 x+C2(x

2− 1)) = 2 , odtud po úpravě dostaneme
(1 + x2)(C ′1 + 2xC ′2) = 2 .

Jestliže yh je řešeńım
homogenńı rovnice
L[yh] = 0, pak také
L[C yh] = 0 , ∀C ∈ R.
Jestliže tedy máme
správně řešeńı ho-
mogenńı rovnice,
potom v metodě
variace konstant muśı
vypadnout členy
z nederivovanými
funkcemi C1, C2 .

Dostáváme soustavu algebraických rovnic pro neznámé
funkce C ′1, C

′
2:

C ′1x+ C ′2(x
2 − 1) = 0 ,

C ′1 + 2xC ′2 = 2
x2+1 .

Odtud

C ′1 =

∣∣∣∣∣∣ 0 x2 − 1
2

x2+1 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ x x2 − 1

1 2x

∣∣∣∣∣∣
= 2(x2−1)

(x2+1)2 ⇒ C1(x) = −2x
1+x2 +K1 ,

(bez újmy na obecnosti pokládáme : K1 = 0) .

C ′2 =

∣∣∣∣∣∣ x 0

1 2
x2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ x x2 − 1

1 2x

∣∣∣∣∣∣
= 2x

(x2+1)2 ⇒ C2(x) = −1
1+x2 +(K2 =0) .

Partikulárńı řešeńı dostáváme ve tvaru

yp(x) =
−2x

1 + x2
x+

−1

1 + x2
(x2 − 1) =

−3x2 + 1

1 + x2
.

3. Obecné řešeńı úlohy je tedy funkce

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1 x+C2 (x2− 1) +
−3x2 + 1

1 + x2
.

Cvičeńı 3.5 : Metodou variace konstant vyřešte počátečńı
úlohu y′′ − 2y′ + y = ex , y(0) = 1 , y′(0) = 1 .

[ Obecné řešeńı y(x) = C1e
x + C2 xex + x2

2
ex , řešeńı poč. úlohy

y(x) = ex + x2

2
ex . ]
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3.6.3 Fyzikálńı aplikace

Kirchhoff̊uv zákon v tzv. RLC obvodu

Necht’ i(t) je proud v elektrickém obvodu v závislosti na čase t,
uR je napět́ı na odporu R > 0,
uL je napět́ı na ćıvce s indukćı L > 0 ,
uC je napět́ı na kondenzátoru s kapacitou C > 0 ,
u(t) = U0 sinωt je napět́ı na svorkách zdroje ,

potom plat́ı uR + uL + uC = u(t), nebo-li

Ri(t) + L
di(t)

dt
+

1

C

t∫
t0

i(τ) dτ = u(t) , t ≥ t0 .

Hledáme-li funkci i = i(t) splňuj́ıćı tento zákon, pak derivováńım
obdrž́ıme diferenciálńı rovnici 2. řádu pro neznámou funkci i:

L
d2i

dt2
+R

di

dt
+

i

C
= ωU0 cosωt .

Rovnice elektrického
obvodu a jednoduché-
ho mechanického sys-
tému se z matematic-
kého pohledu nelǐśı, a
proto hovoř́ıme o rov-
nici kmit̊u (elektric-
kých, mechanických).
Funkce F0 cosω0t na
pravé straně předsta-
vuje vněǰśı buzeńı,
přičemž F0 je ampli-
tuda a ω0 frekvence
vněǰśıho periodického
buzeńı. K jednoznač-
nému určeńı těchto
funkćı muśıme nav́ıc
znát počátečńı hod-
noty y(t0), y

′(t0), resp.

i(t0),
di(t0)
dt

.

Řešeńı př́ıslušné počá-
tečńı úlohy se nazývá
odezva systému na
počátečńı stav a na
vněǰśı buzeńı.

Rovnice mechanického systému

Uvažujeme jednoduchý mechanický systém pohybuj́ıćı se po ne-
rovném povrchu. Vertikálńı pohyb se ř́ıd́ı Newtonovým pohy-
bovým zákonem

my′′(t) = −ky(t)− γy′(t) + F (t) ,

kde y = y(t) je časově závislá výchylka tělesa od klidové polohy,
m > 0 je hmotnost systému,
k > 0 je tuhost pružiny,
γ ≥ 0 je koeficient tlumeńı.

Vněǰśı śıla F může mı́t tvar

1. F (t) = −[kϕ(t) +γϕ̇(t)] (buzeńı vlivem nerovnost́ı terénu),

2. F (t) = F0 cosω0t (periodické vněǰśı buzeńı).
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3.7 Okrajové úlohy pro rovnice 2. řádu

Okrajovou úlohou nazveme lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x) , (7)

kde a2(x) 6= 0 , a1(x) , a0(x) , f(x) jsou funkce na intervalu 〈a, b〉
s okrajovými podmı́nkami

α1 y(a) + β1 y
′(a) = γ1 α1, β1, γ1 ∈ R ,

α2 y(b) + β2 y
′(b) = γ2 α2, β2, γ2 ∈ R . (8)

Podle tvaru okrajových podmı́nek také děĺıme okrajové úlohy
na následuj́ıćı typy.

Dirichletova okrajová úloha

Při této úloze hledáme funkci y = y(x), x ∈ 〈a, b〉 tak, aby
platilo

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), x ∈ (a, b) ,

y(a) = γ1, y(b) = γ2 .

kde γ1, γ2 jsou daná reálná č́ısla.

Neumannova okrajová úloha
John Von Neumann
(1903-1957).

teoreticky vybudoval
ideu samočinného
poč́ıtače s programem
uloženým ve vnitřńı
paměti a některé části
teorie automat̊u a
kybernetiky.

Nyńı hledáme funkci y = y(x), x∈〈a, b〉 tak, aby platilo

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), x ∈ (a, b) ,

y′(a) = γ1, y
′(b) = γ2 .

Př́ıklad 3.12 :

a) Dirichletova úloha

y′′ + y = 0 , x ∈ (0, π) ,
y(0) = 0 , y(π) = 0 .

Obecným řešeńım úlohy je y(x) = C1 cosx+C2 sinx
a z okrajových podmı́nek dostaneme

0 = C1 cos 0 + C2 sin 0 ,
0 = C1 cosπ + C2 sin π ,

}
C1 = 0 ,
C2 ∈ R .

Řešeńım okrajové úlohy je funkce y(x) = C2 sinx.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Von_Neumann.html
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b) Neumannova úloha

y′′ + y = 0 , x ∈ (0, b) ,
y′(0) = γ1 , y′(b) = γ2 ,

y(x)= C1 cosx+C2 sinx,
y′(x)=−C1 sinx+C2 cosx,

}
⇒ γ1 =−C1 sin 0+C2 cos 0,

γ2 =−C1 sin b+C2 cos b,

C2 = γ1, γ2 − γ1 cos b = −C1 sin b .

Protože γ1, γ2, b jsou daná č́ısla, mohou nastat následuj́ıćı
situace

1. sin b 6= 0 , potom C1 = γ1 cos b−γ2
sin b a úloha má tedy

jediné řešeńı

y(x) =
γ1 cos b− γ2

sin b
cosx+ γ1 sinx.

2. sin b = 0, γ2 − γ1 cos b = 0 , potom má úloha ne-
konečně mnoho řešeńı tvaru

y(x) = C1 cosx+ γ1 sinx,

kde C1 je libovolné reálné č́ıslo.

3. sin b = 0, γ2 − γ1 cos b 6= 0 , pak neexistuje řešeńı
dané úlohy. Např́ıklad

y′′ + y = 0, y′(0) = 1, y′(π) = 2

nemá žádné řešeńı. Zde b = π, γ1 = 1 , γ2 = 2 .
Vid́ıme, že otázky ře-
šitelnosti okrajových
úloh jsou mnohem slo-
žitěǰśı než u počáteč-
ńıch úloh, kde stačila
spojitost koeficient̊u k
jednoznačnosti řešeńı.

Okrajová úloha s parametrem

neboli Sturmova-Liouvilleova úloha je speciálńım př́ıpadem
okrajové úlohy (7). Nyńı hledáme parametr λ a nenulovou funkci
y(x) 6= 0, x ∈ 〈a, b〉, tak, aby platiloObecně pro operáto-

rovou rovnici L[y]=λy
hledáme vlastńı č́ıslo
a vlastńı funkci, které
splňuj́ı danou rovnici.

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = λy x ∈ (a, b)

s homogenńımi okrajovými podmı́nkami

α1 y(a) + β1 y
′(a) = 0 ,

α2 y(b) + β2 y
′(b) = 0 .

Ta hodnota parametru λ, pro kterou existuje nenulové řešeńı
y(x) této úlohy, se nazývá vlastńı č́ıslo úlohy a funkce y(x) se
nazývá vlastńı funkce úlohy odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ.
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Př́ıklad 3.13 : Urč́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı funkce okra-
jové úlohy

−y′′ = λy , y(0) = 0 , y(π) = 0 .

Pro λ < 0 a pro λ = 0 vyplývá z tvaru obecného řešeńı, že
úloha má pouze nulové řešeńı (prověřte!).
Pro λ > 0 má obecné řešeńı tvar

y(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx.

Z okrajových podmı́nek dostáváme soustavu rovnic pro neznámé
konstanty C1, C2

0 = C1 · 1 + C2 · 0,
0 = C1 cos

√
λπ + C2 sin

√
λπ.

Odtud
C1 = 0, C2 sin

√
λπ = 0.

Aby mohlo být C2 6= 0 (zaj́ımá nás nenulové řešeńı!), muśı
nastat rovnost

sin
√
λπ = 0, tj.

√
λπ = kπ,

kde k = 1, 2, 3, . . . .
Pro hodnoty λ = λk = k2 : (1, 4, 9, 16, . . .) má okrajová
úloha nenulové řešeńı

yk(x) = C2 sin kx.

Dostáváme tak posloupnost vlastńıch č́ısel

{1, 4, 9, 16, . . .}

a posloupnost jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch funkćı je

{sinx, sin 2x, sin 3x, . . .}.
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3.8 Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Motivace: Systém lovec-kořist
Necht’ funkce y1 popisuje počet lovc̊u (např. lǐsek) a funkce
y2 počet kořisti (např. zaj́ıc̊u). Velice zjednodušeně si můžeme

Řešeńım soustavy jsou
např́ıklad funkce
y1 =
√
k1 sin(

√
k1k2x),

y2 =
√
k2 cos(

√
k1k2x).

představit, že rychlost přibýváńı lovc̊u (tj. y′1) je př́ımo úměrná
počtu kořisti, neboli y′1 = k1 y2 , k1 ∈ R+. Zároveň rychlost
úbytku kořisti (tj. −y′2) záviśı př́ımo úměrně na počtu lovc̊u,
tedy plat́ı −y′2 = k2 y1 , k2∈R+. Dostáváme tak soustavu dvou
diferenciálńıch rovnic o dvou neznámých

y′1 = k1 y2 ,
−y′2 = k2 y1 .

Obecnou soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu
ṕı̌seme ve tvaru

y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + . . .+ a1n(x)yn + b1(x),
y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + . . .+ a2n(x)yn + b2(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + . . .+ ann(x)yn + bn(x),

kde aij(x), bi(x), i, j = 1, . . . , n jsou funkce definované na
nějakém intervalu I. Jestliže označ́ıme

A(x) =


a11(x), a12(x), . . . , a1n(x)
a21(x), a22(x), . . . , a2n(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1(x), an2(x), . . . , ann(x)

 ,

~b(x) = (b1(x), b2(x), . . . , bn(x))T ,
~y(x) = (y1(x), y2(x), . . . , yn(x))T ,

můžeme soustavu psát v maticovém tvaruVektorovou funkci
~y = ~y(x) řeš́ıćı počá-
tečńı úlohu můžeme
geometricky interpre-
tovat jako paramet-
rické rovnice křivky,
fyzikálně pak jako po-
lohový vektor pohy-
buj́ıćıho se bodu ve
fázovém prostoru.
Hovoř́ıme o fázové
křivce nebo trajek-
torii soustavy.

~y ′ = A(x)~y(x) +~b(x).

Podobně jako v definici (3.5) formulujeme počátečńı úlohu.

~y ′(x) = A(x) ~y(x) +~b(x) , (9)

~y(x0) = ~x0 , x0 ∈ I, ~x0 ∈ Rn (10)

Vektorová funkce ~y = ~y(x) splňuj́ıćı rovnici (9) a počátečńı
podmı́nky (10) se nazývá řešeńı počátečńı úlohy.

Matice A(x) se nazývá matice soustavy, vektor ~b(x) se
nazývá vektor pravých stran. Je-li ~b(x) =~0, potom se sou-
stava (9) nazývá homogenńı.
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Poznámka 3.2 : Každá soustava n diferenciálńıch rovnic
1.̌rádu ~y ′ = A~y +~b(x) , kde

A=


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

... . . .
0 0 0 . . . 1
−p0−p1−p2 . . .−pn−1

, ~b(x)=


0
0
...
0

f(x)

, ~y(x)=


y1(x)
y2(x)
y3(x)

...
yn(x)


je ekvivalentńı lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu

y
(n)
1 + p(n−1)y

(n−1)
1 + · · ·+ p1y

′
1 + p0y1 = f(x) .

Připomeňme, že všechna řešeńı homogenńı rovnice L[y] = 0
lze zapsat ve tvaru yh = c1y1 + c2y2 + · · ·+ cnyn , kde funkce
y1, y2, · · · , yn tvoř́ı fundamentálńı systém rovnice (viz defi-
nice (3.7) a věta (3.3)). Podobně lze ukázat, že všechna řešeńı
homogenńı soustavy ~y ′ = A(x)~y se daj́ı vyjádřit jako lineárńı
kombinace jednoho (zvoleného) fundamentálńıho systému.

Na soustavy dife-
renciálńıch rovnic
použ́ıváme stejné
metody jako pro
rovnici jedinou.
Použit́ı těchto metod
je však složitěǰśı,
zvláště když matice
A nemá speciálńı
tvar (diagonálńı,
trojúhelńıkový,
Jordan̊uv).

3.9 Metody řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic

Metoda převodu na jednu rovnici n-tého řádu (eliminačńı
metoda)

Převodem na rovnici 2. řádu najdeme řešeńı homogenńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

y′1 = 4y1 − 2y2 ,
y′2 = y1 + y2 .

Z 2. rovnice vyjádř́ıme y1 = y′2 − y2 , zderivujeme y′1 = y′′2 − y′2 Obecně soustavu

~y ′(x)=A(x)~y +~b(x)

převád́ıme na jednu
rovnici n-tého
řádu derivováńım,
např́ıklad prvńı rov-
nice, a postupnou
eliminaćı ostatńıch
neznámých funkćı.

a obě rovnice dosad́ıme do 1. rovnice. Dostaneme

y′′2 − y′2 = 4(y′2 − y2)− 2y2 ⇒ y′′2 − 5y′2 + 6y2 = 0 .

Obecné řešeńı této rovnice má tvar y2(x) = C1e
3x+C2e

2x , potom
y1(x) = (C1e

3x + C2e
2x)′ − (C1e

3x + C2e
2x) = 2C1e

3x + C2e
2x .

Obecným vektorem řešeńı soustavy je vektorová funkce

~y(x) =

(
2C1e

3x + C2e
2x

C1e
3x + C2e

2x

)
= C1

(
2e3x

e3x

)
︸ ︷︷ ︸

~y1

+C2

(
e2x

e2x

)
︸ ︷︷ ︸

~y2

.
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Ř́ıkáme, že vektorové funkce ~y1 =

(
2e3x

e3x

)
, ~y2 =

(
e2x

e2x

)
tvoř́ı

fundamentálńı systém soustavy a matice Y=

(
2e3x e2x

e3x e2x

)
se

nazývá fundamentálńı matice soustavy.

Označ́ıme-li vektor konstant ~C =

(
C1

C2

)
, pak řešeńı soustavy

můžeme psát ve tvaru ~y =

(
2e3x e2x

e3x e2x

)
·
(
C1

C2

)
= Y · ~C .

Všimněme si, že č́ısla λ1 = 3, λ2 = 2 jsou vlastńı č́ısla ma-

tice soustavy A =

(
4 2
1 1

)
a vektory ~h1 =

(
2
1

)
, ~h2 =

(
1
1

)
jsou jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Obecné řešeńı soustavy
tedy můžeme psát ve tvaru ~y(x) = C1

~h1e
λ1x + C2

~h2e
λ2x . Tento

poznatek zobecńıme v následuj́ıćım paragrafu.

Metoda fundamentálńıho systému a fundamentálńı ma-
tice

Nyńı máme homogenńı soustavu n diferenciálńıch rovnic s kon-
stantńımi koeficienty

~y ′ = A~y , x ∈ I . (11)

Řešeńı soustavy (11) hledáme ve tvaru ~y = ~heλx , kde ~h je kon-
stantńı vektor. Po dosazeńı do (11) dostaneme λ~heλx = A~heλx ,
nebo-li

(λI− A)~h = ~0 , kde I je jednotková matice.

Tud́ıž λ je vlastńı č́ıslo matice A a ~h je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
vektor. Různá násobnost vlastńıho č́ısla vede k následuj́ıćım
možnostem.

a) Necht’ λi , i = 1 , . . . , n jsou navzájem r̊uzná vlastńıV př́ıpadě, že máme n
r̊uzných vlastńıch č́ısel
matice A, pak každé je
jednonásobné.

č́ısla (obecně komplexńı) matice A a ~hi (i = 1, . . . , n) jsou
odpov́ıdaj́ıćı lineárně nezávislé vlastńı vektory. Potom vek-
torové funkce

~yi(x) = ~hie
λix , i = 1, 2, . . . , n
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jsou lineárně nezávislá řešeńı homogenńı soustavy ~y ′ = A~y
a tvoř́ı fundamentálńı systém dané homogenńı soustavy.
Matice Y(x) (řádu n), jej́ıž sloupce jsou tvořeny funda-
mentálńım systémem, tj.

Y(x) =
(
~h1e

λ1x,~h2e
λ2x, . . . ,~hne

λnx
)

se nazývá fundamentálńı matićı soustavy (11).

Obecné řešeńı soustavy (11) definujeme jako vektorový
násobek fundamentálńı matice

~y(x) = Y(x) · ~C ,

resp. v rozepsané podobě

~y(x) = C1
~h1e

λ1x + C2
~h2e

λ2x + · · ·+ Cn~hne
λnx,

kde ~C = (C1, C2, . . . , Cn)
T je libovolný konstantńı vektor.

Př́ıklad 3.14 : Urč́ıme fundamentálńı matici a obecné řešeńı
soustavy

y′1 = 5y1 − 2y2 − 2y3

y′2 = −2y1 + y2 + y3

y′3 = 14y1 − 6y2 − 6y3 .

Zde máme

A =

 5 −2 −2
−2 1 1
14 −6 −6

 ,

det(λI−A)=det

 λ− 5 2 2
2 λ− 1 −1

−14 6 λ+ 6

=λ(λ−1)(λ+1).

Vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory matice A jsou:
λ1 =0, ~h1 =(0, 1,−1)T (řešeńı soustavy −A~h=~0),

λ2 =1, ~h2 =(1, 0, 2)T (řešeńı soustavy (I− A)~h=~0),

λ3 =−1, ~h3 =(1,−1, 4)T (řešeńı soustavy (−I− A)~h=~0).
Fundamentálńı matice má tedy tvar

Y(x)=

 0
1
−1

,
 1

0
2

ex,

 1
−1

4

 e−x

=

 0 ex e−x

1 0 −e−x

−1 2ex 4e−x


a obecné řešeńı má tvar

~y(x) = Y(x) · ~C = C1
~h1 + C2

~h2e
x + C3

~h3e
−x.
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b) Necht’ λi je ri-násobným vlastńım č́ıslem matice A.

V tomto př́ıpadě je situace složitěǰśı v závislosti na počtu
lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u matice A př́ıslušných
vlastńımu č́ıslu λ. Abychom se vyhnuli použit́ı Jordanova
tvaru matice A, muśıme se spokojit s konstatováńım, že ve
fundamentálńım systému, fundamentálńı matici a v obecném
řešeńı vystupuj́ı lineárńı kombinace funkćı typu (viz také
metodu charakteristické rovnice pro diferenciálńı rovnici n-
tého řádu)

eλix, xeλix, x2eλix, . . . , xk−1eλix, k ≤ ri .

Vektorové funkce, které ve fundamentálńım systému př́ısluš́ı
vlastńımu č́ıslu λi budeme hledat ve tvaru

~y(x) =


Pi1(x)
Pi2(x)

...
Pin(x)

 eλix ,

kde koeficienty polynomů Pij(x) stupně nejvýše ri−1 urč́ıme
z požadavku, aby funkce ~y(x) byla řešeńım soustavy a abychom
dostali chyběj́ıćı lineárně nezávislá řešeńı. Sestroj́ıme pak
fundamentálńı matici Y(x) a obecné řešeńı vyjádř́ıme ve
tvaru

~y(x) = Y(x) · ~C , ~C = (C1, C2, . . . , Cn)
T .

Př́ıklad 3.15 : Stanovme obecné řešeńı, fundamentálńı systém
a fundamentálńı matici soustavy ~y ′ = A~y tvaru

y′1 = 2y1 − y2 ,
y′2 = y1 .

Matice A =

(
2 −1
1 0

)
dané soustavy má dvojnásobné

vlastńı č́ıslo λ1,2 = 1 a jeden vlastńı vektor ~h = (1, 1)T .

Odpov́ıdaj́ıćı řešeńı ~y(x) = ~hex nestač́ı k určeńı obecného
řešeńı. Budeme jej proto hledat ve tvaru

~y(x) =

(
a1 + a2x
b1 + b2x

)
ex .
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Dosazeńım do soustavy ~y ′ = A~y dostaneme(
a1 + a2x
b1 + b2x

)
ex+

(
a2

b2

)
ex =

(
2 −1
1 0

)
·
(
a1 + a2x
b1 + b2x

)
ex

neboli

a1 + a2x+ a2 = 2a1 + 2a2x− b1 − b2x ,
b1 + b2x+ b2 = a1 + a2x .

Odtud plyne
b2 = a2 , b1 = a1 − a2 ;

takže obecné řešeńı má tvar

~y(x)=

(
a1 + a2x

(a1 − a2) + a2x

)
ex=a1

(
1
1

)
ex + a2

(
x

−1 + x

)
ex.

Fundamentálńı matici sestav́ıme z funkćı fundamentálńıho
systému, tj.

Y(x) =

(
ex xex

ex (−1 + x)ex

)
a snadno prověř́ıme, že plat́ı Y′ = AY.

Pozorováńı: obecné řešeńı lze upravit na tvar

~y(x)=a1

(
1
1

)
ex+ a2

((
0
−1

)
+x

(
1
1

))
ex=a1

~hex+ a2(~v + x~h) ex,

kde ~h = (1, 1)T je vlastńı vektor matice A odpov́ıdaj́ıćı dvojnásobnému
vlastńımu č́ıslu λ1,2 = 1 a ~v je nenulové řešeńı nehomogenńı sou-

stavy (A− λ1,2I)~v = ~h .

Př́ıklad 3.16 : Najdeme obecné řešeńı soustavy

K v́ıcenásobnému
vlastńımu č́ıslu může
patřit v́ıce lineárně
nezávislých vlastńıch
vektor̊u, popř́ıpadě
”řetězec vektor̊u”.

y′1 = y1

y′2 = y2 + y3

y′3 = y3

Kořeny charakteristické rovnice

det

 λ− 1 0 0
0 λ− 1 −1
0 0 λ− 1

 = (λ− 1)3 = 0

jsou
λ1,2,3 = 1 .
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Vlastńı č́ıslo λ = 1 je trojnásobné. Obecné řešeńı proto
hledáme ve tvaru

~y(x)=

 a1 + a2x+ a3x
2

b1 + b2x+ b3x
2

c1 + c2x+ c3x
2

ex .

Dosazeńım do p̊uvodńı soustavy a po vyděleńı ex dostaneme

a2+ 2a3x+ a1+ a2x+ a3x
2 = a1+a2x+a3x

2

b2 + 2b3x+ b1 + b2x+ b3x
2 = b1 +b2x+b3x

2 +c1+c2x+c3x
2

c2 + 2c3x+ c1 + c2x+ c3x
2 = c1 +c2x+c3x

2 .

Odtud plyne

a3 = a3 2a3+ a2 = a2 a2+ a1 = a1

b3 = b3 + c3 2b3 + b2 = b2 + c2 b2 + b1 = b1 + c1

c3 = c3 2c3 + c2 = c2 c2 + c1 = c1 ,

neboli a2 = a3 = 0, a1 ∈R , b2 = c1, b3 = 0, b1 ∈R , c2 = c3 = 0,
c1∈R . Obecné řešeńı má tedy tvar

~y(x)=

 a1

b1+c1x

c1

ex=a1

1
0
0

ex+b1

0
1
0

ex+c1

0
0
1

+x

0
1
0

ex.

Vlastńımu č́ıslu λ=1
př́ısluš́ı dva lineárně
nezávislé vlastńı vek-
tory ~h1 = (1, 0, 0)T ,
~h2 = (0, 1, 0)T a s vek-

torem ~h2 tvoř́ı řetězec
vektor ~v = (0, 0, 1)T .

Př́ıklad 3.17 : Stanovme obecné řešeńı a fundamentálńı
matici soustavy

y′1 = −y1 + y2 ,
y′2 = −y2 + 4y3 ,
y′3 = y1 − 4y3 .

Kořeny charakteristické rovnice

det

 λ+ 1 −1 0
0 λ+ 1 −4
−1 0 λ+ 4

 = λ3 + 6λ2 + 9λ = 0

jsou

λ1,2 = −3, λ3 = 0.
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Vlastńımu č́ıslu λ3 = 0 př́ısluš́ı vektor ~h3 = (1, 1, 1
4)T a dvojnásobnému

vlastńımu č́ıslu λ1,2 = −3 př́ısluš́ı jeden vlastńı vektor ~h1 =
(1,−2, 1)T. Obecné řešeńı hledáme proto ve tvaru

~y(x)=

 a1 + a2x
b1 + b2x
c1 + c2x

e−3x + a3

 1
1
1
4

e0·x .

Dosazeńım do soustavy urč́ıme vztahy mezi a1, a2, b1, b2, c1, c2,
tj.

2a1 − a2 + b1 = 0 , 2a1 + b2 = 0 ,
2b1 − b2 + 4c1 = 0 , 2b2 + 4c2 = 0 ,
−c1 − c2 + a1 = 0 , −c2 + a2 = 0 .

Pomoćı a1, a2 vyjádř́ıme ostatńı koeficienty:

b1 = a2 − 2a2 , b2 = −2a2 ,

c1 = a1 − a2 , c2 = a2 .

Takže obecné řešeńı soustavy má tvar

~y(x)=

 a1 + a2x

(a2 − 2a1)− 2a2x

(a1 − a2) + a2x

 e−3x + a3

 1
1
1
4

=

= a1

 1
−2
1

e−3x + a2

 x

1− 2x
−1 + x

e−3x + a3

1
1
1
4

=

= a1

 1
−2
1

e−3x + a2

 0
1
−1

+x

 1
−2
1

e−3x+a3

1
1
1
4

=

= a1
~h1e

−3x + a2(~v + x~h1)e
−3x + a3

~h3 ,

kde (λ1,2I − A)~h1 = ~0, (λ1,2I − A)~v = ~h1, (λ3I − A)~h3 = ~0.
Fundamentálńı matice soustavy má tedy tvar

Y(x) =

 e−3x xe−3x 1
−2e−3x (1− 2x)e−3x 1

e−3x (−1 + x)e−3x 1
4

 ,

a proto

~y(x) = Y(x) · ~a , ~a = (a1, a2, a3)
T .
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Metoda variace konstant

Nyńı máme nehomogenńı soustavu diferenciálńıch rovnic

~y ′ = A(x)~y +~b(x) , x ∈ I (9)

a metodou variace konstant nalezneme jej́ı řešeńı.

1. Nejdř́ıve vyřeš́ıme homogenńı soustavu ~y ′ = A(x)~y. Řešeńı
homogenńı soustavy má tvar

~yh(x) = Y(x) · ~C ,

kde Y(x) je fundamentálńı matice soustavy a ~C je vektor
konstant.

2. Partikulárńı řešeńı rovnice (9) hledáme ve tvaru

~yp(x) = Y(x) · ~C(x) ,

kde ~C(x) je vektor funkćı. Po dosazeńı do soustavy (9)
máme

Y′(x)~C(x) + Y(x)~C ′(x) = AY(x)~C(x) +~b(x) .

Protože Y′ = AY, tak plat́ı

Y(x) ~C ′(x) = ~b(x)
~C ′(x) = Y−1(x)~b(x) .

Př́ımou integraćı urč́ıme

~C(x) =

∫
Y−1(ξ)~b(ξ) dξ

a partikulárńı řešeńı soustavy (9) dostaneme ve tvaru
yp(x) = Y(x)

∫
Y−1(ξ)~b(ξ) dξ .

3. Obecné řešeńı nehomogenńı soustavy má proto tvar

~y(x) = ~y(x)h + ~yp(x) = Y(x)

(
~C +

∫
Y−1(ξ)~b(ξ) dξ

)
,

kde ~C = (C1, C2, . . . , Cn)
T je libovolný konstantńı vektor.

Př́ıklad 3.18 : Metodou variace konstant řeš́ıme soustavu

y′1 = 4y1 − 2y2 + ex ,
y′2 = y1 + y2 + ex .
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1. Najdeme fundamentálńı matici homogenńı soustavy

Y(x) =

(
e3x e2x

1
2 e3x e2x

)
.

2. Protože

Y−1(x) =

(
2e−3x −2e−3x

−e−2x 2e−2x

)
,

tak partikulárńı řešeńı soustavy má tvar

~yp(x) =

(
e3x e2x

1
2 e3x e2x

)∫ (
0

e−ξ

)
dξ =

(
−ex

−ex

)
.

Pokud nechceme poč́ıtat inverzńı matici k fundamentálńı,
pak vektor ~C(x) źıskáme vyřešeńım soustavy Y(x) ~C ′(x)=
~b(x) , neboli

e3xC ′1 + e2xC ′2 = ex
1
2 e3xC ′1 + e2xC ′2 = ex .

3. Obecným řešeńım úlohy je vektorová funkce(
y1(x)
y2(x)

)
=

(
e3x e2x

1
2 e3x e2x

)(
C1

C2

)
+

(
−ex

−ex

)
,

kde C1, C2 jsou libovolné konstanty.
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4 Posloupnosti a řady funkćı

Motivace Při řešeńı počátečńı úlohy

y′(x) = y(x) , y(0) = 1

můžeme formálńım derivováńım dostat

y′′(x) = y′(x) , · · · , y(n+1)(x) = y(n)(x) , · · · ⇒ y(n)(0) = 1 .

Taylor̊uv rozvoj funkce y v bodě 0 tedy bude mı́t tvar

y(x) = y(0) + y′(0)(x− 0) + · · · y
(n)(0)

n!
(x− 0)n + · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Řešeńı úlohy jsme dostali ve tvaru tzv. mocninné řady, kterou
budeme zkoumat v této kapitole.

Rovnici y′ = y řeš́ı ex-
ponenciálńı funkce ex,
jej́ıž Taylor̊uv rozvoj

je
∞∑
n=0

xn

n!
.

4.1 Posloupnosti funkćı

Definice 4.1 : Předpokládejme, že funkce f1, f2, f3, . . .

jsou definovány na množině M ⊂ R . Potom zobrazeńı
F : n → fn , n ∈ N se nazývá posloupnost funkćı na
množině M . Znač́ıme F = {fn}∞n=1, zkráceně {fn} .

Př. fn(x)= xn

n!
, M=R.

Posloupnost funkćı
{fn}+∞n=1 je omezená
na množině M ,
existuje-li konstanta
K > 0 taková, že pro
všechna x ∈ M a pro
všechna n = 1, 2, . . .
plat́ı

|fn(x)| ≤ K .

Posloupnost fn(x) =
cosnx je omezená na
množině M = R kon-
stantou K ≥ 1 .

Definice 4.2 : Posloupnost {fn}+∞
n=1 konverguje v bodě

x0 ∈ M , když č́ıselná posloupnost {fn(x0)}+∞
n=1 konverguje.

Posloupnost {fn}+∞
n=1 konverguje bodově na množině M ,

když pro každé x ∈M č́ıselná posloupnost {fn(x)}+∞
n=1 kon-

verguje. Množinu M pak nazýváme oborem bodové kon-
vergence a na M je definována funkce f=f(x) vztahem

f(x) = lim
n→∞

fn(x) , x ∈M .

Funkce f se nazývá bodová limitńı funkce posloupnosti
{fn}+∞

n=1 , znač́ıme fn → f .

Př́ıklad 4.1 : Posloupnost fn(x) = x
n konverguje bodově

k funkci f = 0 na množině M = R .

Posloupnost {xn}+∞
n=0 , M = 〈0, 1〉 má bodovou limitu

f(x) = { 0 x ∈ 〈0, 1) ,
1 x = 1 .
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Definice 4.3 : Řekneme, že posloupnost {fn}+∞
n=1 kon-

verguje stejnoměrně na množině M k funkci f = f(x),
jestliže

lim
n→∞

sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| = 0 .

Znač́ıme fn ⇒ f . Funkci f nazýváme stejnoměrnou limi-
tou.

Posledńı př́ıklad ilus-
truje situaci, kdy po-
sloupnost funkćı spo-
jitých konverguje bo-
dově k funkci nespo-
jité.
Proto bodovou kon-
vergenci ”vylepš́ıme”.

Pokud posloupnost
konverguje stejnoměr-
ně, pak zřejmě kon-
verguje i bodově.

Uvedeme ekvivalentńı
definice konvergence
posloupnosti funkćı.

Bodová konvergence
na M: ∀x ∈M ∀ ε > 0
∃n0(ε, x) ∀n > n0 :
|fn(x)− f(x)| < ε ,

Stejnoměrná konver-
gence na M : ∀ ε > 0
∃n0(ε)∀x ∈ M ∀n >
n0 : |fn(x)−f(x)| < ε .

Př́ıklad 4.2 : (pokračováńı př́ıkladu (4.1))

Posloupnost {xn} na 〈0, 1〉 nekonverguje stejnoměrně. Plat́ı
totiž

sup
x∈〈0,1〉

|xn − f(x)| = 1 ∀n ∈ N .

Zvoĺıme-li δ ∈ (0, 1), potom na intervalu 〈 0, δ 〉 posloup-
nost {xn} konverguje stejnoměrně, nebot’ pro x ∈ 〈0, δ〉 je
f(x) = 0 a

sup
x∈〈0,δ〉

|xn| = δn → 0 pro n→∞ .

Zároveň plat́ı lim
x→1−

xn = 1 ∀n ∈ N, lim
x→1−

f(x) = 0 .

Jinými slovy:
lim
n→∞

lim
x→1−

xn(x) = lim
n→∞

1n = 1 .

lim
x→1−

lim
n→∞

xn(x) = lim
x→1−

0 = 0 .

Vid́ıme, že limity nelze zaměnit.

Př́ıklad 4.3 : Necht’ fn(x) = sinnx√
n
, n = 1, 2, . . . . Potom

lim
n→∞

fn(x) = f(x) = 0 na R

a protože

sup
x∈R

| sinnx|√
n

=
1√
n
→ 0 , tak fn ⇒ 0 .

Zároveň

lim
n→∞

f ′n(0) = lim
n→∞

√
n cos(0) = +∞ ,

ale
( lim
n→∞

fn(0))′ = f ′(x) = 0 .

Vid́ıme, že derivace limitńı funkce neńı limitou posloup-
nosti derivaćı. Ř́ıkáme, že danou posloupnost {fn} nelze
”derivovat člen po členu”.
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Př́ıklad 4.4 : Necht’ fn(x) = nx(1−x2)n, x ∈ 〈0, 1〉 . Potom

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = 0 ∀x ∈ 〈0, 1〉 .

Zároveň pro integrály člen̊u posloupnosti plat́ı

lim
n→∞

1∫
0

fn(x) dx = lim
n→∞

1∫
0

nx(1−x2)n dx = lim
n→∞

n

2n+ 2
=

1

2

avšak
1∫

0

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx =

1∫
0

f(x) dx = 0 .

Opět vid́ıme, že nelze
zaměnit pořad́ı limi-
továńı a integrováńı,
tj. limita posloupnosti
integrál̊u neńı rovna
integrálu z limity.
Ř́ıkáme, že danou po-
sloupnost nelze ”inte-
grovat člen po členu”.

Věta 4.1 : (Postačuj́ıćı podmı́nka spojitosti, diferencova-
telnosti a integrovatelnosti limitńı funkce, záměnnosti limit)

a) Je-li {fn} posloupnost spojitých funkćı na intervalu I,
která na I konverguje stejnoměrně k funkci f , potom
funkce f = f(x) je také spojitá na I.

b) Jestliže posloupnost {fn} Riemannovsky integrova-
telných funkćı (fn ∈ R(I), I = 〈a, b〉) konverguje stej-
noměrně na I k funkci f(x), potom f ∈ R(I) a plat́ı

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx =

b∫
a

lim
n→∞

fn(x) dx =

b∫
a

f(x) dx .

c) Jestliže posloupnost {fn} konverguje v nějakém bodě
x0 ∈ I = 〈a, b〉, fn jsou diferencovatelné funkce na
I a posloupnost derivaćı {f ′n} konverguje stejnoměrně
na I, potom i posloupnost {fn} konverguje stejnoměrně
na I, limitńı funkce f(x) = lim

n→∞
fn(x) je diferencova-

telná funkce na I a plat́ı

lim
n→∞

f ′n(x) =
[

lim
n→∞

fn(x)
]′

= f ′(x) .

d) Necht’ fn ⇒ f na (a, b) a pro každé n ∈ N existuje
vlastńı limita lim

x→a+
fn(x) = cn. Pak existuj́ı vlastńı limity

lim
n→∞

cn, lim
x→a+

f(x) a jsou si rovny.
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4.2 Funkčńı řady
Výraz

1+· · ·+x
n

n!
+· · ·=

+∞∑
n=0

xn

n!
,

je řadou funkćı 1, x,
x2

2!
, . . . definovaných

na R. Pro každé pevné
x ∈ R dostáváme č́ı-
selnou řadu, která
konverguje, nebot’ po-
dle d’Alembertova kri-

téria je lim
n→∞

|xn+1|
(n+1)!
|xn|
n!

=

lim
n→∞

|x|
n+1

= 0 (< 1).

Definice 4.4 : Necht’ {fn(x)}+∞
n=1 je posloupnost funkćı defi-

novaných na množině M . Potom výraz

+∞∑
n=1

fn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·

se nazývá nekonečná řada funkćı na množině M . Funkce

sn(x) =
n∑
k=1

fk(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fn(x)

se nazývá n-tý částečný součet řady a {sn(x)} je po-
sloupnost částečných součt̊u řady.
Existuje-li

lim
n→∞

sn(x) = s(x) , x ∈M ,

potom funkce s(x), x ∈ M , se nazývá součet řady
+∞∑
n=1

fn(x) . Ř́ıkáme, že řada konverguje k funkci s(x) a

množina M se nazývá obor konvergence řady .

Jestliže konverguje řada
+∞∑
n=1
|fn(x)| , potom ř́ıkáme, že řada

+∞∑
n=1

fn(x) konverguje absolutně .

Z absolutńı konver-
gence řady plyne (ne-
absolutńı) konvergen-
ce řady (viz věta 5.11,
MA1).

Př́ıklad 4.5 : Řada

x2 +
x2

1 + x2
+

x2

(1 + x2)2
+ . . .+

x2

(1 + x2)n
+ . . .

je geometrickou řadou s kvocientem q = 1
1+x2 < 1 , x 6= 0 ,

a tedy konverguje pro každé x ∈ (−∞,+∞) (pro x = 0 je
sice q = 1, ale řada se skládá ze samých nul). Jej́ı součet je

s(x) =
x2

1− 1
1+x2

=
x2

x2

1+x2

= { 1 + x2 x 6= 0 ,
0 x = 0 .

Tedy součet řady spojitých funkćı existuje, ale neńı to spo-
jitá funkce.

K tomu, aby součet

s(x) řady
∞∑
n=1

fn(x),

kde fn(x) jsou spojité
funkce, byl spojitý,
potřebujeme podle
věty (4.1), aby po-
sloupnost částečných
součt̊u {sn(x)} kon-
vergovala k součtu
s(x) stejnoměrně.
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Věta 4.2 : (Weierstrassovo kritérium stejnoměrné konver-
gence řady funkćı)

Necht’
+∞∑
n=1

fn(x) je řada funkćı na množině M a
+∞∑
n=1

bn je

č́ıselná řada s nezápornými členy bn ≥ 0 . Necht’ dále plat́ı

|fn(x)| ≤ bn ∀n ∈ N ∀x ∈M

a řada
+∞∑
n=1

bn konverguje. Potom řada
+∞∑
n=1

fn(x) konverguje

stejnoměrně a absolutně na M (tj. konverguje stejnoměrně

na M také řada
+∞∑
n=1
|fn(x)|) .

Řada
+∞∑
n=1

bn se nazývá majoranta řady
+∞∑
n=1

fn(x) .

Německý matematik
Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass
(1815-1897).

se významně pod́ılel
na budováńı teorie
funkćı komplexńı pro-
měnné pomoćı moc-
ninných řad.
Věřil, že matematika
nesmı́ ztrácet kontakt
s ostatńımi vědami a
přispěl k rozvoji mate-
matické fyziky, optiky
a astronomie.

Př́ıklad 4.6 : Řada
+∞∑
n=1

cosnx
n2 konverguje podle vět (4.1) a

(4.2) stejnoměrně ke spojité funkci, nebot’ jej́ı majoranta
+∞∑
n=1

1
n2 je konvergentńı.

4.3 Mocninné řady

Definice 4.5 : Necht’ {an} je posloupnost reálných č́ısel. Po-
tom +∞∑

n=0

an(x− x0)
n , x ∈ R,

se nazývá mocninná řada se středem v bodě x0 ∈ R.

Věta 4.3 :
1. Konverguje-li mocninná řada

+∞∑
n=0

an(x − x0)
n v bodě

x1 6= x0 , potom konverguje absolutně v každém bodě x
otevřeného intervalu určeného nerovnost́ı

|x− x0| < |x1 − x0| .

2. Diverguje-li mocninná řada v bodě x2, potom diverguje
v každém bodě x splňuj́ıćım nerovnost

|x− x0| > |x2 − x0| .

Z věty (4.3) vyplývá,
že existuje č́ıslo R ≥
0 takové, že mocninná

řada
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n

konverguje absolutně
pro x splňuj́ıćı nerov-
nost |x−x0| < R a di-
verguje pro x splňuj́ıćı
nerovnost |x−x0|>R.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
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Definice 4.6 : (Poloměr konvergence)
Č́ıslo R ≥ 0 s výše uvedenou vlastnost́ı se nazývá poloměr
konvergence mocninné řady.
V př́ıpadě, že mocninná řada konverguje pro každé x ∈ R,
klademe R = +∞ .

O konvergenci či
divergenci mocninné
řady v krajńıch bo-
dech x0 − R a x0 + R
nelze obecně nic ř́ıci.
V těchto bodech řada
bud’ konverguje, nebo
diverguje v závislosti
na posloupnosti {an}.

Př́ıklad 4.7 : a) Máme řadu
+∞∑
n=0

xn

n! . Pro pevné x ∈ R

zkoumáme absolutńı konvergenci této řady pomoćı pod́ılového
kritéria (věta 5.6 MA1). Protože

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
x(n+1)

(n+1)!
xn

n!

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0 (< 1) ,

tak daná řada konverguje pro všechna x ∈ R, tj. R = +∞.

b) Máme řadu
+∞∑
n=1

xn

n . Nyńı použijeme limitńı odmocni-

nové kritérium (věta 5.6 MA1). Protože

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣xnn
∣∣∣∣ = |x| ,

tedy daná řada konverguje pro všechna x splňuj́ıćı |x| < 1,
diverguje pro všechna x splňuj́ıćı |x| > 1 a poloměr kon-
vergence R = 1 .

V krajńıch bodech
oboru konvergence
muśıme vyšetřit da-
nou řadu samostatně.
Pro x = −1 řada
+∞∑
n=1

(−1)n
n

konverguje

podle Leibnizova
kritéria. Pro x = 1
dostaneme harmonic-

kou řadu
+∞∑
n=1

1
n

, která

diverguje.

Výpočet poloměru konvergence mocninné řady Použijeme-li odmocni-
nové kritérium, pak
obecně chceme, aby
platilo
lim
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| =

lim
n→∞

n
√
|an||x−x0|<1.

Podobně z pod́ılového
kritéria plyne

lim
n→∞

∣∣∣an+1(x−x0)n+1

an(x−x0)n

∣∣∣ =

lim
n→∞
|an+1

an
||x−x0|<1.

Z odmocninového (Cauchyova) kritéria lze odvodit pro poloměr
konvergence vzorec:

R =
1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

.

Jestliže existuje lim
n→∞
|an+1

an
| , pak z pod́ılového (d’Alembertova)

kritéria dostaneme

R =
1

lim
n→∞
|an+1

an
|
.
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Věta 4.4 : (Stejnoměrná konvergence mocninné řady)
Necht’ R ∈ (0,∞) je poloměr konvergence mocninné řady
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n a 0 < ε < R, potom mocninná řada kon-

verguje stejnoměrně na uzavřeném intervalu 〈x0−R+ε, x0 +
R− ε〉 .

Pro x∈(−1, 1) je

s(x) =
+∞∑
k=0

xk = 1
1−x .

Pro n−tý částečný
součet této řady plat́ı

sn(x)=
n∑
k=0

xk= 1−xn+1

1−x .

Potom
|sn(x)−s(x)|= |−xn+1

1−x |
a sup
|x|<1

|−xn+1

1−x | = +∞ .

Odtud plyne, že řada
+∞∑
k=0

xk nekonverguje

stejnoměrně na inter-
valu (−1, 1).

Věta 4.5 : (o derivaci a integraci mocninné řady)
Mocninné řady

g(x) =
+∞∑
n=0

d

dx
[an(x− x0)

n], F (x) =
+∞∑
n=0

x∫
x0

an(t− x0)
ndt

maj́ı stejný poloměr konvergence R jako řada

s(x) =
+∞∑
n=0

an(x− x0)
n

a plat́ı s′(x)=g(x), F ′(x)=s(x) pro každé x∈(x0−R, x0+R).

D̊usledek 4.1: Mocninnou řadu lze uvnitř oboru konver-
gence derivovat a integrovat člen po členu, tj. derivace součtu
se rovná součtu derivaćı a integrál součtu se rovná součtu in-
tegrál̊u.

Př́ıklad 4.8 : Pomoćı předchoźı věty (4.5) najdeme součet

řady
+∞∑
n=1

xn

n . Jej́ım derivováńım dostaneme geometrickou

řadu
+∞∑
n=0

xn = 1
1−x . Zpětně po integrováńı plat́ı

+∞∑
n=1

xn

n =

− ln |1− x| pro x ∈ (−1, 1) .

Definice 4.7 : Necht’ funkce f = f(x) má derivace všech
řád̊u v bodě x0. Mocninná řada

+∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n ,

se nazývá Taylorova řada funkce f . Jestliže se nav́ıc součet
Taylorovy řady rovná funkci f , pak se funkce f nazývá ana-
lytická funkce na oboru konvergence.

Př́ıklady analytických
funkćı jsou

ex =
+∞∑
n=0

1
n!
xn , sinx =

+∞∑
n=0

(−1)n
(2n+1)!

x2n+1 ,

cosx =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n)!

x2n .

Každá mocninná řada
je Taylorovou řadou
svého součtu, ale ne
každá Taylorova řada
funkce f konverguje
k funkci f . Např́ıklad
funkce f(x) = |x| má
v bodě x0 = 1 všechny
derivace a jej́ı Taylo-
rova řada je
1(x−1)0+1(x−1)1 =x,
což neńı p̊uvodńı
funkce (pro x < 0) .
Úloha nalézt Tay-
lorovu řadu funkce
f se nazývá rozvoj
funkce f v mocnin-
nou řadu.
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Taylorova metoda řešeńı počátečńıch úloh

Předpokládejme, že řešeńı y(x) počátečńı úlohy má v bodě x0

derivace všech řád̊u. Řešeńı pak hledáme ve tvaru

y(x) = y(x0) + y′(x0)(x− x0) +
y′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .

a hodnoty y(x0), y′(x0), . . . urč́ıme z diferenciálńı rovnice
a z počátečńıch podmı́nek.

Mocninné řady se po-
už́ıvaj́ı v teorii apro-
ximaćı, při konstruk-
ci primitivńıch funk-
ćı, při řešeńı diferen-
ciálńıch rovnic a velmi
často v teorii funkćı
komplexńı proměnné.

Př́ıklad 4.9 : Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′′ = xy, y(0) = 4, y′(0) = 3 .

Z počátečńıch podmı́nek plyne

y(x) = 4 + 3(x− 0) +
y′′(0)

2!
(x− 0)2 + . . . .

Z rovnice dostaneme postupným derivováńım:

y′′(x) = x y(x)
⇒ y′′(0) = 0 y(0) = 0 ,

y′′′(x) = y(x) + x y′(x)
⇒ y′′′(0) = y(0) + 0 · y′(0) = 1 · 4 ,

yIV (x) = y′(x) + y′(x) + x y′′(x)
⇒ yIV (0) = 2y′(0) + 0 · y′′(0) = 2 · 3 ,
...

y(n)(x) = (n− 2)y(n−3)(x) + x y(n−2)(x)

⇒ y(n)(0) = (n− 2)y(n−3)(0) .
Obecně

y(3n)(0) = (3n− 2)(3n− 5) · · · 4 · 1 · 4 ,
y(3n+1)(0) = (3n− 1)(3n− 4) · · · 5 · 2 · 3 ,
y(3n+2)(0) = 0 .

Po dosazeńı do předpokládaného tvaru řešeńı dostaneme:

y(x)= 4 + 3x+ 4
3!x

3 + 3
4!x

4 + . . .

= 4+3x+
∞∑
n=1

4 (3n−2)(3n−5)···4·1
(3n)! x3n+3 (3n−1)(3n−4)···5·2

(3n+1)! x3n+1.

Poznámka 4.1 : Aby výše uvedený formálńı postup byl
oprávněný, muśıme dokázat konvergenci vypočtené Taylo-
rovy řady. To však může být daleko komplikovaněǰśı než celý
předcházej́ıćı výpočet.
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Metoda neurčitých koeficient̊u
(pro řešeńı diferenciálńıch rovnic)

Tato metoda se použ́ıvá ke stanoveńı fundamentálńıho systému
lineárńı diferenciálńı rovnice. Předpokládáme, že řešeńı y(x) je
ve tvaru mocninné řady se středem v bodě 0 , tedy

y(x) =
+∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + . . . .

Formálńım derivováńım ”člen po členu”dostáváme

y′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1

y′′(x) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 atd.

Po dosazeńı do rovnice a využit́ı počátečńıch podmı́nek vypoč́ıtáme
koeficienty an, n = 0, 1, 2, . . . .

Př́ıklad 4.10 : Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′′ = xy , y(0) = 0, y′(0) = 1 .

Po dosazeńı za y(x), y′′(x) obdrž́ıme:

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 = x

+∞∑
n=0

anx
n ⇒

+∞∑
n=1

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − an−1]x
n + 2a2 = 0 .

Odtud plyne:

2a2 = 0 , a3 = a0
3·2 , a4 = a1

4·3 , a5 = a2
5·4 = 0 ,

a6 = a3
6·5 = a0

6·5·3·2 , a7 = a4
7·6 = a1

7·6·4·3 , atd.

Dostáváme tedy

y(x) = a0(1 + x3

2.3 + x6

2.3.5.6 + . . .+ x3n

2.3.5.6...(3n−1)3n + . . .)

+ a1(x+ x4

3.4 + x7

3.4.6.7 + . . .+ x3n+1

3.4.6.7...3n(3n+1) + . . .) .

Z počátečńıch podmı́nek obdrž́ıme

a0 = y(0) = 0, a1 = y′(0) = 1.

Je možné ukázat, že výše uvedená mocninná řada má po-
loměr konvergence R = +∞ , tj. řešeńı počátečńı úlohy je
definováno na celém R.

Obecné řešeńı rovnice
y′′ = xy můžeme tedy
psát ve tvaru y(x) =
a0y1(x) +a1y2(x) , kde

y1(x) = 1 + x3

2·3 + x6

2·3·5·6 + . . . ,

y2(x) = x+ x4

3·4 + x7

3·4·6·7 + . . . .

Funkce y1, y2 jsou
lineárně nezávislá
řešeńı dané rovnice,
která tvoř́ı funda-
mentálńı systém.
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4.4 Trigonometrické Fourierovy řady
Dosud jsme funkce hle-
dali ve tvaru mocnin-
né řady, vyjadřovali
jsme je v ”bázi poly-
nomů” 1 , x , x2 , . . . .
Nyńı zavedeme no-
vou ”bázi tri-
gonometrických
funkćı”1

2
, sinx,

cosx, sin 2x, cos 2x, . . .

Definice 4.8 : (Fourierova řada podle základńıho systému)
Necht’ f ∈ R(〈−π, π〉). Trigonometrická řada

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

jej́ıž koeficienty jsou určeny vzorci

ak =
1

π

π∫
−π

f(ξ) cos kξ dξ, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
1

π

π∫
−π

f(ξ) sin kξ dξ, k = 1, 2, 3, . . . ,

se nazývá Fourierova řada funkce f podle
(základńıho) trigonometrického systému{

1
2 , cosx, sinx, cos 2x, . . .

}
.

Koeficient̊um ak, bk určeným uvedenými vzorci se ř́ıká Fou-
rierovy koeficienty funkce f a př́ıslušné Fourierově řadě se
také ř́ıká Fourier̊uv rozvoj funkce f .

Poznámka 4.2 : Chceme formálně vyjádřit funkci f ve tvaru

f(x) = a0
2 +

+∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) . Po vynásobeńı

funkćı sinnx a integrováńı dostaneme
π∫
−π
f(x) sinnx dx =

π∫
−π

a0
2 sinnx dx +

+∞∑
k=1

π∫
−π

(ak cos kx+ bk sin kx) sinnx dx .

Zároveň pro k = n je
π∫
−π

(sinnx)2 dx = π , jinak ale plat́ı

π∫
−π

sin kx sinnx dx = 0 a
π∫
−π

cos kx sinnx dx=0 . Odtud ply-

nou vztahy pro ak, bk.

Ř́ıkáme, že funkce
cos kx , sinnx jsou
ortogonálńı.

Fourierovy řady (po-
kud konverguj́ı) před-
stavuj́ı ”analy-
tické”vyjádřeńı
2π-periodických
funkćı źıskaných
měřeńım periodických
děj̊u (kmit̊u, signál̊u,
apod.).

Př́ıklad 4.11 : Stanov́ıme Fourierovu řadu funkce
f(x) = x, x ∈ 〈−π, π) podle základńıho trigonometrického
systému, tj. ve tvaru

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

Vypočteme koeficienty ak , bk :
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ak =
1

π

π∫
−π

ξ cos kξ dξ = 0 , k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
1

π

π∫
−π

ξ sin kξ dξ =
2

π

π∫
0

ξ sin kξ dξ =(−1)k−1 2

k
, k = 1, . . . .

Výsledek ṕı̌seme ve tvaru:

f(x) ∼ 2

[
sinx− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− . . .+ (−1)k−1 sin kx

k
+ . . .

]
Integrál liché funkce
na symetrickém inter-
valu je nulový.

Integrál sudé funkce
na symetrickém inter-
valu 〈−a, a〉 se rovná
dvojnásobku daného
integrálu na polovič-
ńım intervalu 〈0, a〉.

V př́ıkladu 4.11 je
f(−π) = −π, ale
součet řady v bodě
−π je nula.

V př́ıkladu 4.11 je
f(π+)=−π, f(π−)=π,

tedy f(−π+)+f(−π−)
2

=0,
což odpov́ıdá součtu
Fourierovy řady.

Př́ıklad 4.12 : Vypoč́ıtáme Fourierovu řadu 2π-periodic-
kého prodloužeńı funkce f(x) = x2, x ∈ 〈−π, π) podle
základńıho trigonometrického systému.

a0 = 1
π

π∫
−π
ξ2 dξ = 2π2

3 ,

ak = 1
π

π∫
−π
ξ2 cos kξ dξ = 2

π

π∫
0

ξ2 cos kξ dξ = 4 (−1)k

k2 ,

bk = 1
π

π∫
−π
ξ2 sin kξ dξ = 0 , k = 1, 2, 3, . . . .

f(x) ∼ π2

3
− 4

[
cosx− cos 2x

22
+

cos 3x

32
− . . .

]
.

Protože periodické prodloužeńı funkce f je spojitá funkce
a má po částech spojitou derivaci, plat́ı podle věty (??)
rovnost s(π)=f(π)⇒ π2

3 −4
[
cosπ− cos 2π

22 + cos 3π
32 −. . .

]
=π2 .

Tedy
π2

6
=

∞∑
k=1

1

k2
.

Cvičeńı 4.1 : Najděte Fourierovu řadu funkce

f(x) ={ 0 , −π ≤ x ≤ 0,
x , 0 < x < π,

podle základńıho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

[ f(x) ∼ π
4
− 2

π

(
cosx+ 1

32
cos 3x+ 1

52
cos 5x+ . . .

)
+(

sinx− 1
2

sin 2x+ 1
3

sin 3x− . . .
)
. ]
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5 Skalárńı funkce v́ıce reálných proměnných

5.1 Prostor Rn

Symbolem Rn označujeme množinu všech uspořádaných
n-tic reálných č́ısel, tj. Rn={x : x=[x1, x2, . . . , xn]}, xi∈R .
Množinu Rn chápeme bud’ jako množinu bod̊u, nebo jako vek-
torový prostor, pokud v této množině zavedeme algebraické
operace splňuj́ıćı axiómy lineárńıho prostoru. Vektory znač́ıme
~x = (x1, x2, . . . , xn), č́ısla xi, i = 1, . . . , n se nazývaj́ı složky
(souřadnice) vektoru (bodu).

Definice 5.1 : Necht’ ~x, ~y, ~z ∈ Rn, potom pomoćı násle-
duj́ıćıch vztah̊u definujeme

1. skalárńı součin vektor̊u ~x, ~y

~x · ~y =
n∑
i=1

xiyi ,

2. normu vektoru ~x

‖~x ‖ =

√√√√ n∑
i=1

x2
i =
√
~x · ~x ,

3. vzdálenost bod̊u x,y (”délka vektoru ~x− ~y ”)

ρ(~x, ~y ) = ‖x− y‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 .

Vektorový prostor, v
němž je definován ska-
lárńı součin se nazývá
eukleidovský pros-
tor.
Pro skalárńı součin se
také použ́ıvá značeńı
(~x, ~y ) .

Z uvedených definic bezprostředně plyne:

1. Pro libovolné ~x, ~y ∈ Rn plat́ı

a) ~x · ~y = ~y · ~x ,

b) (~x+ ~y ) · ~z = ~x · ~z + ~y · ~z ,

c) (α~x ) · ~y = α~x · ~y pro libovolné α ∈ R ,

d) ~x · ~x > 0 pro ~x 6= ~0 .
Vektor ~0=(0, 0, . . . , 0)
se nazývá nulový
vektor.

2. Pro libovolné ~x, ~y ∈ Rn plat́ı:

a) ‖~x ‖ > 0 pro ~x 6= ~0, ‖~0 ‖ = 0 ,

b) ‖α~x ‖ = |α| ‖~x ‖ pro libovolné α ∈ R ,

c) ‖~x+ ~y ‖ ≤ ‖~x ‖+ ‖~y ‖ (trojúhelńıková nerovnost) .
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3. Pro libovolné ~x, ~y, ~z ∈ Rn plat́ı:

a) ρ(~x, ~y ) ≥ 0 ; ρ(~x, ~y ) = 0, právě když ~x = ~y,

b) ρ(~x, ~y ) = ρ(~y, ~x ),

c) ρ(~x, ~z ) ≤ ρ(~x, ~y ) + ρ(~y, ~z ) .

4. Pro každé ~x, ~y ∈ Rn plat́ı Cauchyova-Schwarzova nerovnost

|~x · ~y | ≤ ‖~x ‖ · ‖~y ‖
tj. ∣∣∣∣ n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣ ≤
√

n∑
i=1

x2
i ·
√

n∑
i=1

y2
i

5. Pro nenulové ~x, ~y existuje č́ıslo ϕ ∈ 〈0, π〉, které se nazývá
úhlem vektor̊u ~x, ~y , takové, že

ϕ = arccos
~x · ~y

‖~x ‖ · ‖~y ‖
,

nebot’ |~x · ~y | ≤ ‖~x ‖ · ‖~y ‖ ⇔ −1 ≤ ~x·~y
‖~x ‖·‖~y ‖ ≤ 1 a odtud

vyplývá ~x · ~y = ‖~x ‖ · ‖~y ‖ cosϕ pro jisté ϕ ∈ 〈0, π〉.
x

y

0

ϕ

~x

~y

Cvičeńı 5.1 : Dokažte ekvivalenci trojúhelńıkové nerovnosti
a Schwarzovy nerovnosti.

[ ‖~x ‖2+2‖~x ‖ ‖~y ‖+‖~y ‖2 = (‖~x ‖+‖~y ‖)2 ≥ ‖~x+~y ‖2 = (~x+~y, ~x+~y ) =

(~x, ~x ) + (~x, ~y ) + (~y, ~x ) + (~y, ~y ) = ‖~x ‖2 + 2(~x, ~y ) + ‖~y ‖2 ⇔ ‖~x ‖ ‖~y ‖ ≥
|(~x, ~y )|. ]

Definice 5.2 : (okoĺı, otevřená množina v Rn)
Množinu U(x0) = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ < ε} nazveme okoĺı
bodu x0 .
Množinu P (x0) = {x ∈ Rn : 0 < ‖x − x0‖ < ε} nazveme
prstencové okoĺı bodu x0 .
Řekneme, že bod x0 ∈ Ω je vnitřńım bodem množiny Ω,
jestliže existuje okoĺı Uε(x0) takové, že Uε(x0) ⊂ Ω .
Množinu vnitřńıch bod̊u množiny Ω znač́ıme intΩ a
nazýváme vnitřkem množiny Ω .
Množina Ω se nazývá otevřená, když Ω = intΩ (je tvořena
pouze vnitřńımi body).
Množina Ω se nazývá souvislá, jestliže jej́ı libovolné dva
body lze spojit křivkou a Ω je oblast, jestliže je otevřená
a souvislá.

Z geometrického po-
hledu je okoĺı bodu
vlastně koule, jej́ıž po-
vrch je tvořen sférou
{x∈Rn :‖x−x0‖=ε}.
Podobně nazýváme
kvádrem množinu
{x∈Rn : ai ≤ xi ≤ bi;
ai, bi∈R, i=1, . . . , n}.

Jestliže nadefinujeme
otevřené množiny, po-
tom hovoř́ıme o topo-
logii daného prostoru.
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Definice 5.3 : (uzavřená množina)
Bod x0 ∈ Rn se nazývá hromadný bod množiny Ω, jestliže
každé jeho prstencové okoĺı P (x0) obsahuje alespoň jeden bod
x ∈ Ω .
Takový bod množiny Ω, který neńı jej́ım hromadným bodem,
se nazývá izolovaný bod množiny Ω .
Bod x0 ∈ Rn je hraničńım bodem Ω, když každé jeho okoĺı
U(x0) obsahuje jak body x ∈ Ω, tak body y 6∈ Ω .
Hranice množiny Ω je tvořena jej́ımi hraničńımi body.
Znač́ıme ji ∂Ω .
Uzávěr množiny Ω je množina Ω = Ω ∪ ∂Ω .
Řekneme, že množina Ω je uzavřená, jestliže Ω = Ω.
Řekneme, že množina Ω je omezená, jestliže
∃K∈ R ∀x ∈ Ω : ‖x‖ < K .

Okoĺı hromadného bo-
du obsahuje nekoneč-
ně mnoho bod̊u mno-
žiny Ω .
Okolo izolovaného bo-
du existuje okoĺı, které
celé nelež́ı v Ω .
Část okoĺı hraničńıho
bodu lež́ı v množině,
část vně množiny Ω .

Uzavřená množina se
rovná svému uzávěru,
obsahuje svou hranici.

Omezená množina lež́ı
v kouli o poloměru K.

Definice 5.4 : (posloupnost v Rn)
Zobrazeńı f : N→ Rn přǐrazuj́ıćı každému k∈N bod (vektor)
xk ∈ Rn nazýváme posloupnost (bod̊u, vektor̊u) v Rn.
Znač́ıme f = {xk} .

Definice 5.5 : (konvergentńı posloupnost)
Posloupnost {xk} ⊂ Rn je konvergentńı v Rn, jestliže

∃x0 ∈ Rn ∀ ε > 0 ∃ k0 ∈ N ∀ k ∈ N : k > k0 ⇒ ‖xk−x0‖ < ε .

Ṕı̌seme lim
k→+∞

xk = x0 , resp. xk → x0 pro k → +∞ .

Protože máme euk-
leidovský vektorový
prostor Rn, hovoř́ıme
o konvergenci vzhle-
dem k eukleidovské
normě. Analogicky
definujeme konver-
genci vzhledem k jiné
normě či jiné metrice.Věta 5.1 : (konvergence po složkách)

Posloupnost {xk} je konvergentńı v Rn právě tehdy, když
posloupnosti všech složek {xki} jsou konvergentńı v R, tj.

xk → x0 ⇔ xki → x0i, i = 1, 2, . . . , n .

D̊ukaz : plyne ze vztah̊u

|xki − x0i| ≤ ‖xk − x0‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xki − x0i)
2 .

Poznamenejme, že uzavřená množina obsahuje limity všech kon-
vergentńıch posloupnost́ı prvk̊u této množiny, tj. plat́ı: Ω ⊂ Rn

je uzavřená (Ω = Ω) právě tehdy, když každá konvergentńı po-
sloupnost prvk̊u z Ω má limitu v Ω .
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5.2 Základńı vlastnosti funkćı v Rn

Definice 5.6 : (funkce n-proměnných)
Necht’ Ω⊂Rn. Zobrazeńı f : Ω→R přǐrazuj́ıćı každému ar-
gumentu x ∈ Ω funkčńı hodnotu f(x) se nazývá reálná
funkce n reálných proměnných definovaná na Ω .
Znač́ıme f :x→f(x) , f=f(x) . ,
Množina

G = {[x, f(x)] ∈ Rn+1 : x ∈ Ω}
se nazývá graf funkce f .
Množina

HC = {x ∈ Ω : f(x) = C} , C ∈ R ,

se nazývá hladina (vrstevnice) funkce f . (Je to množina
bod̊u definičńıho oboru, v nichž funkce f nabývá stejné
funkčńı hodnoty).

Definičńım oborem
D(f) funkce f je tedy
množina Ω .

Př́ıklad 5.1 : Grafem funkce f : R2 → R dané předpisem
f(x1, x2) = x2

1 +x2
2 je paraboloid a jej́ı hladiny jsou kružnice

o poloměru
√
C .

Definice 5.7 : (limita funkce n-proměnných)
Necht’ je dána funkce f : Ω → R, Ω ⊂ Rn a necht’ x0 je
hromadný bod množiny Ω . Jestliže ∃L ∈ R takové, že

1. ∀{xk}, xk ∈ Ω, xk 6= x0 : xk → x0 ⇒ f(xk)→ L ,

2. ∀ε>0∃δ(ε)>0∀x ∈ Ω, 0<‖x−x0‖<δ ⇒ |f(x)−L|<ε ,

3. ∀U(L) ⊂ R ∃P (x0) ⊂ R : f(Ω ∩ P (x0)) ⊂ U(L) ,

pak řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu L (vlastńı)
a ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = L .

Jednotlivé podmı́nky
v definici limity jsou
ekvivalentńı.
Také se nazývaj́ı Hei-
neho, Cauchyho, popř.
topologická definice li-
mity.

Cvičeńı 5.2 : Modifikujte Cauchyho definici limity pro

lim
x→x0

f(x) =∞ a lim
x→∞

f(x) = L .

[∀K>0 ∃δ(K)>0∀x ∈ Ω, 0<‖x−x0‖<δ ⇒ f(x)>K ,

∀ε>0∃K>0∀x ∈ Ω, ‖x‖ > K ⇒ |f(x)−L|<ε , ]
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Př́ıklad 5.2 :

Vypoč́ıtáme limitu funkce f(x, y) = x3 − y3 v bodě [1, 2] .

Necht’ {xk}, {yk} jsou libovolné posloupnosti reálných č́ısel
takové, že xk → 1 a yk → 2 .

Pak x3
k → 1, y3

k → 8⇒ f(xk, yk) = x3
k − y3

k → 1− 8 = −7.
Tedy lim

[x,y]→[1,2])
(x3 − y3) = −7 .

Využ́ıváme větu 4.6 z
MA1 o algebře limit
funkćı jedné reálné
proměnné.

Polož́ıme-li y = c x ,
pak v limitě dostane-
me lim

[x,y]→[0,0]

y
x

= c .

K limitńımu bodu se
bĺıž́ıme po př́ımkách.
Pozor tato metoda
je vhodná pouze k
d̊ukazu neexistence
limity, nikoli jej́ı
existence.

Př́ıklad 5.3 : Stanovme lim
[x,y]→[0,0]

y
x .

Zvoĺıme posloupnost {xk, yk} = {1
k ,

c
k}, c ∈ R, pak dosta-

neme lim
k→∞

c
k
1
k

= c . Vid́ıme, že daná funkce nemá v bodě

[0, 0] limitu. (Č́ıslo c můžeme volit libovolně, tedy neexis-
tuje č́ıslo L, ke kterému se bĺıž́ı funkčńı hodnoty funkce f .)

Věta 5.2 : (jednoznačnost limity, algebra limit)

1. Má-li funkce f v bodě x0 limitu (vlastńı), potom je tato
limita jediná.

2. Existuj́ı-li lim
x→x0

f(x) = Lf , lim
x→x0

g(x) = Lg, potom plat́ı

lim
x→x0

f(x) ± g(x) = Lf ± Lg, lim
x→x0

f(x)g(x) = Lf · Lg,

lim
x→x0

f(x)
g(x) =

Lf
Lg
, Lg 6= 0 .

Definice 5.8 : (částečné limity, v́ıcenásobné limity v R2)
Mějme funkci f = f(x, y) definovanou v okoĺı bodu [x0, y0].
Existuje-li pro každé pevné y

lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y),

nazývá se částečná (parciálńı) limita funkce f
v proměnné x. Existuje-li

L1 = lim
y→y0

ϕ(y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y),

nazývá se dvojnásobnou limitou funkce f v bodě [x0, y0] .
Analogicky definujeme pro pevné x

ψ(x) = lim
y→y0

f(x, y) a L2 = lim
x→x0

ψ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y).
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Př́ıklad 5.4 : Pro funkci f(x, y) = xy
x2+y2 najdeme dvojnásobné

limity v bodě [0, 0] .

lim
y→0

lim
x→0

xy

x2 + y2
= lim

x→0
lim
y→0

xy

x2 + y2
= 0 .

Limitu funkce f budeme hledat ”po př́ımkách”y = kx, po-
tom

lim
[x,y]→[0,0]
y=kx

xy

x2 + y2
= lim

x→0

kx2

k2x2 + x2
=

k

k2 + 1
,

tud́ıž hledaná limita neexistuje.

Př́ıklad 5.5 : Hledáme limity funkce f , kde

f(x, y) = { x sin 1
y + y sin 1

x x 6= 0, y 6= 0,

0 x = 0, y = 0 ,

v okoĺı bodu [0, 0].

Z odhadu
∣∣∣x sin 1

y+y sin 1
x

∣∣∣≤|x|+|y| plyne lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y)=0,

ale limity lim
y→0

x sin 1
y , lim

x→0
y sin 1

x neexistuj́ı, tud́ıž neexistuj́ı

ani dvojnásobné limity.

Existence a rovnost
dvojnásobných limit
nezaruč́ı existenci li-
mity funkce v bodě a
obráceně z existence
limity nevyplývá exis-
tence dvojnásobných
limit.
Přesto, jestliže exis-
tuje (dvojná) limita a
”vnitřńı limity”, pak
existuj́ı dvojnásobné
limity.

Věta 5.3 : (vztah dvojné limity a dvojnásobných limit)
Necht’ funkce f = f(x, y) je definovaná (aspoň) v prsten-
covém okoĺı P ([x0, y0]) bodu [x0, y0] a existuje limita

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L.

Necht’ dále existuj́ı částečné limity

lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y), [x0, y] ∈ P ([x0, y0]),

lim
y→y0

f(x, y) = ψ(x), [x, y0] ∈ P ([x0, y0]).

Potom existuj́ı dvojnásobné limity

L1 = lim
y→y0

ϕ(y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y),

L2 = lim
x→x0

ψ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)

a plat́ı L1 = L2 = L. (Tedy existence L, ϕ(x), ψ(x) je
postačuj́ıćı podmı́nkou pro existenci L1, L2 a jejich rovnost
L.)
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Definice 5.9 : (Spojitost)
Funkce f : Ω→ R je spojitá v hromadném bodě x0 množiny
Ω ⊂ Rn, jestliže

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Funkce f je spojitá na množině Ω, je-li spojitá v každém
bodě x ∈ Ω. Bod x0 je bodem nespojitosti funkce, neńı-li
v něm funkce f spojitá.

Funkce f je spojitá,
když pro každou po-
sloupnost xk → x0 ,
posloupnost funkčńıch
hodnot {f(xk)} kon-
verguje k č́ıslu f(x0).
V izolovaném bodě
x0 ∈ Ω se funkce f
považuje za spojitou,
je-li v tomto bodě de-
finována.
Jestliže v bodě nespo-
jitosti existuje vlastńı
limita funkce f , pak
ř́ıkáme, že nespojitost
je odstranitelná.

Věta 5.4 : (vlastnosti spojitých funkćı)

1. Součet, rozd́ıl, součin, pod́ıl (s výjimkou nulových hod-
not jmenovatele) spojitých funkćı je funkce spojitá.

2. Je-li f definovaná v nějakém okoĺı x0, spojitá v bodě x0

a f(x0) 6= 0, potom existuje okoĺı U(x0) bodu x0, v němž

sgn f(x) = sgn f(x0) ∀x ∈ U(x0) .

3. (O mezihodnotě). Je-li f spojitá na souvislé množině
Ω ⊂ Rn a když pro x1,x2 ∈ Ω je f(x1) 6= f(x2), potom
pro každé č́ıslo y lež́ıćı mezi č́ısly f(x1), f(x2) existuje
aspoň jedno x0 ∈ Ω takové, že f(x0) = y.

4. (Weierstrass). Je-li funkce f spojitá na kompaktńı (tzn.
omezené a uzavřené) množině Ω ⊂ Rn, potom je na Ω
omezená a existuj́ı body xm,xM ∈ Ω takové, že

f(xm) = inf
x∈Ω

f(x) ; f(xM) = sup
x∈Ω

f(x)

(těmto č́ısl̊um se ř́ıká minimum, resp. maximum funkce
na množině Ω).

5. Je-li funkce f spojitá na kompaktńı množině Ω ⊂ Rn,
potom je na Ω stejnoměrně spojitá, tj. pro každé dvě
posloupnosti {xm} , {xk} z Ω takové, že ‖xm−xk‖ → 0,
plat́ı |f(xm)− f(xk)| → 0 .

Porovnejte větu 5.4 s
větou 6.6 z MA1.
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Př́ıklad 5.6 :

1. Funkce f(x, y) = y
x2+y2 je spojitá v každém bodě

[x, y] 6= (0, 0), ale v bodě (0, 0) spojitá neńı, a nav́ıc
nespojitost neńı odstranitelná.

2. Funkce f(x, y) = { x sin 1
y + y sin 1

x xy 6= 0 ,

0 xy = 0 ,

je spojitá v bodě [0, 0], avšak v každém okoĺı tohoto
bodu existuj́ı body nespojitosti (body souřadnicových
os).

3. Funkce f(x, y) = {
xy2

x2+y2 x2 + y2 6= 0 ,

0 x2 + y2 = 0 ,

je spojitá v bodě [0, 0], což dokážeme přechodem k
polárńım souřadnićım. Polož́ıme x = r cosϕ, y = r sinϕ,
potom

lim
[x,y]→[0,0]

xy2

x2+y2 = lim
r→0

ϕ∈〈0,2π)

r3 cosϕ(sinϕ)2

r2 = 0 .
Při přechodu k
polárńım souřadnićım
plat́ı následuj́ıćı
ekvivalence
[x, y] → [0, 0] ⇔
‖[x, y]− [0, 0]‖ → 0⇔√
x2 + y2 → 0 ⇔√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ
→ 0⇔ r → 0+.
Pomoćı tohoto
přechodu lze tedy
dokázat existence
limity funkce.

5.3 Derivace a diferenciál

Definice 5.10 : (derivace podle vektoru, parciálńı derivace)
Mějme funkci f : Ω → R, Ω ⊂ Rn, x0 ∈ Ω a existuje okoĺı
U(x0) ⊂ Ω .
Je dán (pevný) vektor ~s ∈ Rn, ~s = (s1, s2, . . . , sn). Jestliže
existuje konečná limita

lim
t→0

f(x0 + t~s )− f(x0)

t
=

d

dt
f(x0 + t~s )|t=0 =

∂f(x0)

∂~s
,

pak se nazývá derivace funkce f v bodě x0 podle vek-
toru ~s (nebo také variace funkce f v bodě x0) ,
je-li ~s jednotkový vektor, tj. ‖~s ‖ = 1, pak se tato limita
nazývá derivace funkce f v bodě x0 ve směru ~s.
Jestliže ~s = ~ei (jednotkový vektor ve směru osy xi), potom

∂f(x0)

∂~ei
=
∂f(x0)

∂xi

a hovoř́ıme o parciálńı derivaci funkce f v bodě x0

podle xi a o funkci f ř́ıkáme, že je derivovatelná v bodě
x0 podle proměnné xi.
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Př́ıklad 5.7 : Uvažujeme funkci f(x, y) = xy2 , vektor ~s =
(s1, s2) = (1, 2) a bod [x0, y0] = [1, 1] . Potom dostaneme

∂f(x0,y0)
∂~s = lim

t→0

f(x0+ts1,y0+ts2)−f(x0,y0)
t

= lim
t→0

(1+t)(1+t·2)2−1
t

= lim
t→0

1+4t+4t2+t+4t2+4t3−1
t = 5 ,

∂f(x0,y0)
∂~e1

= ∂f(1,1)
∂x = lim

t→0

f(1+t·1,1+t·0)−f(1,1)
t

= lim
t→0

(1+t)(1+t·0)2−1
t = 1 ,

∂f(x0,y0)
∂~e2

= ∂f(1,1)
∂y = lim

t→0

f(1+t·0,1+t·1)−f(1,1)
t

= lim
t→0

(1+t·0)(1+t·1)2−1
t = 2 .

Z definice (5.9) pro funkci dvou proměnných plyne
∂f(x0,y0)

∂x = lim
t→0

f(x0+t,y0)−f(x0,y0)
t , ∂f(x0,y0)

∂y = lim
t→0

f(x0,y0+t)−f(x0,y0)
t .

Obecně plat́ı

∂f(x0)

∂xi
= lim

t→0

f(x01, . . . , x0i + t , x0i+1, . . . , x0n)− f(x01, . . . , x0n)

t
.

Z uvedených vztah̊u vyplývá, že parciálńı derivace poč́ıtáme de-
rivováńım podle př́ıslušné proměnné (ostatńı proměnné se cho-
vaj́ı jako konstanty). Např́ıklad

∂(xy2)

∂x
= y2 ,

∂(xy2)

∂y
= 2xy .

Geometrický význam derivace ve směru

Máme funkci f : Ω → R , vnitřńı bod x0 ∈ Ω , vektor ~s
s jednotkovou normou ‖~s ‖= 1 a úsečku p : x = x0 + t~s, t ∈ I,
I = (−δ, δ), δ > 0 , p ⊂ Ω .

Polož́ıme g(t) = f(x0 + t~s ), potom graf funkce g : I → R je
dán pr̊unikem grafu funkce f a roviny %, která obsahuje úsečku p
a je kolmá k rovině-xy .

Plat́ı

g′(0) = lim
t→0

g(t)− g(0)

t− 0
= lim

t→0

f(x0 + t~s )− f(x0)

t
=
∂f(x0)

∂~s
.

Hodnota derivace funkce f ve směru ~s je tud́ıž rovna směrnici
tečny τ ∈% ke grafu funkce f v bodě x0 . Tato směrnice se rovná
tangens úhlu tečny τ a př́ımky p (prodloužeńı úsečky p) .
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Definice 5.11 : (diference, totálńı diferenciál)
Je dán vnitřńı bod x0∈Ω⊂Rn. Pro libovolné x∈Ω označ́ıme
~h = x−x0. Vektor ~h = (h1, h2, . . . , hn) (=∆x=dx , hi=dxi)
nazveme diferenćı argumentu.

1. Funkci proměnné ~h ∈ Rn

∆f(x0,~h) = f(x0 + ~h)− f(x0) = f(x)− f(x0)

nazveme diferenćı funkce f v bodě x0 vzhledem k ~h
(tzv. totálńı diference).

2. Funkce f se nazývá diferencovatelná v bodě x0 ,
existuje-li okoĺı U(x0) ⊂ Ω , vektor ~A = (A1, A2, . . . An) ,
a funkce ω(~h) (proměnné ~h) splňuj́ıćı podmı́nku

lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0

tak, že ∀x ∈ U(x0) plat́ı

f(x)− f(x0) = f(x0 + ~h)− f(x0) = ~A · ~h+ ω(~h) .

Funkce f je diferencovatelná na Ω, je-li diferencova-
telná v každém bodě x ∈ Ω .

3. U diferencovatelné funkce se lineárńı forma ~A ·~h nazývá
(totálńım) diferenciálem funkce f v bodě x0 a znač́ı
se

df = df(x0,~h) = ~A · ~h , ~h ∈ Rn

a vektor ~A = (A1, A2, . . . , An) se nazývá totálńı deri-
vace funkce f v bodě x0 nebo také gradient funkce f
v bodě x0 . Už́ıvá se označeńı

~A = gradf(x0) = ∇f(x0) = f ′(x0) .

Diferenciál pak zapisujeme ve tvaru

df(x0,~h) = gradf(x0) · ~h = ∇f(x0)~h = f ′(x0) dx .

Pro funkci
f(x, y) = x2 + 3y je
~h = (x− x0, y − y0)
a ∆f(x0,~h) =
x2 − x20 + 3y − 3y0 =
(x+ x0)(x− x0)

+3(y − y0) =
(2x0 + x− x0)(x− x0)

+3(y − y0) =
(2x0, 3)(x− x0, y− y0)
+(x− x0)2.
Tedy
~A = gradf = (2x0, 3)

a ω(~h) = (x− x0)2,
nebot’

lim
‖~h‖→0

(x−x0)2√
(x−x0)2+(y−y0)2

=0.

Diferenciál df se rovná
skalárńımu součinu
gradientu gradf a di-
ference argumentu ~h.

Př́ıklad 5.8 : Urč́ıme diferenciál funkce f(x, y)=xy2 v bodě
x0 = [x0, y0] . Plat́ı

f(x, y)− f(x0, y0) = f(x0 + h1, y0 + h2)− f(x0, y0) =

(x0+h1)(y0+h2)
2−x0y

2
0 =y2

0h1+2x0y0h2+2y0h1h2+x0h
2
2+h1h

2
2.
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Odtud A1 =y2
0 , A2 =2x0y0 , ω(~h) = 2y0h1h2+x0h

2
2+h1h

2
2 .

Zbývá dokázat lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0 , tedy lim

‖~h‖→0

2y0h1h2+x0h
2
2+h1h

2
2√

h21+h22
=[

h1 = r cosϕ
h2 = r sinϕ

]
= lim

r→0
ϕ∈〈0,2π)

2y0r
2 cosϕ sinϕ+x0r

2 sin2ϕ+r3 cosϕ sin2ϕ
r =0.

Diferenciál funkce f = xy2 v bodě x0 = [x0, y0] má tvar
df(x0,~h) = (y2

0, 2x0y0) · ~h = y2
0h1+2x0y0h2 .

5.4 Vlastnosti diferencovatelných funkćı

Pro funkci f(x, y)=xy2,
bod [x0, y0] = [1, 1]
a směr ~s = (1, 2) z
př́ıkladu (5.7) máme
∂f(x0)
∂~s

= (y20, 2x0y0) · ~s
= (1, 2) · (1, 2) = 5 .

Věta 5.5 : (vlastnosti diferencovatelné funkce)
Je-li funkce f diferencovatelná v bodě x0, potom

1. je v bodě x0 spojitá,

2. existuje v bodě x0 derivace funkce f podle libovolného
vektoru ~s (tedy existuj́ı i všechny parciálńı derivace)
a plat́ı

∂f(x0)

∂~s
= gradf(x0) · ~s ,

3. pokud v Rn uvažujeme kartézský souřadnicový systém
a za bázi voĺıme jednotkové vektory ve směru os
systému, pak

Ai =
∂f(x0)

∂xi
, gradf(x0) =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn

)
x0

.

D̊usledek 5.1: věty (5.5) Diferenciál funkce f v bodě x
(v kartézském souřadnicovém vyjádřeńı) můžeme psát ve
tvaru

df(x,~h) =
∂f(x)

∂x1
dx1+

∂f(x)

∂x2
dx2+. . .+

∂f(x)

∂xn
dxn , ~h = dx .

Např́ıklad diferenciál funkce f(x, y) = xy2 má tvar

df(x, (dx, dy)) =
∂f(x)

∂x
dx+

∂f(x)

∂y
dy = y2 dx+ 2xy dy .

Př́ıklad 5.9 : Uvedeme funkci, která má v bodě [0, 0] parciálńı
derivace, ale neńı v tomto bodě spojitá :

f(x, y) ={ 0 xy = 0 .
1 xy 6= 0 .
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Potom lim
[x,y]→(0,0)

f(x, y) neexistuje, avšak existuj́ı limity

lim
h1→0

f(0 + h1, 0)− f(0, 0)

h1
=
∂f(0, 0)

∂x
= 0 ,

lim
h2→0

f(0, 0 + h2)− f(0, 0)

h2
=
∂f(0, 0)

∂y
= 0 .

Př́ıklad 5.10 : Funkce, která má parciálńı derivace v celém
R2, ale je v bodě [0, 0] nespojitá:

f(x, y) ={
xy

x2+y2 x2 + y2 > 0 ,

0 x2 + y2 = 0 .

Podobně jako v předcházej́ıćım př́ıkladě z definice vypočteme
fx(0, 0) = ∂f

∂x(0, 0) = 0 , fy(0, 0) = ∂f
∂y (0, 0) = 0 ; avšak

lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y) neexistuje, nebot’ lim
x→0
y=kx

kx2

x2+k2x2 = k
1+k2 .

Př́ıklad 5.11 : Funkce, která má parciálńı derivace v celém
R2, je spojitá v R2 (viz př́ıklad (5.6),3.), ale neńı diferenco-
vatelná v bodě [0, 0] :

f(x, y) ={
xy2

x2+y2 x2 + y2 > 0 ,

0 x2 + y2 = 0 .

Potom plat́ı

∂f(x, y)

∂x
=
y4 − x2y2

(x2 + y2)2
,

∂f(x, y)

∂y
=

2x3y

(x2 + y2)2
,

∂f(0, 0)

∂x
= fx(0, 0) = 0 ,

∂f(0, 0)

∂y
= fy(0, 0) = 0

(na osách je funkce f nulová).
Pokud by funkce f byla diferencovatelná v počátku, pak
pro vektor ~h s dostatečně malou normou muśı platit

f([0, 0] + (h1, h2))− f(0, 0) = 0 · h1 + 0 · h2 + h1h
2
2

h21+h22
= ω(~h)

a lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0 .

Avšak limita lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= lim

[h1,h2]→[0,0]

h1h
2
2√

h21+h22 (h21+h22)
neexis-

tuje, tedy funkce f neńı diferencovatelná v počátku.
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Věta 5.6 : (algebra diferenciálu a gradientu)
Necht’ funkce f, g jsou diferencovatelné na množině Ω a pro
body x ∈ Ω označ́ıme df = df(x, dx) = gradf(x) · dx ,
dg = dg(x, dx) = gradg(x) · dx , potom na Ω plat́ı

d(cf) = c df , grad(cf) = c gradf ,
d(f ± g) = df ± dg , grad(f ± g) = gradf ± gradg ,
d(fg) = g df + fdg , grad(fg) = g gradf + fgradg ,

d
(
f
g

)
= g df−fdg

g2 , grad
(
f
g

)
= g gradf−fgradg

g2 , g(x) 6= 0 .

D̊ukaz : Je podobný jako u funkćı jedné proměnné. (MA1,
věta 7.3)

Věta 5.7 : (diferenciál a derivace složené funkce)
Necht’ funkce u = u(x, y), v = v(x, y) jsou diferencovatelné
v bodě [x0, y0] a funkce f(u, v) je diferencovatelná v bodě
[u0, v0] , kde u0 = u(x0, y0) , v0 = v(x0, y0) . Potom složená
funkce f(u(x, y), v(x, y)) je diferencovatelná v [x0, y0] a plat́ı
(v bodě [x0, y0])

df = ∂f
∂u du+ ∂f

∂v dv

= ∂f
∂u

(
∂u
∂x dx+ ∂u

∂y dy
)

+ ∂f
∂v

(
∂v
∂x dx+ ∂v

∂y dy
)

=
(
∂f
∂u

∂u
∂x + ∂f

∂v
∂v
∂x

)
︸ ︷︷ ︸

∂f
∂x

dx+
(
∂f
∂u

∂u
∂y + ∂f

∂v
∂v
∂y

)
︸ ︷︷ ︸

∂f
∂y

dy .

Celou větu (5.7) lze
formulovat a dokázat
pro složenou funkci

f(~u(x))=f(u1, . . . , um).

Potom

∂f

∂xi
=

m∑
j=1

∂f

∂uj

∂uj
∂xi

.

Také hovoř́ıme o
”řetězovém pravidlu”.

Př́ıklad 5.12 : Funkce u(x, y)=−2xy , v(x, y)=x+ y jsou
diferencovatelné na R2 a funkce f(u, v) = u + v2 je také
diferencovatelná na R2 .

Pro diferenciál složené funkce f(u(x, y), v(x, y)) tedy na R2

plat́ı

df = 1 du+ 2v dv
= 1 [(−2y) dx− 2x dy] + 2(x+ y)(dx+ dy)
= 2x dx+ 2y dy .

Zároveň f(u(x, y), v(x, y)) = −2xy + (x + y)2 = x2 + y2 ,
tedy df = 2x dx+ 2y dy .
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Př́ıklad 5.13 : (derivace paraboloidu podél kružnice)

Necht’ f(x, y) = x2+y2 a x(r, t) = r cos t , y(r, t) = r sin t .

Potom
df

dt
=
df

dx

dx

dt
+
df

dy

dy

dt
= 2x(−r sin t) + 2y(r cos t) =

2r2(− cos t sin t+ sin t cos t) = 0 .
Při přechodu k polár-
ńım souřadnićım
x=r cosϕ , y=r sinϕ
má jednotkový vek-
tor ve ”směru r”tvar
~̂e1 = (cosϕ, sinϕ) a
pro jednotkový vek-
tor ve ”směru ϕ”plat́ı
~̂e2 = (− sinϕ, cosϕ) .

Matice přechodu M
od báze ~e1, ~e2 k bázi
~̂e1,~̂e2 má tedy tvar

M=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Nyńı vyjádř́ıme gradi-
ent funkce f = f(x, y)
v novém souřadném
systému, tedy

(∂f
∂x
, ∂f
∂y

)·
(

cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
=
(
∂f
∂x

cosϕ+ ∂f
∂y

sinϕ,

∂f
∂x

(− sinϕ)+ ∂f
∂y

cosϕ
)
.

Zároveň z diferenciálu
složené funkce plyne
∂f
∂r

= ∂f
∂x

∂x
∂r

+ ∂f
∂y

∂y
∂r

=

∂f
∂x

cosϕ+ ∂f
∂y

sinϕ a

∂f
∂ϕ

= ∂f
∂x

∂x
∂ϕ

+ ∂f
∂y

∂y
∂ϕ

=

∂f
∂x

(−r sinϕ)+ ∂f
∂y
r cosϕ.

Porovnáńım dostane-
me pro gradient fun-
kce f v polárńıch sou-
řadnićıch

gradf =

(
∂f

∂r
,

1

r

∂f

∂ϕ

)
.

Věta 5.8 : (vlastnosti gradientu)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě x .

i) Polož́ıme-li ~z = gradf(x)
‖gradf(x)‖ , tedy ‖~z ‖ = 1 , potom plat́ı

∂f(x)
∂~z = max

‖~s ‖=1

∂f(x)
∂~s , ~s je libovolný vektor (změna funkce

ve směru gradientu je největš́ı).

ii) Vektor gradf(x0)(6= ~o ) je kolmý k tečné varietě (př́ımka,
rovina, . . .) hladiny H = {x : f(x) = f(x0)} v bodě x0 .

D̊ukaz :

i) Z věty (5.5) plyne ∂f(x)
∂~s = gradf(x) · ~s . Z Cauchy –

Schwarzovy nerovnosti dostaneme pro ‖~s ‖ = 1 vztah

∂f(x)

∂~s
≤ ‖gradf(x)‖ · ‖~s ‖ = ‖gradf(x)‖ .

Zároveň pro vektor ~z plat́ı

∂f(x)

∂~z
(x) = gradf(x) · gradf(x)

‖gradf(x)‖
= ‖gradf(x)‖ .

Odtud plyne prvńı tvrzeńı věty.

ii) Pro jednoduchost voĺıme funkci f : R2 → R . Hladinu
H = {[x, y] ∈ R2 : f(x, y) = C)} poṕı̌seme parame-
tricky x = x(t), y = y(t) . Tedy f(x(t), y(t)) = C .
Funkci f budeme nyńı derivovat podle proměnné t
(podél hladiny H) . Potom plat́ı

df

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
= gradf ·

(
∂x

∂t
,
∂y

∂t

)
= 0 .

Odtud je vidět, že tečný vektor (dxdt ,
dy
dt ) k hladině je

kolmý ke gradf =
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
.
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Př́ıklad 5.14 : Máme k funkci f(x, y) = x3− y2, bodu B =
[1, 2] a vektoru ~v = (3, 4) určit směr největš́ıho r̊ustu v bodě
B a derivaci podle vektoru ~v.

Směr největš́ıho r̊ustu funkce f v bodě B je dán vektorem
gradf(1, 2) = (3x2 , −2y)[1,2] = (3,−4).

Pro derivace podle vektoru ~v plat́ı
∂f(1,2)
∂~v = gradf(1, 2) · ~v = (3,−4) · (3, 4) = 0 .

Vid́ıme, že vektor ~v = (3, 4) je tečný vektor k hladině

H = {[x, y] : x3 − y2 = −3} v bodě B = [1, 2] .

Definice 5.12 : (tečné lineárńı variety)
Graf lineárńı funkce u : Rn → R dané předpisem

u(x) = ~a·x+d = a1x1+· · ·+anxn+d , kde ~a ∈ Rn, d ∈ R .

se nazývá nadrovina v Rn+1 a procháźı-li bodem [x0, u0],
pak lze vyjádřit pomoćı rovnice

u− u0 = ~a · (x− x0) = a1(x1 − x01) + · · ·+ an(xn − x0n) .

Necht’ funkce f : Rn → R je diferencovatelná v bodě x0,
gradf(x0) 6= ~o , potom

1. tečná nadrovina k hladiněH={x∈Rn :f(x)=f(x0)}
funkce f procházej́ıćı bodem x0 má rovnici

gradf(x0) · (x− x0) = 0 .

2. tečná nadrovina ke grafu funkce u = f(x) , x ∈ Rn

v bodě grafu [x0, u0] ∈ Rn+1, kde u0 = f(x0), je dána
rovnićı

u− u0 = gradf(x0) · (x− x0) .

Libovolný vektor
x−x0 tečné nadroviny
k hladině je kolmý k
vektoru gradf(x0) .

Pro f : R2 → R má
tečná nadrovina k hla-
dině (tj. př́ımka) tvar
f ′x(x -x0)+f ′y(y - y0)=0
a tečná nadrovina ke
grafu funkce (tj. ro-
vina) má tvar u−u0 =
f ′x(x−x0)+f ′y(y−y0) .

Poznámka 5.1 : Graf funkce u = f(x) je vlastně nulovou hla-
dinou funkce g(x, u) = f(x)− u = 0 .
Tečná nadrovina k hladině funkce g v bodě [x0, u0] má tedy
tvar gradg(x0) · ([x, u] − [x0, u0]) = 0 a odtud dostaneme
gradf(x0) · (x− x0)− 1(u− u0) = 0 .

Př́ıklad 5.15 : Je dána funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.
Hladiny této funkce jsou kulové plochy, které lež́ı v R3; graf
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funkce f lež́ı v R4. Hladina procházej́ıćı bodem [x0, y0, z0]
má rovnici x2 + y2 + z2 = u0 , u0 = x2

0 + y2
0 + z2

0 .

Tečná rovina k této hladině v bodě [x0, y0, z0] má rovnici

a1(x−x0)+a2(y−y0)+a3(z−z0) = 0 , ~a = gradf(x0, y0, z0) ,

tj.
2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0 .

Tečná nadrovina ke grafu této funkce lež́ı v R4 a má rovnici

u− u0 = 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) .

Cvičeńı 5.3 : Ke grafu funkce f(x, y) = x2 +y2 v R2 určete
rovnici tečné roviny (v R3) v bodě B = [1, 2, ?] . [B =

[1, 2, f(1, 2)] = [1, 2, 5] , gradf(1, 2) = (2x, 2y)[1,2] = (2, 4) ⇒ tečná

rovina je u− 5 = 2(x− 1) + 4(y − 2) . ]

Definice 5.13 : (směr r̊ustu, poklesu)
Vektor ~s ∈ Rn, (‖~s ‖= 1) se nazývá směrem r̊ustu (po-
klesu) funkce f v bodě x0 , jestliže

∃ δ > 0 : f(x0 + t~s ) > (<)f(x0), ∀ t ∈ (0, δ) ,

tj. ve směru ~s se hodnota funkce f zvětšuje (zmenšuje).

Věta 5.9 : (směr r̊ustu, poklesu diferencovatelné funkce)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě x0 . Vektor ~s ∈ Rn,
je směrem r̊ustu (poklesu) funkce f v bodě x0 , jestliže

gradf(x0) · ~s > 0 (gradf(x0) · ~s < 0) .

(Tedy vektory gradf(x0) a ~s sv́ıraj́ı ostrý (tupý) úhel.)

Př́ıklad 5.16 : Určete, zda vektor ~s = (1, 3) je směrem
r̊ustu(poklesu) funkce f(x, y) = x2 + y2 v bodě B = [1, 1] .
Protože gradf(1, 1) · ~s = (2, 2) · (1, 3) = 8 > 0, tak vektor
~s je směrem r̊ustu funkce f v bodě B .
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