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10 Diferencialni rovnice

10.1 Motivace

Na 1icet v bance vlozime v ¢ase ty = 0 penize v hodnoté z(0) . Pti
uroceni s dennim urokem u mame po t; dnech na uctu zustatek

Na uctu tedy ptribude z(t1) — z(0) = 2(0) ut; a rychlost rustu

je w = 2(0)u. "Okamzitou zménu”uctu dostaneme pro
t1 — 0, potom lim =20 = >/(0) a

t1—to

Uvedena rovnost plati v libovolném case ¢. Tedy

a jejim (obecnym) feSenim je funkce z(t) = Ce", C € R.
Pro (pocétetni) podminku z(0) = 2y dostaneme zy = C'e' =
C' = zy a (partikularni) feseni nasi tlohy ma tvar

2(t) = zge™.

10.2 Diferencialni rovnice 1. radu

Definice 10.1:
Rovnice pro nezndmou funkci y = y(x), x € [, I C R, v niz

(diferencialni rovnice 1.radu)

vystupuje derivace 3 a kterd je zapsdna ve tvaru

F(z,y,y') =0
nebo vy = f(z,y) explicitni tvar

implicitni tvar

(1)

se nazyva obycejna diferencialni rovnice prvniho radu.
Diferencovatelnd funkce y = y(x), = € I, kterd spliuje
rovnici (1) pro kazdé x € I se nazyva reSeni diferencidlni
rovnice.

Podminka

y(xo) = Yo xo €1 (2)
se nazyva pocatecni podminka a uloha (1), (2) se nazyva
pocatecni (Cauchyova) tloha.

R. P. Feyman:

" Existuje jediny zpu-
sob formulace fyzikal-
nich zékonu, a to ve
tvaru diferencialnich
rovnic.”

Nejen fyzika, ale i e-
kologie, biologie nebo
chemie popisuji své
vztahy pomoci dife-
rencialnich rovnic.

z(t) = Ce*

z

Zobrazeni f:R"™ — R
se nazyva funkce n-
realnych proménnych.
Funkce f = f(z,y) je
funkce dvou realnych
proménnych.



Teéné vektory v ro-
viné-xy maji tvar

(1,y'), resp. (1, f(z,y)).

Izoklina je geomet-
rické  misto  bodu
[z,y], ve  kterych
tecné vektory k in-
tegralnim kiivkam
jsou rovnobézné.

Rovnici izoklin piseme
ve tvaru f(t,z) = C
(C' je konstanta) .

Geometricky  inter-
pretujeme obecné
reseni diferencialni
rovnice 1. tadu jako
jednoparametricky
systém kfiivek.

Integralni krivka
singularniho feseni
tvofi  tzv. obdlku
systému krivek
obecného teSeni. V
bodech integralni

krivky  singularniho
feSeni je poruSena
jednoznacnost TeSeni
pocatecni ulohy.

y(r) = oo+ O)F

Y
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Definice 10.2:  (geometricky popis dif. rovnice 1.radu)
Graf feseni y = y(x) diferencidlni rovnice (1) se nazyvé in-
tegralni krivka diferencialni rovnice.

Funkce f(z,y) z rovnice ¢y = f(z,y) urcuje smérové pole
diferencidlni rovnice, coz je systém tec¢nych vektoru ke grafu
fesen.

Mnozina bodu [z, y], pro které je funkce f(z,y) konstantni se
nazyva izoklina.

Priklad 10.1 : Pro diferencidlni rovnici ¢y = x maji

rovnice izoklin tvar x = ¢, c¢ je libovolné ¢islo, coz jsou
primky rovnobézné s osou y.

Obecné Teseni mé tvar y = "%2 + C = p(z,C). Integralni
kiivky jsou paraboly. Pro poc¢atecni podminku y(0) = 3 ma
pocatecni uloha (partikuldrni) feseni tvar y = %2 +3.

Definice 10.3: Obecnym reSenim diferencialni rovnice
Yy = f(x,y) se nazyvéd funkce p(z,C) zdvisla na volitelném
parametru C' takova, ze k libovolné bodu [z, yo] € D(f) (D(f)
je definicni obor funkce f) existuje (jediny) parametr C
takovy, ze yo = @(z9, Cp) a funkce y(z) = ¢(z, Cy) fesi danou
diferencialni rovnici na 1.

Jestlize kazdym bodem integralni krivky néjakého teSeni y
diferencialni rovnice prochazi jina integralni ktivka, pak g
nazyvame singularnim reSenim rovnice.

Priklad 10.2: TReSenim rovnice

ylzy%

je kazda funkce tvaru

y(x) = ﬁ(x +C)? (C' je libovolna konstanta) .

Nulové funkce y(z) = 0 je vsak také feSsenim dané rovnice.

Je to singulérni feseni, nebot libovolnym bodem [z, 0] prochéz{
. ’ ’ >~ Y o~ z - 1 3

integralni kiivka feseni tvaru y(z) = 5=(x — x9)°.

Cuvicent 10.1: Dokazte, ze obecné teseni tzv. Clairautovy
rovnice

' —ay +y=0
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je funkce y(x) = Cx — C* a singuldrni feseni m4 tvar
y(z) = 12%. Nakreslete integrdln{ krivky.

[ Zderivovanim a dosazenim do puvodni rovnice ovéfime tvrzent. |

Vétal0.1: Funkce y = y(x), = € [ je feSenim pocatecni
ulohy (1), (2) praveé tehdy, kdyz je feSenim integralni rovnice

y@%ﬂm+/f@w@D%- 3)

Dukaz :  Necht y(z) je Fesenim Cauchyovy tlohy (1), (2).
Integrujeme-li rovnost

Y (z) = flz,y(x)),

od zy do x, pak dostavame

x € (xg,x1),

mm—yu@:/}@w@»%.

Protoze y(x¢) =y, spliiuje funkce y(x) integralni rovnici (3).

Necht naopak y() je feSenim integralni rovnice (3), tj. plati
va) =+ [ FEu€) e, zel.
o

Potom y(xy) = yo a derivovanim podle x dostavame

Y (z) = fz,y(z)).

Vétal0.2: (Peanova, Picardova)
Predpokladdame, ze funkce f(z,y) je spojitd na obdélniku

D= (z0—0,20+0) X (yo—¢, Yo+¢). Polozime M:[m]aa%f(x, Y),
x,y|€

h = min{d, i7}. Potom v intervalu (xg—h, z¢9+h) exis-
tuje teSeni y(x) rovnice y' = f(x,y) s pocatecni podminkou
y(xo) = yo.-

Necht navic existuje konstanta L > 0 takovd, ze

Ve (xg—0,z0+9), Yyi,y2 € (Yo — €,y0 + €) plati

|f(x7y1>_f(may2)‘ S L |y1_y2| )

pak existuje préavé jedno feseni ulohy (1), (2).

(lipschitzova podminka)

y(r) = Cz — C?

i
A

Necht g(&)=f(&, y(§))
a funkce G je primitiv-
ni funkce k funkci g,
potom G(z)—G(zg) =
[ a(&) d§ a plati
(G(2)—G(z0)) =g(x)
= f(z,y(z)) .

Dokazat existenci a
jednoznacnost TeSeni
ulohy  je  jednim
z  hlavnich  1kolu
matematické analyzy.

Napriklad rovnice
y = signx

reSeni nema.



Rudolf Otto Sigismund
Lipschitz (1832-1903).

se kromé difer-
encialnich rovnic
vénoval rovnéz studiu
kvaternionu, difer-
encialni geometrii
ap..

7, predpokladu vety
(10.2) vyplyva

| Joo F(&y(8)) dE| <
Jao 176 9(€)) | dE <

Mh  a zaroven
[Ynt1(z) — yn(2)] <
Lh |yn<w> - ynfl(x)’ .
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Pozndmka 10.1: Dukaz véty (10.2) je zalozen na Picardoveé
iteracni metodé postupnych aproximaci. Definujeme
nultou aproximaci

yo(x) = Yo

a dosadime ji do pravé strany v (3); dostaneme prvni
aproximaci

yi(z) = yo+/f(§,yo) d€.

Po dosazeni y;(x) do pravé strany v (3) dostaneme druhou
aproximaci

yol®) = yo + / £, (€)) deé.

Obecné n-ty krok itera¢niho procesu je dan formuli (n-tou
aproximaci)

(&) = 0 + / F(E ynr (6)) d.

Dostaneme tak posloupnost postupnych aproximaci

yo(x), y1($>, y2(37)7 SRR yn(x)7 SR

ktera za predpokladu véty (10.2) konverguje a limitni funkce
y(z) = lim y,(z) je feSenim dané pocatecni 1lohy.
n—oo

Priklad 10.5: Urcete priblizné feseni pocatecni dlohy

jako n-ty ¢len posloupnosti postupnych Picardovych aprox-
imaci. K vypoctu uzijeme iterac¢ni formuli

X

y(z) =1+ / Yo (€) d.

0


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Lipschitz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Lipschitz.html
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Mame tedy

—_

yo(z) = )
yi(z)= 1+ [1d§=1+uz,
0

)

pole)= 1+ [ +E)de=1+az+2
0

p(@) = 1+ [ (1+e+5+. .+ &) de=
0
l+a+5+5+.. .+

Z Taylorova rozvoje funkce e* lze dokazat, ze

lim y, () = y(x) = e”.

10.3 Metody reseni diferencialnich rovnic 1. fadu

P1i feSeni diferencidlnich uloh se budeme snazit najit obecné
feseni ulohy (1) a také feseni pocatecéni tlohy (1), (2).

Metoda primé integrace.
1. Chceme najit obecné teseni rovnice
y = flz),
Uréime systém primitivnich funkci k funkci f, tj.

y(x) = F(x)+ C .

rzel.

2. Chceme-li najit feSeni pocatecni tdlohy

y/:f(x)v xE[,

y(éﬁo) = Yo,
pak

a) ze systému primitivnich funkel y(zx) = F(z) + C vy-
bereme takovou, ktera spliuje pocatecni podminku

yOIF(iEo)-FC

(Graf funkce y prochézi bodem [z, yo] .)
Odtud vypocteme C' = yg — F'(xy), takze
y(@) = F(z) +yo — F(x).

Francouzsky mate-
matik Charles Emile
Picard (1856-1941).

se  hlavné zameéril
na studium analyzy,
teorie funkci, difer-
encidlnich rovnic a
analytické geometrie.

Poznamenejme, 7€
neexistuje zadna
univerzalni  metoda

na fteSeni vSech typu
diferencialnich rovnic.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Picard_Emile.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Picard_Emile.html

Piiklady

10 Matematicka analyza 2

b) nebo vyuzijeme vétu (10.1), potom
a) =wn+ [ £(€) de.

Tento vysledek lze samoziejmeé také psat ve tvaru
y(r) = yo + F(x) — F(x9), nebot F(z) = [ f(§) d§
Zo

(primitivni funkce vyjadiend integrdlem s proménnou
horni mezi, viz definice 8.10 v MA1).

Priklad 10.4: Resime pocétecni tlohu

y =2° +sinz, y(0)=1, z€R.

a) Z obecného teseni

4

y(xr) = %—Cosx—l—C

vypocteme konstantu C"

l1=-1+C = C(C=2.

Resgeni tlohy m4 tvar: y(z) = %4 —cosz + 2.
b) Piimou integraci dostaneme:
X
74
y(z) :1+/[§3—|—sin§] dle—i—z—cosx—l—l.
0
Metoda separace proménnych.
Touto metodou fesime rovnice typu
x
y = M, kde fi, fs jsou dané funkce.
f2(y)
.. o« , d_y _ filx)
Rovnici muzeme psat ve tvaru i = Ll Tesp-

fo(y) dy = fi(x) dx (separace proménnych)

a chapat jako rovnost dvou diferencidlu. Protoze y = y(z), pak
integrovanim dostaneme rovnost

/ﬁM@M@%z/ﬁ@%,
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neboli
By(y(z)) = Fi(z) + C,

kde Fi, F5 jsou primitivni funkce k funkcim fq, fo.

Pozndmka 10.2: Vztahu Fy(y(z)) = Fi(x) + C tikame
funkciondlni rovnice pro nezndmou funkci y(z). Také se
nazyvé obecny integral dané diferencidlni rovnice, nebot
jeji feseni y(x) je obecnym feSenim diferencidlni rovnice.
Rikdme také, ze obecné feseni je obecnym integralem déno
implicitné.

Priklad 10.5: Stanovme obecné feseni (obecny integrél)
diferencialni rovnice

/ X

y==—"
siny

Separaci proménnych pfevedeme rovnici na tvar

d
& = siny dy = x dx

dr  siny
a integrovanim dostaneme

2
—Ccosy = % +C obecny integral

nebo

—z% —2cosy = 2C implicitni tvar reSeni.

Rovnice umoznujici prechod k separaci proménnych.

Rovnici tvaru
y = f(ax + by + ¢) rovnice s primkou

prevedeme substituci © = ax+by+c na rovnici se separovatelnymi Priklady
proménnymi.

Priklad 10.6: Priklad

dy 2z —y+1)+dx(de —2y+6) =0

vyresime substituci u = 2x —y+ 1 = du = 2dx — dy =
dy = 2dx — du, potom
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(2dr —du)u+dx (2u+4) =0
—duu+dr(du+4) =0

dx:iﬁdu
t4+C=121(u—Inju+1|)
4+ C=102r—y+1—-In]2z —y+2|) obecny integral.

Rovnici tvaru

y = f(z,y), kde VteR: f(tx,ty) = f(z,y)

pievedeme substituci u = £ na rovnici se separovatelnymi proménnymi.

Priklad
S Priklad 10.7: Piiklad
vyfesime substituci v = £ = wr =y = y = vz + u,

potom
vr+u=e'+u

—e ' =lInlx|+C

_eL% =In|z|+C obecny integral.

10.3.1 Ortogonalni systémy integralnich krivek.
Pripomenme, ze dvé

pifmky ve smeérnico- Z definice (10.2) vime, ze integralni kiivky rovnice
vém tvaru ,
y = kiz+ g y = flz,y)
U= m' + © tvoii jednoparametricky systém kiivek a ze funkce f(x,y) urcuje
jsou kolmé, jestlize v bodé [z, y] smérnici teény k jedné z téchto kiivek. Potom hod-
ky- ko =—1.

nota —@ uréi smérnici piimky kolmé (normadly) v tomtéz
bodé. Proto obecné feseni (obecny integral) rovnice
PR
f@,y)

urci systém integralnich kiivek ortogonalnich k systému puvodnimu.
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Priklad 10.8 :

diferencialni rovnice ”ortogonalni” rovnice
I _ Y /I __ _
obecné tfeseni
y(x) =Cx y*+ a2 =C
systém pfrimek systém kruznic se
prochazejici pocatkem stredem v pocatku

Vidime, ze znalost jednoho systému dovoluje uré¢it systém orto-
gonalni. S ulohami tohoto typu se muzeme setkat napr. v teorii
pole (systém silocar a systém ekvipotencidlnich c¢ar).

10.4 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Definice 10.4: Diferencialni rovnice tvaru

/

Yy =alx)y+blx), xzel (4)

se nazyva linearni diferencialni rovnice 1. radu. Funkce
a(x) se nazyva koeficient rovnice a funkce b(z) prava
strana rovnice (4). Rovnice

/

y =a(x)y
se nazyva homogenni diferencialni rovnice.

. ) ) . Priklady
Reseni rovnice (4) metodou variace konstanty.

1. Uréime obecné feSeni homogenni rovnice
y =a(zr)y separaci proménnych
fd—yy = [a(x)dr A(z) je primitivni
In|y| = A(x) + K funkce k funkci a(x)

ly| = eA@HE K € R, polozime C = +eX
yp, = C el obecné Teseni homogenni rovnice
y = eAl®) se nazyva fundamentalni reSeni

2. Reseni nehomogenni rovnice (4) hledame ve tvaru:

y(z) = C(z) @ variace konstanty C'.



Zakladem metody
variace konstanty
je hledat fteseni vy
ve tvaru  soucinu
dvou funkci, tedy
y = C'yy, . Po dosazeni
do (4) dostaneme
C'yn+Cyp=aCyp+0,
coz  plati,  pokud
Cy, = aCuy, a zaro-
ven C'y, =b.
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Po dosazeni do rovnice (4) dostaneme
C'(z) e + O(z) e a(x) = a(z) C(x) e + b(x) .
Tedy

C'(zx) ™ — b(z) = CO(x) = / :iz)) dz

a partikuldrni FeSeni rovnice (4) ma tvar
b() 2
yp(x) = / oA() da - 7).

3. Pro obecné feseni y nehomogenni rovnice (4) plati

b
Y =yn+ Yy, neboli y = C el 4 / /(1($)) di - eA@)
e X

Obecné feseni rovnice y' = a(x)y + b(x) je souctem obecného
feSeni prislusné homogenni rovnice a partikularniho reseni ne-
homogenni rovnice.

Priklad 10.9: Najdéte obecné feseni rovnice 3y’ = y+e?®.

1. Homogenni rovnice vy’ =y mé& obecné feSeni
yp(z) = Ce”* (e* fundamentalni feseni) .
2. Reseni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru
y(r) =C(z)e", tj. v =C'(x)e" + C(x)e”.
Po dosazeni do puvodni rovnice obdrzime
C(z)e" 4+ C(z)e” = C(z)e” + ™,

tj. C(z)e* =e* = C(Clr)=e"+K.
Bez jmy na obecnosti polozime K = 0 (K e” je ho-
mogenni feSeni) a dostaneme partikularni reseni

3. Obecné feseni nehomogenni rovnice ma tedy tvar

y(r) = yp(x) + yp(z) = Ce” +e* .
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10.4.1 Bernoulliova rovnice

Definice 10.5: Diferencidlni rovnice tvaru
y +a(@)y=>0b(x)y", n#0,1, zel (5)

se nazyva Bernoulliova rovnice.
. N ) Pitklady
Bernoulliovu rovnici vydélime y", dostaneme

y y
— +a(r) = =b(z
) ()yn ()

a pak pomoci substituce

ji prevedeme na tvar

z

1_n—|-a(x)z:b(x),

coz je linearni diferencidlni rovnice fesSitelnd metodou variace
konstanty.

Priklad 10.10:  Vyiesime rovnici ¢ +xy = 21°.

Nyni n=3 a 2=y = 2/ =-2y73/.
Po dosazeni do puvodni rovnice dostaneme

Z/

—§+:Ez:x = 2 —2rz=—-2x.

Vytesime linearni rovnici

1. hom. rovnice 2. part. Tfeseni
/ _ 1zt
2 —2x2=0 C'e" = —2x
2 2
z, = Ce* C=¢e"
N _CL‘Q .’172 N
p=ec e =1

3. obecné reseni

r=Ce" +1 = y2=Ce" +1
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10.5 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

Definice 10.6 : Necht ag(z), ai(z), ..., an_1(x), f(x), z€l
jsou realné funkce. Linearni diferencialni rovnici n-tého
Ffadu pro neznamou funkci y = y(z) se nazyva rovnice

g™+ ar1(z)y’ +ao(x)y = f(z), xe€l. (6)

Zkracené piseme

Lly| = f,
fikame, ze L je linearni diferencialni operator n-tého
radu. Je-li f(xz) =0, pak se rovnice (6) nazyva homogenni,
jinak nehomogenni.
Funkce y = y(x), kterd spliuje rovnici (6) pro kazdé x € [
a pro xy € I splinuje pocatecni podminky

y(@o) = vo, ¥'(x0) = w1, -, " (@) =yar  (7)
se nazyva feSeni pocatecni tlohy (6), (7).
Analogii k Peano-Picardové vété zarucujici existenci a jed-
noznacnost feseni pro rovnice 1.7adu je nasledujici véta.

Vétal0.3: (o existenci a jednoznacnosti)

Necht funkce ag, ai, ..., a,—1, f jsou spojité na otevieném
intervalu I C R. Pak pocatecni tiloha (6), (7) mé pravé jedno
feSeni definované na celém intervalu /.

Priklad 10.11 : Rovnice

y' +4y =0

je diferencialni rovnice 2. fadu. Tato rovnice ma nekonec¢né
mnoho feSeni. Jsou to naptiklad funkce

y1(x) =sin2x, yo(x) = cos2x
a jejich libovolna linedrni kombinace
y=Cry1r + Cayp obecné feseni .

Pocatecni podminky y(0) = 1, /(0) = 0 spliuje funkce
y = cos2z. Podle predchozi véty (10.3) je tato funkce
urc¢ena jednoznacné (as = l,a1 = 0,09 = 4,f = 0 jsou
spojité funkce na R).
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Dale budeme predpokladat, ze ag, a1, ..., a,, f jsou spojité
funkce na otevieném intervalu I C R a a,(z) # 0 na [I.

Definice 10.7:  Funkce yi(x), y2(x), ..., yu(x), = € [
se nazyvaji linearné zavislé, jestlize existuji konstanty
c1, Co, ... ,C, takové, ze alespon jedna je nenulova a plati

Veel: cuy(x)+cy(z)+...+cyn(x)=0.

V opacéném pripadé iikdame, ze funkce yi(x), ya(z), ..., yo(x)
jsou linearné nezavislé.

Véta10.4: Funkce yi(x), ..., y,(z), které tesi rovnici
Lly] = 0 na I, jsou linedrné zdvislé pravé tehdy, kdyz de-
terminant

n(r)  ya(z) Yn()
(9 ACs ' (x
n—1 n—1 n—1
V@ @) e )
Determinant W (x) se nazyva Wronskian.
Dukaz :

a)’ =7 Podle predpokladu méame linearné zavislé
funkce y1(z), ..., yn(x). Potom existuji konstanty
ci, Co, ...,c, takové, ze alespon jedna je nenulova
a plati

Veel: cuy(r)+cy(x)+...+cpyn(x) =0.
Postupnym derivovanim dostaneme rovnice

cy1(x) + coyo(x) + ... + cpyn(x) =0,
1y (x) + cayn(x) + ...+ ey, () =0,

clygnfl)(a:) + @yénil)(x) + ...+ cnyr(bnfl)(x) =0.

Tato soustava s nulovou pravou stranou ma netrivialni
feseni (cy, co, . . ., ¢;). Proto determinant soustavy W (x)
musi byt roven nule.

Priklady

Také tikame, ze exis-
tuje netrivialni linear-
ni kombinace takova,
ze

cayr+ ...+ ey, =0.



Operator L spliuje
L[CTZH + ...+ C:yn] -
ALyl +...+c, Ly,
fikdme, Ze je linedrni.
Zaroven

Lly;]=0, i=1,...,n,
tedy Lly] =0.

V dukazu véty jsme
dokazali: W (xg) =0
= Y1, Y2, -- -, Yn jSOU.
linearné zavislé =

Wi(x)=0,Vzel.

Mnozina K se nazyva
jadro operatoru L.

Konstanty c;, co mo-
hou byt i z télesa kom-
plexnich cisel.

Existence a  jed-
noznacnost funkei y;
plyne z véty (10.3).
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b) 7«7 Dukaz povedeme piimo. Predpokladdme, ze
existuje xg € I takové, ze W (xy) = 0. Potom soustava

c1y1(x0) + coya(xo) + ... + cnyn(o) =0
1y (xo) + cavh(o) + - .. + eyl (o) =0

(n—1) (n—l.)

cay; (mo) +eoyy  (xo) ...+ cnyfzn_l)(xo) =0

mé nenulové feseni (cj, ..., c). Funkce
y(x) = cjyi(x) + Sya(z) + ... + Cyn(x)
spliiuje rovnici L[y] = 0 a pocateéni podminky
y(wo) =0, ¥ (x0) =0, ..., y" V(wg) = 0.

Tyto podminky vsak splnuje i nulova funkce, tedy po-
dle véty o jednozna¢nosti (10.3) je y(z) = 0 na [ a
funkce y1, 19, . . .
dokazat.

, Un, jsou linearné zavislé, coz jsme chtéli

Priklad 10.12: Funkce y; = e %, yo = e Tesi rovnici

y'(z) —y(z) =0 mna R
a plati
W(z) = det ( _Z_I °, > —2  VzeR.

Funkce e™", e* jsou linearné nezavislé.

Vétal0.5: Oznacme K = {y(z) : L[y] = 0} mnozinu vsech
reSeni homogenni rovnice. Potom K je linearni prostor di-
menze n.

Dukaz : Necht funkce y;,y2 € K, pak zfejmé také jejich
libovolnd linearni kombinace ciy; + coyo € K. Podobné lze
overit i dalsi vlastnosti linearniho prostoru. Ukazeme, zZe
dimenze prostoru K je n.

Oznacme y; € K, 1 = 0,1,...,n—1 takové funkce, které
vyhovuji po¢atecnim podminkam
Wia) == {7 127 ®

(67 - se nazyvé Kroneckerovo delta).
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Necht y je Feseni rovnice L[y] = 0 splitujici po¢dtecni podminky
y(xo) =co, Y'(w0) =c1, ..., y(”‘l)(azo) =c,_1, pak funkci y
lze vyjadrit ve tvaru

n—1

1=0

Ptitom funkce yo, y1, - . ., Yn—1 jsou podle véty (10.4) linedrné
nezévislé, nebot Wronskian

yo(ﬂio) yl(ﬂfo) yn—1<x0)
or | @) i) Voalwo) | _
' (wo) y' N (wo) .. w7 (o)

vzhledem k pocatecnim podminkam (8). Tedy dané funkce
tvori bazi prostoru K.

Definice 10.8 : Baéze prostoru K se nazyva fundamentalni
systém homogenni diferencidlni rovnice L[y] = 0. Funda-
mentalni systém je tvofen n linedrné nezavislymi funkcemi

y1(x), yo(z), ...\ yn(x), z€I.
Funkce

y(x)=cry1(x) + coya(x) + ... + cpyn(x), kde c¢1,¢9,...,¢,

jsou libovolné konstanty, se nazyva obecné feSeni ho-
mogenni rovnice.

Volbou konstant c¢q,co,...,c, nebo pocatecnich podminek
y(xo) =yo, ¥ (x0)=y1, -, ¥y Hx0) = Y1 ziskdme FeSeni
(pocatecni) ulohy.

Priklad 10.13 : Fundamentalni systém rovnice y” +y = 0
je tvoren funkcemi

yi(x) =cosz, ya(zr) =sinz

a funkce
y(x) = c1cosx + cysinx

je obecnym Tfesenim dané rovnice.



Piiklady
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10.6 Metody resSeni rovnic n-tého radu

10.6.1 Homogenni rovnice
Eulerova rovnice
Rovnice
2"yt a2y o ay +agy =0,

kde ag, ay,...,a,_1 jsou redlné konstanty, se nazyva Eulerova
rovnice. Je to linearni rovnice se specialnimi proménnymi koe-
ficienty a jeji fundamentalni systém tvori funkce ve tvaru

y(x) =2, (popi.z*Inz,.... 2 In"1z) XeC.

Vyklad provedeme na piikladech.

A) (jednoduché koteny) Pro rovnici
5133y/” . 3332y” + 6:cy’ . 6y —0

chceme stanovit takové hodnoty parametru A, aby funkce
y(z) = 2 byla fesenim této rovnice. Protoze 3 = Az~ 1,
Yy = A\ — 12?2 ¢y = M- 1)\ - 2)z*3, pak po
dosazeni do diferencialni rovnice obdrzime

PAN=1)(A=2)2 3 =32 A A1)z 2 +62 =62 = 0,
tudiz
(N —6XN+11N—6)2* =0.

Tato rovnost je splnéna (pii x # 0) pouze pro kofeny
A =1, Ay =2, A3 = 3 uvedeného polynomu. Trojice funkci

n(x) =z, ypr)= $2, ys(x) = z°

je linedrné nezavisla, nebot piislusny Wronskién je nenulovy
(W(z) = 223, x # 0), a tvoif tedy fundamentalni systém
Eulerovy rovnice. Obecné feSeni rovnice ma tvar

y=Crax+ Coz?+Cya’.

B) (vicenasobné koteny) 'V piipadé, ze A je k-ndsobnym
korenem polynomu piislusného Eulerové rovnici, potom k to-
muto kofenu méame k linedrné nezavislych teseni tvaru

yi(z) =2, @) =2 lnz, ... y) =2 "z,

patiicich do fundamentalniho systému.
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Pfi feSeni rovnice
22y +3xy +y=0
dostaneme:
y(x) =2,y = A1y () = A\ — 1)2* 2 a po dosazent

AN = Dar 2+ 3z P+ 2 = 0,
M2 A4+30+1 = 0,

A 42N+1 = 0,

Mo = 1.

Do fundamentalniho systému rovnice tedy patii funkce
yi(z) =1, yo(x) = 1Inz a obecné FeSenf rovnice m4d tvar

1 1
y201—+02—lna:.
X X

C) (komplexni kotfeny)

Jsou-li kofeny polynomu Eulerovy rovnice komplexni, mo-
hou byt funkce fundamentélniho systému (tj. komplexni
funkce redlné proménné)

xa—l—zb’ xa—zb7

resp. TP Infx, 2P Infr,
nahrazeny realnymi funkcemi

2% cos(blnz)In” z,
2% sin(blnz) In* z .

xzcos(blnx),  resp.
% sin(bln ),

Pr1i feSeni rovnice

x2y// +:Uy’+y —0
dostaneme:
AN = Dar 2ot t +2r =0,
AM+1 =0,
M =1 A= —1.

Do fundamentdlnfho systému tedy patif funkce (x) = z*,
ya(x) = 27" mnebo yi(z) = cos(Inx), y2(r) = sin(lnx)
a obecné Teseni rovnice ma tvar

1

y = Cq cos(Inzx) + Cy sin(lnx) .

Vyuzijeme-li vztahu
Clb — eblna (a > 0)
a Eulerovy identity
e = cosx +isinx,
pak pro x > 0 do-
staneme
2® = cos(blnx)+
i sin(blnx).
(Pro z < 0 volime
In(—x) misto Inz.)

Poznamenejme, ze
Ly +iys] =0 <=
Liyi]+iLlys] = 0 &
Liyi]=0A L[ys]=0.



Priklady
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Metoda charakteristické rovnice

Reseni homogenni{ linearni diferencidlni rovnice n-tého fadu
s konstantnimi koeficienty

any™ + a1y Y 4y Fagy =0
hleddme ve tvaru y(z) = e (popt. ze’, ... ¥ 1eM), kde éiselny
parametr A je kofenem charakteristické rovnice (charakter-
istického polynomu)

ap N 4+ ap A N 4+ A+ ag = 0.

A) (jednoduché koieny)  Reseni rovnice

y' =4y’ +3y =0
hleddme ve tvaru y(z) = e .

Potom y'(z) = XM, y"(x) = A2%eM a po dosazeni do
rovnice mame A\%e* — 4 e’ + 3eM = 0. Hleddme tedy
koreny charakteristické rovnice

N —4\+3=0,

které jsou \; = 3, Ay = 1. Fundamentalni systém rovnice
je tedy tvofen funkcemi €3*, e* a obecné FeSeni rovnice mé
tvar

y(x) = Cre* + Cye® .
B) (vicendsobny koten) Chceme vyftesit rovnici
y///_3y//+3y/_y:0.
Jeji charakteristicka rovnice
A =3 4+31—-1=0

ma trojnasobny (k=3) koten A = 1. V tomto piipadé je
fundamentalni systém rovnice tvoren funkcemi

T T 2 x

yi(r) =e", wyalz) =ze", y3(x) =1e
a obecné feSeni rovnice ma tvar

yzCleerC’gxeerngQex.



Matematicka analyza 2 23

C) (komplexni kofeny) Hleddme obecné feseni rovnice
y" + 4y + 13y = 0.

Kofteny charakteristického polynomu A2 44X+ 13 jsou kom-
plexni ¢isla Ay = —2 4+ 3i, Ay = —2 — 37. Fundamentalni
systém je tvoren funkcemi

“2430)T — 0727 (cos 3w 4 i sin 3x),

cos 3z — isin 3x),

yi(x) = el

y2(x) — e(—2—3z‘)x — e—Qz(
které lze zapsat jako linearni kombinace funkeci

f1(x) = e % cos 3z,
Go(z) = e *sin3x.

Méme tedy jinou bazi linedarniho prostoru K ={y : L[y]=0}
a obecné TeSeni tak muzeme psat ve tvaru

y(r) = e *(C} cos 3z + Cysin3x) .

Cvicent 10.2: Stanovte obecné reSeni rovnice

y' — 2y —3y=0.
[y(z) = Cre™™ + Che* ]

Cvicent 10.3: Vyfteste rovnici

y(5) . 3y(4) + Sy/// . y// —0.

[A12 =0 dvojnasobny kofen a 345 =1 trojnasobny kofen, obecné
feSeni y(z) = C1 1+ Cox + Cze® + Cyze® + Cs x%e” .|

Cviceni 10.4 : Vyfteste rovnici

y W 4+ 8y" + 16y = 0.

[ A2 = 2i dvojnédsobny kofen a A3 4 = —2i dvojnasobny koten, obecné

feseni y(z) = Cy cos2x + Cyx cos 2z + C3 sin 2z + Cyx sin2x . |

Metoda snizovani radu

je specidlni metoda pouzivana v piipadé, ze jedno feSeni y(x)
homogenni rovnice jiz zname. Potom dalsi partikularni reseni
hleddme ve tvaru y(x) = yi(x)-z(x) . Ukdzeme si to na prikladu.

7 linedrni algebry
vime, ze jestlize kom-
plexni ¢islo z=a-+1b
je kofenem polynomu,
potom  také  kom-
plexné sdruzené c¢islo
z=a—1ib je kofenem
daného polynomu.

Piiklady
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Priklad 10.14:  Chceme stanovit fundamentalni systém
a obecné teSeni diferencialni rovnice

(14 2% y" — 22y +2y=0.
1. Jedno partikuldrni feSeni je yi(x) = z.
2. Druhé feseni hledame ve tvaru y(z) = x z(x), pak
Y =242, oy =22 +z"
a dosadime do puvodni rovnice, tj.

(1+2%) (22 + x2") — 222 — 22%2' + 222 = 0
27 + 222 4+ 232 — 2% + 22" + 2wz — 222 =
27 + (x+2%)2" = 0.

|
o

Ozna¢ime v = 2’ a dostaneme rovnici 1. fadu (snizeni
radu) pro funkei v

20+ (z+2°) =0.

Separaci proménnych vypocteme

1+ z? .
v(z) = ot tj. z(:z:):x—;.

3. Druhé partikuldrni reseni je tedy tvaru

yo(z) = y1(x) - 2(x) = (x—l> =z2—1.

X

4. Fundamentdln{ systém je yi(z) =z, yo(x) = 2> — 1.

5. Obecné feseni ma tvar
y(x) = Oz + Cy(a* — 1).

Cviceni 10.5: VyTeste metodou snizovani fadu rovnici

i
2
y —

Ly =0
r—17 T 177

jestlize jedno partikularni feSeni je y1 = x.

[Obecné teseni je y(z) = Cix+ Cye” .|
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10.6.2 Nehomogenni rovnice

Metoda variace konstant
pro feseni nehomogennich linearnich diferencialnich rovnic n—tého
radu

LIy = an(@)y ™ +a, 1 (2)y" V4 -+ (@)y'+ao(z)y = ().

1. Uréime fundamentalni systém y; (), yo(2), . . ., yn(z) a obecné
FeSeni

un(x) = Cryn(z) + Coya(x) + - + Cryn(2)
homogenni rovnice L[y] = 0.

2. Partikularni feseni nehomogenni rovnice L[y] = f hleddme
ve tvaru

yp(r) = Ci(z) y1(w) + Co(x) yo(w) + - - + Cp(w) yu()

kde funkce Ci(x), Co(z), -+, Cp(x) ziskdme jako Feseni
soustavy
Ciyip + Cip +- 4+ Cyn = 0,

Ciyy, + Gy + -4+ Cly, = 0,

Ciyy" ™+ O™ + -+ O™ = 0,
Cig" "V + OV o O = I

an(x)

3. Obecné teseni puvodni nehomogenni diferencidlni rovnice
je souctem homogenniho a partikularniho reseni

y(x) = yn(z) + yp() .

Priklad 10.15: Stanovme obecné tfeSeni rovnice

(1423 y" — 22y +2y = 2.

1. Uréime obecné feSeni homogenni rovnice (viz metoda
snizovani fadu piiklad (10.14))

yn(z) = Cra+ Cy (3:2 —-1).

Priklady

Po dosazeni obecného
tvaru partikularniho
feseni y,(x) do puvod-
ni rovnice, dostaneme
jednu rovnici s n ne-
znamymi funkcemi
Ci(x), -+, Cplx).
Prvnich n — 1 rovnic v
dané soustaveé si tedy
muzeme volit.
Determinant této
soustavy je  Wron-
skidn, ktery je podle
vety 10.4  nenulovy.
Uvedena soustava ma
tedy feseni



Jestlize 1y je feSenim
homogenni rovnice
Llys) = 0, pak také
LICy,=0,VC eR.
Jestlize tedy maéame
spravné TfeSeni ho-
mogenni rovnice,
potom v  metodé
variace konstant musi
vypadnout cleny
zZ nederivovanymi

funkcemi Cy, Cy .
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2. Partikularni feseni y, nehomogenni rovnice hleddme ve

tvaru
yp() = Ci(z) @ + Co(w)(2® — 1).

Po zderivovani: y), = Clx + Cy (2> — 1)+ C1 + 22 C;.
Polozime Cfxz+ Cy(x*> —1) =0 a znovu derivujeme
y, = C1 +2C5 + 22 Cy. Po dosazeni do dané rovnice
obdrzime (1+4z?)(Cj+2C)+2x Cy) —2z (C1+2x Cs)+
2(Crz+ Cy(2? — 1)) = 2, odtud po tpravé dostaneme
(1+ 23 (C) +22Ch) = 2.
Dostavame soustavu algebraickych rovnic pro neznamé

funkce Cf, C%:

Ciz +Cy(z*—1) = 0,
Cl +2z2C, = 5.
Odtud
0 562—1‘
Cf = %ﬁ _2931 =t = Ci(n) = 72 + Ki.
1 2z

(bez Gjmy na obecnosti pokldddme : K; = 0).

r 0
! 1 xQL—H 2x —1
CQ = 2 = 2417 :>CQ($)ZW+(K2:O).
1 2T ‘
Partikularni reseni dostavame ve tvaru
—2x -1 ., —3r%+1
yp(x) 1+I’2x 1+$2(£L’ ) 1+$2
3. Obecné teseni ulohy je tedy funkce

—3x2+1

y(x) = ynle) +ypla) = Cra+Ca (o = 1) + =

Cuviceni 10.6 : Metodou variace konstant vytfeste pocatecni
ulohu y" — 2y +y=¢€", y(0)=1,y(0)=1.

[Obecné feseni y(z) = Cie” + Cyxe” + %e’” , feSeni poc. ulohy
y(x) = e’ + e’ ]
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Metoda odhadu

na rozdil od metody variace konstant je tato metoda pouzitelna
pouze pro rovnice s konstantnimi koeficienty a se specialni pravou
stranou tvaru

y(n)+an—ly(n71)+' ) ""aly/"i'a()y:eax(Pn(x) cos bx""Qm(x) sin bx)a

kde P,(x), @m(x) jsou polynomy stupné n, resp. m; ¢islo a+ib Prklady
je tzv. kritické ¢islo pravé strany.

1. Metodou charakteristické rovnice najdeme obecné teseni
yn () homogenni rovnice.

2. Partikuldrni feseni y,(z) nehomogenni rovnice hledame ve
tvaru

yp(x) = "™ (Ri(x) cos bx + Si(z) sinbx) .

kde r je ndsobnost kritického ¢isla a+1b jako korene charak-
teristické rovnice (pokud @ + ib neni kotenem charakteri-
stické rovnice, pak r = 0) a polynomy Ry(x), Si(x) jsou
stupné k = max{n, m}.

3. Obecné teSeni rovnice ma tvar
y(z) = yn(z) + yp(z) .

Priklad 10.16 : Metodou odhadu stanovime obecné reSeni
rovnice

y/l_2y/+,y:ex.

1. Charakteristickd rovnice je A>~2A+1 = 0, m4 dvojndsobny
kofen A =1 a homogenni feSeni mé tvar

yp, = Cre* + Cyze”.
2. 7Z rovnosti
e’ = e"(P,(x) cos bx + Q,, () sin bx)

vyplyvda a =1, 0=0,n=0, m=0 = k=0,
Ro(z) =R, So(x) =S, kde R, S jsou konstanty. Kri-
tické ¢islo a +1b =1 je dvojnasobny koten charakter-
istické rovnice, tedy r = 2.
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Partikularni feseni nehomogenni rovnice hledame ve
tvaru
2«
yp(r) = 27" R,

potom ¥ (z) = R [2ze”+z%e"], y)(z) = R[2e"+2ze"+
2ze” + x*e”]. Po dosazeni y,,y,,y, do dané rovnice
muzeme vypocitat neznamou konstantu R:

R (2" + 4ze® + x%e® — 4we” — 22%” + 2%e?) = ¥,
= 2R=1, tj. R=1,
a partikularnim fesenim je funkce yp(z) = 37"

3. Obecné fesenf ma tvar y(z) = Cre” + Chze” + 5 x?e” .

Princip superpozice

Ulohu L[y] = fi+ fo rozdélime na dvé Lyl = fi, Liy] = f.
Jestlize funkce y; Tesi Llyi] = fi a funkce yy tesSi Llys] = fo,
pak funkce y = y; + y» je Fesenim puvodni tulohy L[y] = f1 + fo.

Priklad 10.17: Rovnici y"4+4y = 2sin x+cos 3x rozdélime
na dvé ulohy

Yy’ +4y = 2sinx a Yy’ + 4y = cos 3z,

pak jednotliva partikularni reseni jsou

Yp, = %sinx Yp, = —% cos 3r

a partikularni feSeni puvodni rovnice méa tvar

—2¢ipy -1
Yp = 58inx — £ cos 3.

10.6.3 Fyzikalni aplikace
Kirchhoffuv zakon v tzv. RLC obvodu

Necht i(t) je proud v elektrickém obvodu v zavislosti na case t,
ur je napéti na odporu R > 0,
uz, je napéti na civce s indukei L > 0,
uc je napéti na kondenzatoru s kapacitou C' > 0,
u(t) = Upsinwt je napéti na svorkéch zdroje,



Matematicka analyza 2 29

potom plati ug + ur + uc = u(t), nebo-li

t

Ri(t) + Ldi(t) + l/i(’r) dr =u(t), t>ty.

dt C

to

Hledame-li funkci ¢ = i(¢) spliujici tento zédkon, pak derivovanim
obdrzime diferencialni rovnici 2. fadu pro neznamou funkci #:

L——|—R——|—i:oncoswt.

Rovnice mechanického systému

Uvazujeme jednoduchy mechanicky systém pohybujici se po nerovném
povrchu. Vertikdlni pohyb se fidi Newtonovym pohybovym zakonem

my"(t) = —ky(t) —vy'(t) + F(t),

kde y = y(t) je casové zavisla vychylka télesa od klidové polohy,
m > 0 je hmotnost systému,
k > 0 je tuhost pruziny,
v > 0 je koeficient tlumeni.

v~/

1. F(t) = —[kp(t) +v¢(t)] (buzeni vlivem nerovnosti terénu),

2. F(t) = Fycoswyt (periodické vnéjsi buzeni).

Rovnice elektrického obvodu a jednoduchého mechanického
systému se z matematického pohledu nelisi, a proto hovorime
o rovnici kmita (elektrickych, mechanickych). Prava strana
Fiy coswyt predstavuje tzv. vnéjsi buzeni, pricemz Fj je ampli-
tuda a wy frekvence vnéjsiho periodického buzeni. K jednoznac¢nému
urceni téchto funkci musime navic znat poc¢ateéni hodnoty y(o), v/ (o),

resp. i(tp), dic(;;())

Reseni prislusné pocatecni ilohy se nazyva odezva systému
na pocatecni stav a na vnéjsi buzeni.
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Greenova funkce
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10.7 Okrajové tlohy pro rovnice 2. radu

Okrajovou ulohou nazveme linearni diferencidlni rovnici 2. fadu

az(2)y" + a1 (2)y + ao(z)y = f(x), (9)

kde as(x) # 0,a1(x),ap(z), f(x) jsou funkce na intervalu (a, b)
s okrajovymi podminkami

o y(a) + b1 ?/(CL) =M at, B, € R, (10)
a2 y(b) + B2y (b) =72 ag, B2,72 € R.

Podle tvaru okrajovych podminek také délime okrajové tlohy

na nasledujici typy.

Dirichletova okrajova tuloha

Pii této tloze hleddme funkci y = y(z), x € (a,b) tak, aby
platilo

as(2)y" + a1(x)y’ + ap(x)y = f(x), x € (a,b),
y(a) =m, y(b) = 1.

kde v1, 72 jsou dand realna cisla.
Neumannova okrajova tuloha
Nyni hleddme funkci y = y(x), x € (a,b) tak, aby platilo

CLQ(ZU)y” + al(m)y/ + CL()(ﬂf)y = f([l?), S (a7 b) )
y'(a) =m, ¥'(b) =7.

Priklad 10.18 :

a) Dirichletova tloha
y' +y=0, x € (0,m),
y(0) =0, y(m)=0.

Obecnym fesenim tlohy je  y(z) = Cicosz+Cysine
a z okrajovych podminek dostaneme

0 = Cicos0+ Cysin0, C; =0,
0 = Cicosm+ Coysinm, CyeR.

Regenfm okrajové tlohy je funkce y(z) = Cysinz.

Piiklady

John Von Neumann

(1903-1957).

teoreticky vybudoval
ideu samocinného
pocitace s programem
ulozenym ve vnitini
paméti a nékteré casti
teorie automatu a
kybernetiky.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Von_Neumann.html

Vidime, ze otazky re-

Sitelnosti okra-
jovych  tloh  jsou
mnohem  kompliko-

vanéjsi ve srovnani s
pocatecnimi tulohami,
kde stacila  spoji-
tost koe- ficientu k
jednoznacnosti feseni.

Obecné pro
operatorovou rovnici
Lly] = Ay hleddme

vlastni ¢islo a vlastni
funkci, které spliuji
danou rovnici.
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b) Neumannova tloha

y' +y=0, r € (0,b),
Yy (0) =, V() =,

v1=—C1 sin 04+ CY cos 0,

Y9 =—C4 8in b+ C5 cos b,

y(x)= Cycosx+Cysinz,
y(z)=—Cysinx+Cy cos x,

Co =71, 72—y cosb=—Cisinb.

Protoze vy, 79, bjsou dana ¢isla, mohou nastat nasledujici
situace

1. sinb 75 0, potom C) = J1cosb—ys

: a uloha ma tedy
sinb
jediné Teseni

cosb —
y(zr) = n 72 cosa + vy sin .

sin b
2. sinb =0, y9—7; cosb = 0, potom ma uloha nekonecné
mnoho feseni tvaru

y(x) = Crcosx + yrsinz,

kde ' je libovolné realné ¢islo.
3.sinb = 0, 79 —ycosb # 0, pak neexistuje feseni
dané ulohy. Naptiklad

y'+y=0,90) =1, y(m) =2

nemd zadné feSeni. Zde b=m, y1 =1, 7o =2.

Okrajova tuloha s parametrem

neboli Sturmova-Liouvilleova tloha je specidlnim pripadem
okrajové tlohy (9). Nyni hleddme parametr A a nenulovou funkci
y(x) #0, = € (a,b), tak, aby platilo

az(2)y" + a1(z)y’ +ap(x)y =Ny  x € (a,b)
s homogennimi okrajovymi podminkami

ary(a) + B1y'(a) =0,
azy(b) + B2y'(b) = 0.

Ta hodnota parametru A, pro kterou existuje nenulové feSeni

y(z) této ulohy, se nazyva vlastni ¢islo dlohy a funkce y(x) se
nazyva vlastni funkce dlohy odpovidajici vlastnimu ¢islu .
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Priklad 10.19 : Urcime vlastni ¢isla a vlastni funkce okra-
jové ulohy

—y" =Xy, y(0)=0, y(r)=0.

Pro A < 0 a pro A = 0 vyplyva z tvaru obecného feseni, ze
tloha ma pouze nulové feseni (provéite!).
Pro A > 0 mé& obecné teseni tvar

y(z) = C) cos V Az + Cysin VA

7, okrajovych podminek dostavame soustavu rovnic pro neznamé
konstanty C, Co

0=C1-1+Cy-0,
0 = C4 cos VAT + Oy sin V.

Odtud
01 = O, 02 sin \/Xﬂ' = 0.

Aby mohlo byt C # 0 (zajimé nas nenulové feseni!), musi
nastat rovnost

sin VAT = 0, tj. Vo = k.

kde k=1,2,3, ...
Pro hodnoty A = X\, = k% : (1,4,9,16,...) ma okrajova
tloha nenulové Teseni

yr(z) = Cysin k.
Dostavame tak posloupnost vlastnich ¢isel
{1,4,9,16,...}
a posloupnost jim odpovidajicich vlastnich funkci je

{sin x, sin 2z, sin 3z, . . . }.

Piiklady



Priklady

Resenfm soustavy jsou
napiiklad funkce

y1 =k sin(v/ky ko),

Yo = ko cos(v/ k1 ko).

Vektorovou funkci
Yy = y(z) Ttesici poca-
tetni ulohu muzeme
geometricky interpre-
tovat jako paramet-
rické rovnice kiivky,
fyzikalné pak jako po-
lohovy vektor pohy-
bujictho se bodu ve
fazovém prostoru.

Hovotime o fazové
kiivce nebo trajek-
torii soustavy.
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10.8 Soustavy linearnich diferencialnich rovnic 1. fadu

Motivace: Systém lovec-korist
Necht funkce 3; popisuje pocet lovci (napi. lisek) a funkce
Y2 pocet kofisti (napf. zajict). Velice zjednodusené si muzeme
predstavit, ze rychlost ptibyvani loveu (tj. y}) je pfimo imérna
poctu kofisti, neboli y| = kiys, ki € RT. Zaroven rychlost
ubytku kofisti (tj. —y5) zavisi pfimo dmérné na poctu lovceu,
tedy plati —y5 = ko1, ko € RT. Dostavame tak soustavu dvou
diferencialnich rovnic o dvou nezndmych
v, = k1ys,
—yp = ka1

Obecnou soustavu linearnich diferencialnich rovnic 1. radu
piSeme ve tvaru

Yy = an(z)yr + ar2()ys + . .. + ar(2)y, + b1 (),
Yo = a2 (®)y1 + az(@)y2 + ... + az(x)yn + ba2(),

kde a;j(z), bi(z), 7,7 = 1,...,n jsou funkce definované na
néjakém intervalu 7. Jestlize oznacime
aj1(x), app(x), ..., ap(x)
Alz) = as1(x), asn(z), , Qo (T) |
a1 (2), ana(x), ..y apn(x)

b(x) = (bi(x), ba(x), .., bu(@))7,
J(@) = (y1(x), y2(2), - . . yn(2))",
muzeme soustavu psat v maticovém tvaru
i’ = A(x)ji(x) + b(x).

Podobné jako v definici (10.6) formulujeme pocatecni tdlohu.

j'(x) = Alx) §lx) + b(x), (11)
37(270) = fo, X € [, ZEQ e R" (12)

Vektorova funkce i = ¢(z) spliujici rovnici (11) a pocatecni
podminky (12) se nazyva feSeni pocatecni dlohy.

Matice A(z) se nazjvd matice soustavy, vektor b(z) se
nazyvéa vektor pravych stran. Je-li g(x) =0, potom se sous-
tava (11) nazyvda homogenni.
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Poznamka 10.3: Kazda soustava n diferencialnich rovnic

—

Liadu y' = Ay + b(x) , kde

[0 1 0...0 0 1 ()

0O 0 1 ... 0 0 yo(x)

A= A Jb(@)=| i | @) =] vs(=)
0 0 0 ... 1 :

\—P0—P1—P2 - -—Pn-1 f(x) Yn(2)

je ekvivalentni linearni diferencialni rovnici n-tého radu

W 4 panu Y - o 4 poy = f(x).

Pfipomenme, Ze v8echna teseni homogenni rovnice L[y] = 0
lze zapsat ve tvaru y, = ciy1 + cys + -+ + cpyn, kde
funkce y1,yo, - - - , Y, tvori fundamentalni systém rovnice (viz
definice (10.8) a véta (10.5)). Podobné lze ukazat, ze vsechna
feseni homogenni soustavy ¢’ = A(x)y se daji vyjadrit jako
linedrni kombinace jednoho (zvoleného) fundamentélniho
systému.

10.9 Metody reSeni soustavy diferencialnich rovnic

Metoda pievodu na jednu rovnici n-tého fadu (elim-
ina¢ni metoda)

Ptrevodem na rovnici 2. fadu najdeme feSeni homogenni soustavy
diferencialnich rovnic

912491—23/27
Yy =11+ V2.

Z 2.rovnice vyjadiime y; = y) — yo, zderivujeme y| = yi — yh
a obé rovnice dosadime do 1.rovnice. Dostaneme

/

Yy — Yo = 4(ys — y2) — 2y2 = Yy — By + 6y = 0.

Obecné fegeni této rovnice ma tvar yo(x) = C1e’*+Che®® | potom
yl(x) = (CleSx + Cge%)’ — (C’le?’x + 026233) = 20163”3 + C’QGQQj .
Obecnym vektorem feSeni soustavy je vektorova funkce

~ B 2016333 + 02623: B 26390 6233
y(l’) - ( Cle?)z + 0262x - Cl eBx +CQ eZ:c :
\T_/ \_\_‘,_/

Y1 Y2

Na soustavy difer-

encialnich rovnic
pouzivame stejné
metody  jako  pro
rovnici jedinou.
Pouziti téchto metod
je  vsak  slozitéjsi,

zvlastée kdyz matice
A nema specialni
tvar (diagondlni,
trojuihelnikovy,
Jordanuv).

Obecné soustavu
y'(z)=A(2)y + b(x)
prevadime na jednu
rovnici n-tého
radu derivovanim,
napiiklad prvni
rovnice, a postupnou
eliminaci ostatnich
neznamych funkci.



V pripadé, ze mame n
ruznych vlastnich ¢isel
matice A, pak kazdé je
jednonasobné.
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. 237 ez
Rikame, ze vektorové funkce y; = v | Yo = o2 tvori

L , . 2631’ 6290
fundamentalni systém soustavy a matice Y = < 3r  ox | S€
e’ e

nazyva fundamentalni matice soustavy.

/ . = C ~ ~ 7/
Oznacime-li vektor konstant ' = ( C’l ), pak Teseni soustavy
2
) ) . 2 3x 2x Cf .
muzeme psat ve tvaru y = ( 631, eQx ) : < ! > =Y. -C.
e’’ e Cy

Vsimnéme si, ze ¢isla A\ = 3, Ao = 2 jsou vlastni ¢isla mat-

ice soustavy A = (11l ?) a vektory hy = (f),fw = (1)

jsou jim odpovidajici vlastni vektory. Obecné TeSeni soustavy
tedy mizeme psat ve tvaru j(x) = CihieM® + Cyhge?® . Tento
poznatek zobecnime v nasledujicim paragrafu.

Metoda fundamentalniho systému a fundamentalni mat-
ice

Nyni mame homogenni soustavu n diferencidlnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty

J' =Aj, xzel. (13)

Resenf soustavy (13) hleddme ve tvaru i = he’®  kde h je kon-
stantn{ vektor. Po dosazeni do (13) dostaneme Ahe’™ = Ahe’ |

nebo-li
(AL— A =0, kde I je jednotkova matice.

Tudiz A je vlastni ¢islo matice A a h je odpovidajici vlastni
vektor. Ruznd ndsobnost vlastniho ¢isla vede k nésledujicim
moznostem.

a) Necht \;, i =1,...,n jsou navzdjem ruzna vlastni
¢isla (obecné komplexni) matice A a h; (i =1,...,n) jsou

odpovidajici linedrné nezavislé vlastni vektory. Potom vek-
torové funkce
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jsou linedrné nezavisla feseni homogenni soustavy i’ = Ay
a tvori fundamentalni systém dané homogenni soustavy.
Matice Y(x) (fadu n), jejiz sloupce jsou tvoreny funda-
mentalnim systémem, tj.

Y(z) = (ﬁleAlx, Ege)‘ﬂ, e fzneA"l)

se nazyva fundamentalni matici soustavy (13).

Obecné fteSeni soustavy (13) definujeme jako vektorovy
nasobek fundamentalni matice

§2) = ¥(2)- C,
resp. v rozepsané podobé
J(x) = CrhieM® + Cyhge™™ + - - - + Cphpe?,
kde C' = (C1,Cs, ..., C,)T je libovolny konstantni vektor.

Priklad 10.20 : Urcéime fundamentalni matici a obecné
feSeni soustavy

Y1 = Sy — 2ys — 2y3
Yh = —2y1 + Y2+ Y3
yh = 14y; — 6ys — 6ys3 .

Zde mame
5 —2 =2
A= -2 1 1],
14 —6 —6
A—2>5 2 2
det(AL—A)=det 2 A—1 —1 | =A(A=1)(A+1).
—14 6 N\+6

Vlastni ¢isla a odpovidajici vlastni vektory matice A jsou:
M=0, h=(0,1,—-1)T (feseni soustavy —Ah=0),
Ao=1,  hy=(1,0,2)T  (feSeni soustavy (I — A)h=
A3=—1, hy=(1,—1,4)7 (feSenf soustavy (—I — A)h=0).
Fundamentalni matice ma tedy tvar

0 1 1 0 e e*
Y(z)= L,{0 e -1 ]e*|l=[1 0 —e*
—1 2 4 —1 2e" 4e™"

a obecné teSeni ma tvar

y(x) = Y(x) - C = Clﬁl + 02;_7:263: + C3Ege_x.
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b) Necht )\; je ri-ndsobnym vlastnim &islem matice A.

v v/

linedrné nezavislych vlastnich vektort matice A ptislusnych
vlastnimu ¢islu A. Abychom se vyhnuli pouziti Jordanova
tvaru matice A, musime se spokojit s konstatovanim, ze ve
fundamentalnim systému, fundamentalni matici a v obecném
feseni vystupuji linedrni kombinace funkei typu (viz také
metodu charakteristické rovnice pro diferencidlni rovnici n-
tého tadu)

N et gl Ml <y
Vektorové funkce, které ve fundamentalnim systému prislusi
vlastnimu ¢islu A; budeme hledat ve tvaru

Pa(w)
o) = | ;(x) e
Pun(a)

kde koeficienty polynomu P;;(z) stupné nejvyse r—1 uréime
z pozadavku, aby funkce 7(x) byla feSenim soustavy a aby-
chom dostali chybéjici linearné nezavisla reseni. Sestrojime
pak fundamentalni matici Y(x) a obecné feseni vyjadiime
ve tvaru

g(.T):Y(I')C_:, C_::(CDCQ)"'?CTL)T'

Priklad 10.21:  Stanovme obecné feseni, fundamentalni
systém a fundamentalni matici soustavy 3’ = Ay tvaru

= 2y —y2,
yéz Y1 -
2 —1

Matice A = (

) O> dané soustavy méa dvojnasobné

vlastni ¢islo A2 = 1 a jeden vlastni vektor ho=(1,1)7.
Odpovidajici teseni ¢(x) = he” nestac¢i k urceni obecného
feSeni. Budeme jej proto hledat ve tvaru

ﬁ(x) (a1 t+agx o
y a b1 + ng '
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Dosazenim do soustavy 3’ = Ay dostaneme

a1 + asx o a9 o 2 —1 [ o1t ax o
b1+b2x bg a 1 0 bl—l—ng

neboli
a1 + as2x + a9 :2a1—|—2a2x—b1—b2x,
by + box + by = a; + asx.

Odtud plyne
by =as, bi=a—ay;

takze obecné teSeni méa tvar

(x)= 01+ 027 e’ =a ! e’ +a v e”
(a1 — as) + asx 1 2\—1+2 '

Fundamentalni matici sestavime z funkeci fundamentalniho

<y

systému, tj.

Y@”::(Sz(—fTZyﬁ>

a snadno provérime, ze plati Y = AY.

Pozorovani: obecné feseni lze upravit na tvar

y(x)=a; (1) e+ as ((_(1)) +x (D) " =a1he” + ay(7 + xh) ¢,

kde h = (1, D)7 je vlastni vektor matice A odpovidajici dvojndsobnému

vlastnimu ¢islu A2 = 1 a ¥ je nenulové feSeni nehomogenni
soustavy (A — X\ D)v'=h.

Priklad 10.22: Najdeme obecné feseni soustavy

?/1: U1
Yy = Y2+ U3
yé: Ys

Koreny charakteristické rovnice

A—1 0 0
det 0 A—1 -1 |=WX=13%=0

jsou

K vicenasobnému
vlastnimu c¢islu muze
patfit vice linearné
nezavislych vlastnich
vektoru,  popripadé
"Tetézec vektoru”.
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Vlastni ¢islo A = 1 je trojnasobné. Obecné feSeni proto
hledame ve tvaru

ay + a2 + CL3[132
g(x)= b1+ box + bzz* |e”.
c1 + o + 322
Dosazenim do puvodni soustavy a po vydéleni e” dostaneme
as+ 2a3x + a1+ asx + a3r? = a1+ asx+azx?
by + 2bsx + by + box + b35132 = by +box —|—bg£1]2 +C1 —f—CgZL‘—i—CgZL’Q
Co + 2¢3% + €1 + o + 322 = ¢; +cox +c32” .

Odtud plyne

as= as 2a34+ as = as as+ a; = ay
b3 = b3 +c3 2bg+by=by+cy by+ by = b+
c3 = C3 2c3 +co = o co+cp =cq,

neboli a2:a3=0,a1 ER,bgzcl,bgzo,bl ER,CQZC?,IO,
c1 €R. Obecné teseni ma tedy tvar
Vlastnimu ¢islu A=1
piislusi dva linearné aq 1 0 0 0
nezavislé vlastni vek- J@)=|b+az|et=a| 0 e +bi| 1 |e*+ar|| 0 |+2| 1 |]e®
tory hl = (17 07 O)T7 c 0 0 1 0
hy = (0,1,0)T a s vek- 1
torem h, tvoli fetézec
vektor ¥ = (0,0,1)T.
Priklad 10.23: Stanovme obecné reSeni a fundamentalni
matici soustavy

n= —n+y,
Yy —y2 + 4ys
yh =y —4ys .

Koreny charakteristické rovnice

A+1 -1 0
det 0 X+1 —4 | =X+6)\2+92=0
1 0 A+4

jsou
)\1’2 = —3, /\3 = 0.
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Vlastnimu &fslu A3 = 0 pifslusi vektor hs = (1,1, }l)T a dvojnasobnému
vlastnimu ¢islu Ay o = —3 piislusi jeden vlastni vektor le =

(1, —-2,1)L. Obecné fesen{ hleddme proto ve tvaru

a; + asx
Glx)= by +byx e 4 a3
c1 + cx

0-x

W =
@

Dosazenim do soustavy urcime vztahy mezi ay, as, by, bs, c1, co,
tj.
2a1 —as+ by =0, 2a1 + by =0,
2[)1—b2+461:0, 2b2+402:0,
—c1—co+a; =0, —cy+ay=0.

Pomoci a1, as vyjadiime ostatni koeficienty:

b1:a2—2a2, b2:—2a2,
C1 = ay —ay, Co = a9 .

Takze obecné Teseni soustavy ma tvar

ai + asx 1
J(@)=| (az — 2a1) —2asx | e +az| 1 | =
(a1 — as2) + asx %
1 T 1
=a| —2|e4+a| 1 -2z |e 3 +as| 1| =
1 -1+ }1
1 0 1 1
=a;| =2 e + ay 1 |+z| =2 ]e*4as| 1 |=
1 —1 1 X

= alﬁle%x + CLQ(?T"‘ .%'}_1)1)6731 + agflg ,

kde ()\172]1 - A)El = 6, ()\172]1 - A)U = El, ()\3]1 - A)ﬁg = 6
Fundamentalni matice soustavy ma tedy tvar

e~ 37 xe 3T 1
Y(z) = — e 3 (1— 231:)6_3“j 1],
e (=l4uz)e™® 1

a proto

y(x) =Y(z)-a, d=(a,as, CL3)T.
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Metoda variace konstant

Nyni mame nehomogenni soustavu diferencialnich rovnic
7' = A@)j+blz), zel (11)
a metodou variace konstant nalezneme jeji fesSeni.

1. Nejdiive vyfesime homogenni soustavu ¢’ = A(z)y. Reseni
homogenni soustavy mé tvar

() = Y(x) - C,

kde Y(z) je fundamentalni matice soustavy a C je vektor
konstant.

2. Partikularni feseni rovnice (11) hleddme ve tvaru

kde C(z) je vektor funkei. Po dosazeni do soustavy (11)
mame

Y (2)C(x) + Y(2)C'(x) = AY (2)C(z) + b(z) .
Protoze Y' = AY, tak plati

V() C'(e) = B(e)
C'(z) = Y!

Ptimou integraci urcime

—

C) = / YU (E)b(E) de

a partikulérni feéem soustavy (11) dostaneme ve tvaru
yp(@ z) [Y~ ) d€.

3. Obecné teseni nehomogenm soustavy ma proto tvar

7o) = o + o) = (o) (4 [ (00 ae)

kde C = (C1,Cs, ..., Cn)T je libovolny konstantni vektor.

Priklad 10.24 : Metodou variace konstant reSime soustavu

Yy =4y1 — 2ys + ",
Yy =11+ Y2+ e".
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1. Najdeme fundamentalni matici homogenni soustavy

3x 2x
€ €
Y(:C) - ( leSx 62:0 > :
2

_ 20737 Qe
Y 1(55) - ( —2x 26—2:10 > )

—€

2. Protoze

tak partikularni reSeni soustavy ma tvar

~ e3x e2x 0 —e”
yp(x) — <%e3x eQI)/(e—§> df: <_ex)

Pokud nechceme pocitat inverzni matici k fundamentalni,
pak vektor C'(x) ziskdme vyfesenim soustavy Y(z) C'(z)=
b(x), neboli

30 + ¥ (Y = e
5370+ ¥ Ch = e

3. Obecnym feSenim ulohy je vektorova funkce

()= (o i) (@) + ().

kde C, Cy jsou libovolné konstanty.



Rovnici 3/ = y Tesi ex-

ponencialni funkce e”,

jejiz Tayloruv rozvoj
oo Zn

Je n! °
n=0

Piiklady
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11 Posloupnosti a rady funkci

Motivace Pri feseni pocatecni ilohy
y'(z)=ylx), y(0)=1

muzeme formalnim derivovanim dostat

Tayloruv rozvoj funkce y v bodé 0 tedy bude mit tvar
(n) X xn
() = y(0) +y O) = 0) + - L0y =S

n=0
Reseni dlohy jsme dostali ve tvaru tzv. mocninné fady, kterou
budeme zkoumat v této kapitole.

11.1 Posloupnosti funkci

Definice 11.1: Priedpokladejme, ze funkce fi, fo, f3, ...
jsou definovany na mnoziné M C R. Potom zobrazeni
F:n — f,, n €N se nazyvd posloupnost funkci na
mnoziné M. Znacime F = {f,}>°,, zkracené {f,}.

Priklad 11.1:  fu(z) = % M =R.

n'?

Definice 11.2 : Posloupnost funkci {f,}1° je omezend na

n=1
mnoziné M, existuje-li konstanta K > 0 takova, ze pro
vSechna x € M a pro vSechna n = 1,2, ... plati
[fol2)] < K.

Priklad 11.2:  Posloupnost f,(x) = cosnx je omezenda
na mnoziné M = R konstantou K > 1.

Definice 11.3: Posloupnost {f,},> konverguje v bodé

xg € M, kdyz ¢iselnd posloupnost {f,(zo)} > konverguje.

Posloupnost {f,},;/> konverguje bodové na mnoziné M,

kdyz pro kazdé x € M &fselnd posloupnost {f,(x)}2) kon-

verguje. Mnozinu M pak nazyvame oborem bodové kon-

vergence a na M je definovana funkce f= f(z) vztahem
f(x) = lim f,(z), xze€ M.

n—oo

Funkce f se nazyva bodova limitni funkce posloupnosti
{f 1120, znacime f, — f.

n:l Y
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X

Priklad 11.8: Posloupnost f,(x) = £ konverguje bodové
k funkci f =0 na mnoziné M =R.

Posloupnost {z"}20, M = (0,1) m& bodovou limitu
0 weln),
fo={, i1

Posledni priklad ilustruje situaci, kdy posloupnost spojitych
funkci konverguje bodové k nespojité funkci. Proto bodovou
konvergenci ”vylepsime”.

Definice 11.4: Rekneme, Ze posloupnost {f.}'29 kon-

verguje stejnomérné na mnoziné M k funkci f = f(x),
jestlize

lim sup | () — £(z)| = 0.

n—o0 reM
Zmacime f, = f. Funkci f nazyvame stejnomérnou limi-
tou.

Pozndmka 11.1: Uvedeme ekvivalentni definice konvergence
posloupnosti funkei.

1. Bodovd konvergence na M:

Vee MVYe>0dng(e,x)Vn >ng: |fulx)—f(x)] <e,

2. Stegnomeérnd konvergence na M:

Ve>0dno(e) Ve e MVn>ng: |fulz) — flx)] <e.

Priklad 11.4:  (pokracovani piikladu (11.3))

Posloupnost {z"} na (0, 1) nekonverguje stejnomérné. Plati

totiz

sup |z" — f(x)]=1 VYneN.
x€(0,1)

Zvolime-li § € (0,1), potom na intervalu (0,0 ) posloup-
nost {z"} konverguje stejnomérné, nebot pro = € (0,0) je

f(x)=0 a

sup |z"|=d¢"—0 pro n— 0.
x€(0,9)

Zaroven plati lim 2" =1 VneN, lim f(z)=0.

r—1_ r—1_

Pokud  posloupnost
konverguje stejnomeér-
né, pak zrejmé kon-
verguje i bodoveé.



46

Matematicka analyza 2

Jinymi slovy:

lim lim 2"(z) = lim 1" =1.

n—oo r—1_ n—o00
lim lim z"(z) = lim 0 =0.
rz—1_ n—oo rx—1_

Vidime, Ze limity nelze zaménit.

Priklad 11.5: Necht f,(x) = % , n=1,2,.... Potom

Jim f,(r) = f(z) =0 ma R

a protoze
|sinnx| 1
sup tak f, =0.
reR \/_ \/_
Zaroven
lim f!(0) = lim v/ncos(0) = +oo0,
n—o0 n—0o0
ale

(lim £,(0))" = f'(z) =0
n—oo
Vidime, ze derivace limitni funkce neni limitou posloup-

nosti derivaci. Rikdme, ze danou posloupnost {f,} nelze
”derivovat ¢len po ¢lenu”.

Priklad 11.6:  Necht f,(z) = nx(1 — 2%)", x € (0,1).
Potom

f(z) = 7}1_{210 fo(x)=0 Vaxe (0,1).

Zéaroven pro integraly ¢lent posloupnosti plati

1 1
: : n 1
g [ fule) do =l fne(l=at) de = lim 5 70 =5
0 0
avsak
1
/ <hm fn(z d:c— / f(x
n—o0
0

Opét vidime, Ze nelze zaménit poradl limitovani a inte-
grovani, tj. limita posloupnosti integrali neni rovna in-
tegralu z limity. Rikdme, ze danou posloupnost nelze ”in-
tegrovat ¢len po clenu”.
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Vétall.l: (Postacujici podminka spojitosti, diferencov-
atelnosti a integrovatelnosti limitni funkce, zdménnosti limit)

a) Je-li {f,} posloupnost spojitych funkei na intervalu I,
ktera na I konverguje stejnomérné k funkci f, potom
funkce f = f(z) je také spojita na I.

b) Jestlize  posloupnost {f,} Riemannovsky inte-
grovatelnych funkei (f, € R(I), I = (a,b)) konverguje
stejnomeérné na I k funkci f(z), potom f € R(I) a plati

b

lim [ fu(z) dx:/hm fo(x dx_/f

n—oo
a a

c) Jestlize posloupnost {f,} konverguje v néjakém bodé
rg € I = {(a,b), f, jsou diferencovatelné funkce na
I a posloupnost derivaci {f'} konverguje stejnomérné
na I, potom i posloupnost {f,} konverguje stejnomérné
na I, limitni funkce f(z) = nh_)n(glo fn(z) je diferencovatelna

funkce na I a plati

lim /() = [lim f,@)] = £(@).

n—oo n—oo

d) Necht f, = f na (a,b) a pro kazdé n € N existuje
vlastni limita lim+ fn(x) = ¢,. Pak existuji vlastni limity
Tr—a

lim ¢,, lim f(x) a jsou si rovny.
n—0o0 T—a+

11.2 Funkc¢ni rady
Priklad 11.7: Vyraz

2 3 " +00 "
Hw+§+§+ +H+W:Zﬁp zeR,
n=

je fadou funkci 1, z, 2, , ... definovanych na R. Pro kazdé
pevné x € R dostavame c¢iselnou radu, kterd konverguje,
nebot podle d’Alembertova kritéria je
|2+ | Priklady

im S g g 1) vaer.
n—00 @ n—>oon—|—1
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Definice 11.5: Necht {f,(z)},}2{ je posloupnost funkef defi-
novanych na mnoziné M. Potom vyraz

D falw) = filx) + folz) + -+

se nazyva nekonecna rada funkci na mnoziné M. Funkce
su(@) = Y (@) = file) + fol@) + ... + fule)
k=1

se nazyva n-ty castec¢ny soucet fady a {s,(x)} je posloup-
nost castecnych soucta rady.
Existuje-li

lim s,(z) =s(z), xzeM,

n—oo

+00
potom funkce s(z), = € M, se nazyvéa soucet fady > f.(z).
n=1

Rikame, ze fada konverguje k funkci s(z) a mnozina M se
nazyva obor konvergence rady .

+00
Jestlize konverguje rada |fu(z)|, potom fikdme, ze tada
n=1

+00
> fn(z) konverguje absolutné.
Z absolutni konver- n=1

gence fady plyne (ne-
absolutni) konvergen-

ce fady (viz véta 5.11, "y B
MAT). Priklad 11.8: Rada

7 7 7

TR ) A e T

2+

je geometrickou radou s kvocientem g = H% <1, x2+#0,
a tedy konverguje pro kazdé x € (—oo0,+00) (pro x = 0 je
sice ¢ = 1, ale fada se sklada ze samych nul). Jeji soucet je

7 7’ 1+22 x40,
W= == 1o z =0
1422 1+22 )

Tedy soucet fady spojitych funkci existuje, ale neni to spo-
jita funkce.
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Pozndmka 11.2:
K tomu, aby soucet s(z) fady > f.(x), kde f,(x) jsou
n=1

spojité funkce, byl spojity, potfebl_ljeme podle véty (11.1),
aby posloupnost ¢dstecnych souctu {s,(z)} konvergovala k
souctu s(x) stejnomérné.

Vétall.2: (Weierstrassovo kritérium stejnomérné konver-

gence tady funkci)
+00 +00
Necht > f.(x) je fada funkcf na mnoziné M a > b, je
n=1 n=1
¢iselnd fada s nezdpornymi ¢leny b, > 0. Necht ddle plati

|fu(x)| < b, VnEN Ve e M
+00 e
atada ) b, konverguje. Potom tada > f,(z) konverguje ste-
n=1 n=1
jnomérné a absolutné na M (tj. konverguje stejnomérné na M

400
také fada > |fn(x)]).
n=1

. 400 400
Rada ) b, se nazyva majoranta fady »_ f.(x).

. 400
Priklad 11.9: Rada 21 2 konverguje podle vét (11.1)
n=
a (11.2) stejnomérné ke spojité funkei, nebot jeji majoranta
+00
>~ & je konvergentni.
n=1

11.3 Mocninné rady

Definice 11.6 : Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Po-
tom 100

Zan(x —x9)", z€R,

n=0

se nazyva mocninna rada se stredem v bodé z; € R.

Némecky matematik
Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass

(1815-1897).

se vyznamné podilel
na budovani teorie
funkci komplexni pro-
ménné pomoci moc-
ninnych tad.

Veéril, ze matematika
nesmi ztracet kontakt
s ostatnimi védami
a prispél k rozvoji
matematické fyziky,
optiky a astronomie.

Piiklady


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
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Veétall.3: e
1. Konverguje-li mocninnd tada > a,(xr — )" v bodé
n=0

xr1 # xo, potom konverguje absolutné v kazdém bodé x
otevieného intervalu urceného nerovnosti

|z — zo| < |x1 — 20 -
2. Diverguje-li mocninna rada v bodé xo, potom diverguje
v kazdém bodé x splnujicim nerovnost

|z — zo| > |x2 — 20 -

Dukaz : ad 1) Z nutné podminky pro konvergenci fady
400

> ap(ry —x9)" dostaneme lim |a,(x1 —z9)"| = 0 (véta
n=0 n—o0

5.1 MA1). Zaroven z konvergence posloupnosti plyne jeji
omezenost (véta 4.4 MA1), tj. 3K > 0: |ay,(z1 — 0)"| <
K.

Tedy pro |x — zg| < |x1 — x| plati

r— o |™

<an7

an(@ = 20)"| = lan (@1 = 20)" |
Pouzivame srovnani s I — o

geometrickou  tadou

IS kde ¢= ‘—; —0 ‘ <1 a podle srovnavaciho kritéria (véta 5.3
> q", ktera konvergu- 1 +OOO
;e:OpOkud lg| < 1 (viz MA1) fada 3 a,(z — 0)" konverguje absolutné.

n=0
ad 2) Dukaz této ¢asti véty provedeme sporem. Predpokladejme,
ze existuje bod w3 takovy, ze |3 — xo| > |z9 — 70| a Tada

MA1 pitklad 5.1).

+00
> an(x3—xp)™ konverguje. Potom podle bodu 1 musi kon-
=0
n oo
vergovat také fada _ a,(z2 — x)", a to je spor.
n=0

Dusledek 11.1: 7 predchozi véty (11.3) vyplyvd, ze existuje
400

¢islo R > 0 takové, ze mocninna fada | a,(z—xp)" konver-
n=0

guje absolutné pro z splnujici nerovnost,

|z — x| < R, tj. pro x € (zg — R, z9 + R)
a diverguje pro x splinujici nerovnost

v — 29| > R, tj.prox € (—oo,x9 — R)U (z9+ R,+0).



Matematicka analyza 2 51

Definice 11.7: (Polomér konvergence)

Cislo R > 0 s vyse uvedenou vlastnosti se nazyvd polomér
konvergence mocninné tady.

V pripadé, Zze mocninnd fada konverguje pro kazdé z € R,
klademe R = +o00.

Pozndmka 11.3: O konvergenci ¢i divergenci mocninné rady
v krajnich bodech xy — R a xyg + R nelze obecné nic
iici. V téchto bodech fada bud konverguje, nebo diverguje

v zavislosti na vlastnostech posloupnosti {a,}.

+00
Priklad 11.10: a) Mame fadu ). Z;. Pro pevné z € R
n=0

zkoumame absolutni konvergenci této rfady pomoci podilového
kritéria (véta 5.6 MA1). Protoze

L(n+1)
lim || gy 1B

tak dana rada konverguje pro vSechna x € R, tj. R = 4o0.

400
b) Mame fadu 21 Z-. Nyni pouzijeme limitni odmocni-

n=
nové kritérium (véta 5.6 MA1). Protoze

ZETL

n

lim ¢

- |l’|,
n—00

tedy dand rada konverguje pro vSechna x spliujici |z| < 1,
diverguje pro vSechna x splnujici |x| > 1 a polomér kon-
vergence R =1.

V krajnich bodech oboru konvergence musime vysettit danou

rfadu samostatne.
+OO 1 n
Pro =z = —1 tada ) (_n> konverguje podle Leibnizova

n=1
kritéria (véta 5.10 MA1).

+00
Pro z = 1 dostaneme harmonickou fadu Y~ 1, kter4 diver-

n=1
guje (piiklad 5.3 MA1).

Vypocet poloméru konvergence mocninné rady Pouzijeme-li odmocni-
nové kritérium, pak
obecene cheeme abv



Pro n— ty castecny
soucet teto rady plati

sn(1) = Zx =
Potom
_mn+1
|sn (@ )—s( )I—I — |
a sup = +400.
lz|<1

Odtud plyne, ze tada
S~ 2F  nekonverguje

stejnomérné na inter-
valu (—1,1).
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Z odmocninového (Cauchyova) kritéria lze odvodit pro polomér
konvergence vzorec:

1
 limsup /Ja,|

n—o0
Jestlize existuje lim ||, pak z podilového (d’Alembertova)
n—o0 n
kritéria dostaneme 1
R —

lim |2
n—oo

an+1

Vétall.4: (Stejnomérna konvergence mocninné rady)

Necht R € (0,00) je polomér konvergence mocninné rady

+00

> an(x—x0)" a 0 < € < R, potom mocninna fada konverguje

n=0

stejnomérné na uzavieném intervalu (zo — R+¢,20+ R —¢) .
+0o0o

Dikaz :  Podle véty (11.3) fada > a,(z — xp)" konver-
n=0
guje absolutné uvniti oboru konvergence, tj. ¢iselna rada

Z la, (R — €)"| konverguje. Pro vsechna |x — zg| < R — ¢

platl lan(x — 20)"| < |a,(R — €)"]. Podle Weierstrassova

+o0o

kritéria (véta (11.2)) tedy mocninnd rada Y a,(z — xg)"
n=0

konverguje stejnomérné pro vSechna x spliujici podminku

|z —x9| < R—c¢.

Vétall.5: (o derivaci a integraci mocninné rady)
Mocninné tady

400 d oo %
=Y Tlano =20}, F@) = [ anlt - ao)
n=0 n=0 Lo

maji stejny polomér konvergence R jako rada

400
s(z) = Z an(x — x0)"
n=0
aplati §'(z)=g(z), F'(x)=s(x) pro kazdé x € (xg— R, zo+ R).
+00 +00
Dikaz : Rada > I xa lan(z — x0)"] = Y nap(z — z0)" ! =
n=0 n=1
+00

> (m+ Dagi1(z — x9)™ ma polomér konvergence
m=0
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R/ — 1 — 1 = R
lim sup ”{/\(m—i—l)am_,_l\ lim sup 77{/(m—|—1) "V|am+1| ’
m—r oo m—r oo
+00
kde R je polomér konvergence puvodni fady > a,(z—x0)".
n=0

Z tvrzeni véty (11.4) vyplyvd, ze na uzavieném intervalu
I = (xo — R+ ¢e,20 + R — ¢) tfady g(z), s(z) konverguji
stejnomeérné a podle véty (11.1¢) plati

X

s'(z) = [Z an(x — l’o)n] = Z di[an(fﬁ — z9)"] = g(z)

pro kazdé x € I. Protoze £ >0 je libovolné malé, tak tvrzeni
véty plati pro kazdé x € (xog — R, xo + R) .
+o0 T

Pro (integraln{) fadu > [ a,(t —x0)"dt je dukaz podobny.

n=0zxg

Disledek 11.2: Mocninnou tadu lze uvniti oboru konver-
gence derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu, tj. derivace souctu
se rovna souctu derivaci a integral souc¢tu se rovna souctu in-
tegralu.

Priklad 11.11 : Pomoci predchozi véty (11.5) najdeme

400
soucet fady ) . Jejim derivovanim dostaneme geomet-
n=1
400 )
. ~ n _ ~ ~ . / 7/ /
rickou fradu ZO:U = 1. Zpétné po integrovani plati
n=

+00
> =—In|l—z| pro z€(-1,1).
n=1

Definice 11.8: Necht funkce f = f(x) mé derivace vsech
radu v bodé xg. Mocninna rada

+00
J (o
> L) gy
n!
n=0
se nazyva Taylorova rada funkce f. Jestlize se navic soucet

Taylorovy tady rovné funkci f, pak se funkce f nazyva ana-
lyticka funkce na oboru konvergence.



Mocninné rady
se po- uzivaji v teorii
aproximaci, pri kon-
strukci  primitivnich
funkci, pfi  TeSeni
diferencialnich rovnic
a velmi casto v teorii
funkci komplexni
proménné.
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Poznamka 11.4: Priiklady analytickych funkci jsou

E: 1 +Z (=™ 2n+1 & cr

r __ n : _ — n+ _ - n

e = On!$ , SINT = O(2n+1)!$ , COST = EO—(QH)! r.
n= n= n=

Kazda mocninna fada je Taylorovou tfadou svého souctu,
ale ne kaZda Taylorova tada funkce f konverguje k funkci
f. Napriklad funkce f(x) = |z| ma v bodé zy =1 vSechny
derivace a jeji Taylorova fadaje 1 (z — 1)+ 1 (z — 1) = =,
coz neni puvodni funkce (pro z < 0).

Uloha nalézt Taylorovu tadu funkce f se nazyva rozvoj

funkce f v mocninnou radu.
Taylorova metoda reSeni pocatecnich tuloh

Ptredpokladejme, Ze feseni y(x) pocatecéni ulohy ma v bodé zg

derivace vSech tadu. ReSeni pak hleddme ve tvaru

y" (o)
2!

uré¢ime z diferencidlni rovnice

y(z) = y(x0) + y'(20)(z — 20) + (x —x)” + ...

a hodnoty y(zo), ¥'(xo),
a z pocatecnich podminek.

Priklad 11.12: Resime pocateéni tlohu

y' ==y, y(0)=4, y'(0)=3.
Z, pocatecnich podminek plyne
"
0
y(x) :4+3($—0)+y2—(')($—0)2+... :

Z rovnice dostaneme postupnym derivovanim:
y'(x) = zy(x)
= y"(0) =0y(0) =0,
y"(x) = y(z) + =y (z)
:> y///(o)
y'"V (@) = y'(2) +y'(x) + 2y
=y (0

y(0) +0-4/(0)=1-4,

=

)
2y/(0) +0-y"(0) =23,

y"(x) = (n—2)y" I (z) + 2y (2)

= y"(0) = (n —2)y"2(0).
Obecné
y3(0) = (3n—2)(3n —5)---4-1-4,
yBr0) = 3n—1)(3n—4)---5-2-3,
y(3n+2)(0) —0.
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Po dosazeni do predpokladaného tvaru feseni dostaneme:
y(z)=4+ 3z + gad + Jat 4 ..

= 4432+ 4(3”‘2)82)‘!5)“'4'1953"+3<3”‘1(§<7§Z;ﬁ>“‘5'2:c3"+1.

n=1

Pozndmka 11.5: Aby vyse uvedeny formalni postup byl
opravnény, musime dokazat konvergenci vypoctené Tay-
lorovy rady. To vSak muze byt daleko komplikovanéjsi nez
cely predchazejici vypocet.

Metoda neurcitych koeficienta

(pro feseni diferencialnich rovnic)

Tato metoda se pouziva ke stanoveni fundamentalniho systému
linearni diferencialni rovnice. Piedpokladame, ze feseni y(x) je
ve tvaru mocninné fady se stiredem v bodé 0, tedy

+00

y(x):Zanx”:ao—i—alx—l—ang—l—... :
n=0

Formalnim derivovanim ”c¢len po ¢lenu” dostavame

+00
y(z) = naz"!
&
y'(z) = > n(n —1)a,z"? atd.

n=2

Po dosazeni do rovnice a vyuziti po¢ateénich podminek vypocitame
koeficienty a,, n=0,1,2,....

Priklad 11.13: Resime pocédtecni tlohu

y'=xy, y(0)=0,y'(0)=1.

Po dosazeni za y(x),y”(x) obdrzime:

+00 +00
g n(n —1)a,z" 2 =z E apx" =
n=2 n=0

+00
Z[(n +2)(n+ ayro — ap_1]z" + 2a2 = 0.
n=1

Odtud plyne:

a a a
2a9 = 0, az = 3%, ay = 15, a; = 55 = 0,

w

— as _ a4 _ Gy
a6 = 65 = 6532 a7 = 76 = 7643 atd.

=}
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Dostavame tedy

1’3 SCG xSn
y(r) = ao(l Tzt asss Tt Ese. @ En T )

I4 I7 z3n+1
+ay (2 + 31T 3467 T V3467 300G T )

Z pocatecnich podminek obdrzime
ap=y(0) =0, a =1v(0)=1.

Je mozné ukazat, ze vySe uvedend mocninna rada ma polomeér
konvergence R = 400, tj. feSeni pocatecni ilohy je defi-
novano na celém R.

Pozndmka 11.6: Obecné feSeni rovnice y” = zy muzeme
tedy psat ve tvaru y(z) = apy1(x) + a1y2(x) , kde

6

3

yi(r) =14+ 53 +55zs+--
4 7

yg(:r:) =$+§—4+%—|—....

Funkce y1,y2 jsou linedrné nezavisla tfeSeni dané rovnice,
ktera tvori fundamentalni systém.

11.4 Trigonometrické Fourierovy rady
Dosud jsme funkce hle-

dali ve tvaru mocnin- Definice 11.9: (Fourierova fada podle zédkladniho systému)
né fady, vyjadfovali Necht f € R({—=,x)). Trigonometricka fada
jsme je v "bazi poly- +o0
nomu” 1, z, 2%, .... o Z ;
» Ty T, — aj cos kx + by sin kx
Nyn{ zavedeme novou 2 - (a Ok )
"bazi trigono- =1
metrickych jejiz koeficienty jsou urceny vzorci

funke{” 1, sin z,
cos T, sin 2x, cos 2z, . . .

Piiklady

ak:%/f(g)coskgdﬁ, k=0,1,2,...,

bk:%/f(g)sinkgdg, k=123 ...,

se nazyva Fourierova fada funkce f podle (zdkladniho)
trigonometrického systému {%, cos x, sin x, cos 2z, . . } :
Koeficientim aj, b urcenym uvedenymi vzorci se fika
Fourierovy koeficienty funkce f a prislusné Fourierové
radé se také rika Fouriertiv rozvoj funkce f.
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Pozndmka 11.7: Chceme formalné vyjadrit funkci f ve tvaru

+00
flx) = § + > (arcoskx + bysinkx).
k=1

Po vynésobeni

s

funke{ sinnz a integrovan{ dostaneme [ f(z)sinnzdr =
-7

s

1l @ sinna dr +
—Tr

+
8

(ay, cos kx + by sin kx) sin nz dz .

i}%ﬁ

e
I
—_

Zarovenn pro k=n je [(sinnz)’dr = m, jinak ale plat

—T

s s

[ sinkxsinnzdr =0 a [ coskxsinnrdr=0. Odtud ply-
—T —T

nou vztahy pro ay, by.

Definice 11.10: (Fourierova rada podle obecného systému)
Necht f € R({a,a+T)), T > 0. Trigonometrickd rada

+00
21k 2k
%Jr;(akcos 7;:6+bksin 7;90)7

jejiz koeficienty jsou urceny vzorci
a+T

2 2mkE
ak—T/f(ﬁ)cosTdﬁ, k=0,1,2,...,

a+T
2 . 27k
bk:T/f(ﬁ)Sm ngg, k=1,2,3,...,

se nazyva Fourierova rada funkce f podle (obecného)
trigonometrického systému
{1 2nr | 27x drx . 4wz }

§,COST,SIHT,COST,SIHT,

Priklad 11.14 : Stanovime Fourierovu tadu funkce
f(z) =z, x € (—m,m) podle zdkladniho trigonometrického
systému, tj. ve tvaru

+00
% + ;(ak cos kx + by sin kx).

Vypocteme koeficienty ay , by :

™

1
ak:—/fcoskgdgz(), k=0,1,2,...,
T

-7

Rikame, ze funkce
coskx, sinnr  jsou
ortogonalni.

Fourierovy fady (po-
kud konverguji) pred-
stavuji "analyt-
ické” vyjadreni
2m-periodickych
funkci ziskanych
méfrenim periodickych
déju (kmitua, signalu,
apod.).



Integral liché funkce
na symetrickém inter-
valu je nulovy.

Integral sudé funkce
na symetrickém inter-
valu (—a,a) se rovnd
dvojnasobku daného
integralu na polovic-
nim intervalu (0, a).

V piikladu 11.14 je
f(=m) = —m, ale
soucet tady v bodé
—7 je nula.

Rikdme, ze funkce je
po castech spojita na
intervalu I, pokud
je spojitd na I s
vyjimkou konecné
mnoha bodi.

V prikladu 11.14 je

f(ﬂ-Jr) =T, f(ﬂ-*) =,
tedy f(*ﬂ+)42rf(*ﬂ—) -0

)
coz odpovidad souctu
Fourierovy tady.
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1 f 2 f 2)
b, :—/fsinkf dé :—/gsinkf dé =(-1D)F 12 k=1,
s T k
g 0
Vysledek piseme ve tvaru:
flz) ~2 lsinaj B sin22x n sin33x . (-Uklsjnkkx

Podle definice je Fourierova fada periodicka funkce, proto se
funkce f definovdna na intervalu (a,a + T') dodefinuje vzta-
hem f(z + kT) = f(z), = € (a,a+T), k € Z. Dostaneme
tzv. T-periodické prodlouzeni funkce f a zkoumame, zda
vypoctend Fourierova rada konverguje a jak soucet této rady
souvisi s funkei f.
Vétall.6: Je-li funkce f z definice (11.10) spojitd nebo
po castech spojita, pripadné obecnéji Riemannovsky inte-
grovatelnda na prislusném intervalu, potom pro jeji Fourierovy
koeficienty plati

lim a; = lim b, =0.
k—+o00 k—+o00

Vétall.7: Kdyz ciselnd fada 3|ao|+ Y. (Jax| + |bx]) konver-
k=1

o0
guje, pak trigonometricka fada % +kZ:1(ak cos kx + by sin kx)

konverguje absolutné a stejnomérné pro x € (—oo, +00) a jeji
soucet s(x) je spojita 2m-periodickd funkce a ay, by jsou jeji
Fourierovy koeficienty.

Dukaz : plyne z nerovnosti |ay cos kz+by, sin kx| <|ag|+|b|
a z vety (11.2) (Weierstrassovo kritérium).

Vétall.8: Necht f je T-periodickd funkce a f’ je po ¢dstech
spojita funkce. Potom jeji Fourierova rada podle (obecného)
trigonometrického systému konverguje v kazdém bodé z € R
k souctu s(x), ktery je T-periodicky a plati

) = f($+)‘;‘f(x—)7 7ER,

kde f(z+) = b, f&), flz-) =ty f(6)-




Matematicka analyza 2 59

Priklad 11.15: Vypocitame Fourierovu radu 2m-periodic-

kého prodlouzeni funkce f(x) = 2?, x € (—m,7) podle

zékladniho trigonometrického systému.

a=1[&d=2x,

ar =1L [ coske de =2 [ coske dg = 4 S
—T 0

by =1 [&sinkédE =0, k=1,2,3,....

7T2

flz) ~ ) —4 [cos:): —

cos2xr  cos3x

2 Ty
Protoze periodické prodlouzeni funkce f je spojita funkce
a ma po ¢astech spojitou derivaci, plati podle véty (11.8)
rovnost s(m)=f(m) = %2—4[0037—“’;#4—“);#—. L] =n.

Tedy
2 =1
Ty
k=1

Cuviceni 11.1: Najdéte Fourierovu fadu funkce

0, —7<x<L0,
r, O0<z<m,

fla) ={

podle zakladniho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

+00
on) .
5 1 Z(ak cos kx + by, sin k).
k=1
[f(z) ~Z — 2 (cosz + 45 cos 3z + & cosbz +...) +
(sinz — $sin2z + $sin3z —...) ]

Zakladni tdloha Fourierovy analyzy

K dané periodické funkci f(z), x € R (tj. napt. k periodickému
prodlouzeni funkce dané na intervalu (a,a 4+ T')) mame uréit

a) frekvence wy harmonickych slozek,
b) amplitudy ry harmonickych slozek (tj. koeficienty ay, by),

¢) faze ¢r harmonickych slozek,

V literatufe se misto
piivlastku 7 Fouriero-
va’uziva také
privlastek ”harmo-
nickd” (analyza,
syntéza; pozor vsak:
Fourierova tada #
harmonicka fada).
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neboli Fourierovu fadu funkce f vyjadrit ve tvaru Chc
Q. C
7 Sl
COS
Ted

Q. =

« tzv. harmonicka slozka ¥ =

- 21k 21k . N
%—F; (ClkCOS 7;x+kain 7TTx) :kz% risin(wpr + @)

Zakladni tloha Fourierovy syntézy

Ze znamych frekvenci, amplitud a fdzi urcit (”rekonstruovat”)
o0

funkci f(z), kterd je souctem tady > risin(wipx + @), a urcit
k=0
jeji hodnoty ve vybranych bodech z € R.



Matematicka analyza 2 61

11.5 Obecné Fourierovy rady

Definice 11.11: (A) Ozna¢me L;({a,b)) mnozinu (prostor)
funkci f (redlnych nebo komplexnich) proménné x € (a,b)

b
takovych, ze integrdl [|f(z)| da existuje, vcetné pifpadu,
a
ze funkce f je na (a,b) integrovatelnd v nevlastnim smyslu.
Podobné symbolem Ly ({a, b)) oznac¢ime mnozinu funkei f, pro

b
nez integral [ |f(z)|* dz existuje ve vyse zminéném smyslu.
a

(B) Pro kazdé dve funkce f, g € La({a, b)) definujeme skaldrni
soucin téchto funkci jako realné cislo

(pro realné funkce),

b
(19) = [ f@)g(o) da
pripadné jako komplexni ¢islo

(pro komplexni funkce).

Uﬂ%{/ﬂ@ﬂﬁdr

Nezéaporné cislo

2

\sz%ﬁjﬁzu/mﬂﬁm

se nazyva norma funkce f v prostoru Ly({a,b)) (tzv. Lo-
norma).

(C) Funkce f,g € Ls({a,b)) se nazyvaji ortogonalni (orto-
gonalni na (a, b); ortogonalni ve smyslu uvedeného skalarniho
souc¢inu; ortogonalni v Ls({a,b))), plati-li

(f,9)=0.

(D) Posloupnost {¢} (spocetny systém) funkei o € La((a, b)),
k=1,2,3,...senazyva ortogondlni systém (na (a, b), resp.
v Ls({a,b))), plati-li

e { 2o, Wi}

Zatim  predpoklada-
me, ze funkce f jsou
Riemannovsky inte-

grovatelné.

Obecné se vSak
znaceni Li({a, b))
pouzivd  pro  tzv.
Lebesgueovsky in-

tegrovatelné  funkce,
ke kterym patii i
funkce, které nemaji
Riemannuv  integral
(napt.  Dirichletova
funkce).
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Pozndmka 11.8: Lze snadno ovérit, ze nami definovany
skalarni soucin splnuje nasledujici obecné vlastnosti :

) (f,9) = (9. /),

b) (fi+ f2.9) = (f1,9) + (f2,9),
) (
) (

a

¢) (af,g) =al(f,g), a €R,

f.f) >0, kdyz (f, f) = 0, pak f(z) = 0 s.v. (skoro
vsude - tzn. s vyjimkou spocetné mnoha bodu).

d

Cvicend 11.2: Dokazte, ze funkce \/LE € L1({(0,1)), ale

7 & La((0.1)). 15l de =2, [|55[ do=oo]

Priklady ortogonalnich systémi
1. Systém sinu {sinz, sin2z, ..., sinkz, ...} je orto-
gonalnim systémem na (0, ), tj.

™

/sinjxsinkx dr =0 pro k #j;
0

déle pak
T
|| sin kx||2 = /(sinkx)2 de| = 5 k=1,2,....
0
Funkce systému jsou 2m-periodické.
2. Obecny systém sini {sm—, sin 2”756, ..., sin “Tx, .. } je

ortogonalnim systémem na (0,1). Zde

l

’ k
/sinﬁlm sin 7;33 dr =0 pro k # j,

0

1

™ 9 2
— /(sjnkﬂ> dx = i, k:1,2,....
, z 2
0

Funkce systému jsou 2[-periodické (21 = T).

 kmx
sin —

[
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3. Systém kosinu {%, cosx, cos2x, ..., coskx, } je or-
togondlnim systémem na (0, 7).
Zde
1 VT T
—| =-—=, coskz|lo=4/=, k=1,2,....
5], =5 Neosale = /3
Funkce systému jsou 2m-periodické.
. Obecny systém kosina {%, cos 7, CoS 2”7””, ..., COS klﬂ, . }

je ortogonalnim systémem na (0,1). Zde

1 [ k [
— :£’ cosﬂ =1/=, k=1,2,....
2|5 2 Lol 2
Funkce systému jsou 2[-periodické.
. Trigonometricky systém
{%, cosw, sinz, cos2x, sin2z, ..., coskx, sinkzx, } je

ortogonalnim systémem na intervalu (—m, 7), resp. na kazdém
intervalu (c, c + 2m). Zde mame

1
H§ :4%?, lcoskals = 7, | sinkaz|ls = V7.
Uvédomte si, ze funkce sin x, sin 2z jsou ortogonalni jak na
(0,7), tak na (—m, ).

2

. Obecny trigonometricky systém

{%, cos TF, sin TF, L., cos@, sin’”Tx, } je ortogonalnim
systémem na intervalu (—[,[), resp. na kazdém intervalu

(¢, c+ 21). Plati totiz vzorce

w0 kA Bll= /b
J cosFEcos it du =14 k=7j#0, Hcos’“;—mszx/z,
‘ 2l k=j=0,

c+21 ) 0 k#%
1l sin’”szin”Txd:v: I k=7j#0, Hsin’”TxHQ:\/Z,
¢ 20 k=7=0,

c+21 )

[ cos "”Tx sin 7= dx =0  pro vSechna k, j.

C

Funkce systému jsou 2[-periodické.
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7. Systém Legendreovy’ch polynomai {Pk(x)} =
{1, z, 1(32* = 1), $(52® = 32), ..., L (22— 1)", ...}
je ortogonalmm systémem na (—1,1), nebot plati

1
[ R@p@ dr =0, k2

[@@) s | =1R@lk= /57

—1

Funkce tohoto systému nejsou periodické.

Priklad 11.16 : Vlastni funkce vy (x) okrajové tlohy

Lv = —(p(x)v")'+q(z)v = Av, v(0)=v(1)=0, x € (0,1)

prislusné navzajem ruznym vlastnim ¢islum A, Ao, . .. tvori
ortogonalni systém na (0, 1).

Definice 11.12: Necht f € Ly a necht {¢r} C Lo je orto-
gonalni systém ve smyslu skaldrniho soucinu v Ls. Cisla

[raE:

se nazyvaji Fourierovy koeficienty funkce f podle orto-
gondlniho systému {p} a fada

(0.9]

Z CkPk

k=1

se nazyva Fourierovou radou funkce f podle ortogonalniho
systému {¢y }.

Priklad 11.17: Pro funkci f € Lo({c,c+2l)) a pro obecny
trigonometricky systém sestrojime radu

oo

k
Z crr( + Z <ak coS —— —|— by, sin %) ,

k=1

Chp = ap, C = ai, Cy Zbl, atd. ,
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vV niz
c}Ql 1
f(z)s dx c+21

(f:3) c § 1
ay = = =7 x) dr
R 1 2 ! f fo)

(f,cos 7 | k

— ) l 7T$ =
ap, = ||cosk”||2 f f(x)cos 2 dx, k=1,2,...,
c+21

bk (JC’SIHT”Q— ff Slnkﬂ-—md.ﬁﬁ ]{?:1,2,

|| sin

Priklad 11.18:  Pro funkci f € Lo((0,7)) a pro systém
{sinzx, sin3x, sinbzx, ...} sestrojime fadu

by sinx + b3sin 3z + bssindx + . . .|
kde

_ (fisinkz)

2
” P —/f )sinkx dx, Kk liché.
sinkxl||s w
0

Zde vychazime ze skutecnosti, ze i tento "neiplny”’systém
sint je ortogonélnim systémem na (0, 7).

Priklad 11.19:  Pro funkci f € Lo({0,7)) a pro systém
sinu {sinz, sin 2z, sin3z, ...} sestrojime fadu

bisinx + by sin2x 4+ bgsin 3z + ...

v niz jsou koeficienty by urceny stejnym vzorcem jako v predchazejicim
priklade, ale pro £k =1,2,3,... .

Pozndmka 11.9: Posledni dva priklady nas upozornuji na
zéavaznou skutec¢nost. Napiiklad pro funkei f(x) = sin 2z,

€ (0,7) budou vsechny koeficienty b Fourierovy trady
podle "neiplného”’systému sinu nulové (soucet tady je
nulovd funkce) a koeficienty by Fourierovy tady podle
"1plného” systému budou nulové s vyjimkou by = 1. Souctem
této fady pak bude piimo funkce f(x) = sin2z. V obecnéjsi
poloze si zde opét klademe otazku, jakou souvislost ma
soucet Fourierovy tady s(z) s funkei f(z), pro niz byla
Fourierova rada konstruovana.
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Vétall.9: (Minimalni vlastnost Fourierovych koeficientt)
Necht {¢x} je ortogonalni systém (v Ly) a necht

n

sp(x) = chgpk(x), kde ¢, = (f; Ska) ,
2 AL

je casteény soucet Fourierovy tady funkce f € Ly a ¢ jsou
piislusné Fourierovy koeficienty. Necht déle

= Z drpr(T)
=1

je libovolna linearni kombinace funkci daného ortogonalniho
systému. Potom plati

If = sn(2)]l2 = min [|f —on(z)[2,

n

tj. ze vSech linedrnich kombinaci typu o,(x) ma nejmensi
vzdalenost od funkce f ta linearni kombinace, v niz jsou koe-
ficienty rovny Fourierovym koeficientum.

Dukaz : Druha mocnina vzdalenosti vzhledem k Lo-normé

je

1f=ou(@llf =11F =3 dienll3= (£ = 3 duow, =3 duspr) =
. k=1 . k=1 k=1

= ([, f) - QkZldk(ﬁ vr) + kZlZ?l drd;(pr, pj) =

- (f7 f) - QkZ dk(f7 QOk) + kz d%”@k’”% = ¢(d17 d27 I dn)a
=1 =1

kde ¢ je kvadraticka funkce proménnych di, do, . . ., d,,. Z nutnych
podminek minima a¢ =0, k=1,2,...,n dostaneme

—2(f, 1) + 2di||px]|5 = 0,
.
<f7 ka) _

dy, =
HsokII%

Protoze 2 ad2 = 2lpr]l3 > 0, ad ad = 0, funkce ¢ nabyva
minima pro di = cy.
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7, predchazejiciho dukazu vyplyva, ze

$ler,ca,- . en) =IfI3 - 2kZlck(f, i)+ kZlC%HSOkH% =

=\|f\\%—];102\|90k|\§, nebot (f,¢r) = ckllrll3.

Protoze
n

1f = sa(@)ll3 = 1715 = > ctllenlls > 0,
k=1
pak pro kazdé n = 1,2, ... plati

=3l < IF13

k=1

o0
Posloupnost {7, } je rostouci a omezen4, a proto fada > c2||¢x|3

k=1
konverguje a plati tzv. Besselova nerovnost

o0
> allells < I115
k=1
z niz plyne
li =0.
k:—1>11100 h

Poznamka 11.10:

(i) Obsah véty (11.9) lze ilustrovat obrazkem, v némz

S, je ortogonalnim prumeétem funkce f € Lo do

konecnédimenzionalniho podprostoru uréeného linearné
/ . 4 / / n

nezavislym systémem funkei {pg}7_;.

(ii) Plati (f — sp,sn) = 0.

Vétall.10: Fourierova tada funkce f € Lo podle orto-
gonalniho systému {p;} konverguje silné k funkci f prave
tehdy, kdyz plati tzv. Parsevalova rovnost

oo

> cilleels = 117115

k=1

Dukaz :  vyplyva z dusledku véty (11.9), tj. ze vztahu

n

1f = sa(@)I3 = 11£15 = > ckllenll3-

k=1
Funkce f je tedy silnd limita (limita ve smyslu normy v L)
posloupnosti {s,(z)}.
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Poznamka 11.11: Konverguje-li Fourierova fada funkce f
vzhledem k uplnému systému stejnomeérné, pak konverguje
silné, a plati tedy Parsevalova rovnost. Obracené tvrzeni uz
neplati.

Pozndmka 11.12: Rada Z cillekll3 konverguje -viz duikaz
k=1

véty (11.9). Protoze

n—+p n+p
Isnsp(@) —sn(@5 =11 D aorlls = Y cillenls,
k=n-+1 k=n+1

o0

potom posloupnost {sn(x)}, a tedy i tada ) cppr kon-
k=1

verguje. Neni-li splnéna Parsevalova rovnost, pak obecné

{sn(x)} nekonverguje k funkci f, ale k néjaké funkci

s(z) = nh_g)lo sn(T)

a plati pouze (f —s,pr) =0, k=1,2,3,..., anikoliv f = s.
Poznamka 11.13:

(i) Splnéni Parsevalovy rovnosti je ekvivalentni pozadavku,
aby neexistovala nenulova funkce, ktera by byla orto-
gonalni ke vSem funkcim ¢, £k =1,2,....

(ii) Ortogondlni systém {py} je uzavieny v Lo, kdyZ neexis-
tuje nenulova funkce, ktera by byla ortogonalni ke vSem
funkcim systému.

(iii) Ortogondlni systém {y} je dplny, pravé kdyz plati
aspon jedna podminka:

a) prislusnd Fourierova fada funkce f konverguje
(silné) k funkci f,

b) plati Parsevalova rovnost.
(iv) Kdyz systém {¢} je tplny, pak je uzavieny.

(v) Systém sinti {sin kx}72, je ortogondlnim systémem na
(—m, ), nikoliv vsak uzavieném. Soucet Fourierovy
fady funkce f podle neuzavieného systému obecné neni
roven funkci f.
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Priklad 11.20: Fourierova metoda teseni okrajové lohy.

Meéjme okrajovou tlohu

—y' =z, y(0)=0, y(1)=0,

1. krok: Uréime vlastni ¢isla a vlastni funkce pomocné okra-

xz € (0,1).

jové tlohy

—v" =X, v(0)=0, o(1)=0.

Dostaneme systém vlastnich funkci

vg(x) = sinkrz  ( ortogondlnich na (0, 1))

a jim odpovidajici vlastni ¢isla A\, = (km)%, k=1,2,3,....

2. krok: Vyjadirime pravou stranu rovnice ve tvaru Fourierovy
rady podle ziskaného ortogonalniho systému vlastnich funkeci.

1

> . . %, k liché ,
r = g cpsinkmx, ¢ =2 | xsinknx dx :{
k=1

t —%, k sudé.

3. krok: Regenf y(z) hleddme ve tvaru fady

y(xr) = Z dy sin k.
k=1

Za predpokladu, ze lze fadu derivovat (dvakrét), dosadime
do rovnice (okrajové podminky jsou splnény)

Z(lm)Qdk sin krx = Z cr sin k.
k=1 k=1
Odtud
dk _ Ck, :{ (k717)3’ k hChé,
(kr)? Lok sudé.

(k)3

Takze funkce

_1 sintx sin27x sin3dwx  sindnx
y(x) 5T 3 + TR + ...

T3

je TeSenim dané okrajové ulohy.

Fourierovy rady
se uplatnuji v celé
fadé aplikaci. Jsou

napiiklad velmi
uzitecnym nastrojem
feseni okrajovych

uloh (tzv. Fourierova
metoda), déle se pak
vyuzivaji v num-
erické matematice
(problém  minimal-
izace chyby aproxi-
mace). V neposledni
fadé se o teorii
Fourierovych rad
opird  teoreticky i
prakticky dulezita
Galerkinova metoda.



Vektorovy  prostor,
v némz je definovan
skalarni  soucin  se
nazyva euklei-
dovsky prostor.
Pro skalarni soucin se
také pouziva znaceni
(Z,7)

Vektor 0=(0,0,...,0)
se nazyva nulovy
vektor.
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12 Skalarni funkce vice realnych proménnych

12.1 Prostor R"

Symbolem R" oznacujeme mmnozinu vSech usporadanych
n-tic redlnych ¢isel, tj. R"={x:x=[x1,2z9,...,2,]}, z;€ER.
Mnozinu R” chdpeme bud jako mnozinu bodu, nebo jako vek-
torovy prostor, pokud v této mnoziné zavedeme algebraické
operace splnujici axiomy linedrniho prostoru. Vektory znacime
T = (x1,m9,...,x,), ¢isla x;, i = 1,...,n se nazyvaji slozky
(soufadnice) vektoru (bodu).

Definice 12.1: Necht Z,74,Z7 € R", potom pomoci
nasledujicich vztahtu definujeme

—

1. skalarni soucin vektoru z, i

LY = E Lili s
i=1

3

2. normu vektoru 7

3. vzdalenost bodu x,y ("délka vektoru & — i )

n

P& 7)) = IIx—yll = | D (@i — )

i=1
Z uvedenych definic bezprostiedné plyne:
1. Pro libovolné 7,y € R™ plati

a)f gj:gf?

b) (Z+y)-Z=2-Z4+79y- 7,

¢) (aZ) -y =aZ-y pro libovolné o € R,
d) Z-7>0 pro Z+#0.

2. Pro libovolné z,y € R" plati:
a) ||| > 0 pro & # 0, ||0]| =0,

b) ||z || = |a| ||Z|| pro libovolné a € R,

o) |[Z+ 7| < |IZ]| + ||¥]| (trojihelnikova nerovnost) .
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3. Pro libovolné z, ¢, 7 € R" plati:

—

Z,y) =0, pravé kdyz

—

=Y,

4. Pro kazdé Z, i € R” plati Cauchyova-Schwarzova nerovnost

7y < 7] - 7]

tj.
2 9
i=1 i=1
5. Pro nenulové 7, ¢ existuje ¢islo ¢ € (0, 7), které se nazyva !
uhlem vektora 7,1, takové, ze
@Y = arcCos 7=+ 577 »
1] 7]

nebot |7 7| < ||Z| - ||7]] & —1 < Hfﬁﬁﬁll 1 a odtud 0 "
vyplyva & -y = ||Z] - ||| cos ¢ pro jisté ¢ € (0, ).

Cuiceni 12.1: Dokazte ekvivalenci trojuhelnikové nerovnosti
a Schwarzovy nerovnosti.

Lz P22 g1+ 1717 = AZ[+171D* = 12+7)1* = (@47, £+§) =
(Z,2)+ (Z,9) + (0.7) + (@,7) = 1>+ 2Z §) + I71* < IZ] 7] =
(7, 9] ]

Definice 12.2: (okoli, oteviend mnozina v R") 7 trickéh
geometrickeno po-

Mnozinu U(xg) = {x € R" : ||x — x¢|| < ¢} nazveme okoli hledu je okoli bodu
bodu xg . vlastné koule, jejiz
Mnozinu P(xg) = {x € R" : 0 < ||x — x¢|| < €} nazveme povrch  je  tvofen
prstencové okoli bodu xg . Sférmil.

Rekneme, ze bod xy € Q je vnitinim bodem mnoziny ¢, lg};go?inénx_n};g'}';éi}lé
jestlize existuje okoli U.(xq) takové, ze U.(xg) C €. kvadrem mnozinu
Mnozinu vnitinich bodi mnoziny €2 znac¢ime int {2 a nazyvame {(xeR" 1 a; <oy < by
vnitifkem mnoziny 2. a;, b €R, i=1,...,n}.
Mnozina €2 se nazyva oteviend, kdyz ) = int Q) (je tvorena Jestlize nadefinujeme
pouze vnitinimi body). otevien¢ mnoziny, po-

tom hovorime o topo-

Mnozina €2 se nazyva souvisla, jestlize jeji libovolné dva body logii daného prostoru

lze spojit kiivkou a €2 je oblast, jestlize je oteviena a souvisla.



Okoli hromadného
bodu obsahuje
nekoneéné mnoho
bodu mnoziny €2 .
Kolem izolovaného
bodu existuje okoli,
které celé nelezi v .
Cést okol{ hrani¢niho
bodu lezi v mnoziné,
¢ast vné mnoziny 2.

Uzavienda mnozina se
rovna svému uzaveru,
obsahuje svou hranici.

Omezena mnozina lezi
v kouli o poloméru K.

Protoze mame euk-
leidovsky  vektorovy
prostor R™, hovoiime
o konvergenci vzhle-
dem k eukleidovské
norme. Analogicky
definujeme konver-
genci vzhledem k jiné
normeé ¢i jiné metrice.
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Definice 12.3: (uzaviena mnozina)

Bod xy € R" se nazyva hromadny bod mnoziny €2, jestlize
kazdé jeho prstencové okoli P(x() obsahuje alespon jeden bod
x €.

Takovy bod mnoziny €2, ktery neni jejim hromadnym bodem,
se nazyva izolovany bod mnoziny 2.

Bod xy € R" je hrani¢nim bodem (2, kdyz kazdé jeho okoli
U(xg) obsahuje jak body x € ), tak body y & ).

Hranice mnoziny (2 je tvorena jejimi hrani¢nimi body.
Znacime ji 0f) .

Uzavér mnoziny ) je mnozina Q = QU IN.

Rekneme, ze mnozina € je uzaviend, jestlize Q = Q.
Rekneme, ze mnozina ) je omezena, jestlize
d1KeRVxeQ: ||x| < K.

Definice 12.4 : (posloupnost v R")

Zobrazeni f : N — R" pfifazujici kazdému k€N bod (vektor)
x; € R" nazyvame posloupnost (bodu, vektora) v R™.
Znacime f = {x;} .

Definice 12.5: (konvergentni posloupnost)
Posloupnost {x;} C R" je konvergentni v R", jestlize

dxg € R"Ve>03dky e NVEkeN k> k) = HXk_X0H<5-

Piseme lim x; =Xy, resp. Xz — Xg pro k— +oo.
k—4-o00

Vétal2.1: (konvergence po slozkach)
Posloupnost {x;} je konvergentni v R" pravé tehdy, kdyz
posloupnosti vech slozek {xy;} jsou konvergentni v R, tj.

X =Xy & T — Xy, 1=1,2,...,n.

Dukaz : plyne ze vztahu

n

|z — xoi| < ||xi — X0l = Z (i — 1701')2-
i=1

Poznamenejme, ze uzaviend mnozina obsahuje limity vsech kon-
vergentnich posloupnosti prvka této mnoziny, tj. plati: Q C R”"

je uzaviena (2 = Q) pravé tehdy, kdyz kazdd konvergentni
posloupnost prvkiu z 2 ma limitu v €2.
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12.2 Zakladni vlastnosti funkeci v R”

Definice 12.6 : (funkce n-proménnych)

Necht ©Q C R™. Zobrazeni f : Q — R piifazujici kazdému
argumentu x € () funkéni hodnotu f(x) se nazyva redlna
funkce n realnych proménnych definovand na .
Znacime f:x— f(x), f=f(x).,

Mnozina

G={xfx)]eR"™: xe}
se nazyva graf funkce f .
Mnozina
Hoe={xeQ: f(x)=C}, CeR,
se nazyva hladina (vrstevnice) funkce f. (Je to mnozina

bodu definiénitho oboru, v nichz funkce f nabyva stejné
funkéni hodnoty).

Priklad 12.1: Grafem funkce f : R?> — R dané piedpisem
f(xy, ) = 234+ 23 je paraboloid a jeji hladiny jsou kruznice

o poloméru v/C .

Definice 12.7: (limita funkce n-proménnych)
Necht je dédna funkce f : Q — R, Q@ C R" a necht x( je
hromadny bod mnoziny 2. Jestlize 3L € R takové, ze

L W{xi}, xk €Q, xp £x0: X > X0 = f(xx) = L,
2. Ve>03dd(e) >0Vx € Q, 0< ||[x—x¢||<d = |f(x)—L|<e,
3. YU(L) CRIP(x)) CR: QN P(xo)) C U(L),

pak fekneme, ze funkce f méa v bodé xy limitu L (vlastni)
a piseme
lim f(x)=1L.

X—X0

Cviceni 12.2: Modifikujte Cauchyho definici limity pro

MR =00 e =1

[VK>030(K)>0Vx € Q, 0<||x—x¢|| <0 = f(x)> K,
Ve>03K>0vx € Q, x| > K = |f(x)—L|<e,]
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Definiénim oborem
D(f) funkce f je tedy

mnozina €2 .

Jednotlivé podminky
v definici limity jsou
ekvivalentni.

Také se  nazyvaji
Heineho, Cauchyho,
popr. topologicka
definice limity.

Priklady



Vyuzivame vétu 4.6 z
MAT1 o algebre limit
funkci jedné redlné
proménné.

Polozime-li y = cx,
pak v limité dostane-

me lim Y£=c.

[2:y]—[0,0] *

K limitnimu bodu se
blizime po ptimkach.
Pozor tato metoda
je vhodna pouze k
dukazu  neexistence
limity, nikoli  jeji
existence.
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Priklad 12.2 :
Vypocitame limitu funkce f(z,y) = 2* — y v bodé [1,2].

Necht {1}, {y} jsou libovolné posloupnosti redlnych ¢isel
takové, ze xp, — 1 a yp — 2.
Pak 23 — 1, yg3—>8j>f(:z:k,yk) =1} -y} > 1-8=-T.
Tedy lim (x°—y9y°)=—T7.

[xay]—>[1’2])( )

Priklad 12.3: Stanovme lim .
[z,y]—[0,0]

Zvolime posloupnost {zy, yr} = {%, 7}, ¢ € R, pak dostaneme

klim ;¥ = ¢. Vidime, ze dand funkce nemé v bodé [0, 0] lim-
—0 k

itu. (Cl’slo ¢ muzeme volit libovolné, tedy neexistuje ¢islo L,
ke kterému se blizi funkéni hodnoty funkce f.)

Vétal2.2: (jednozna¢nost limity, algebra limit)

1. M&-li funkce f v bodé x¢ limitu (vlastni), potom je tato
limita jedina.

2. Existuji-li lim f(x) = Ly, lim g(x) = L,, potom plati
X—Xo

X—X0

lim f(x) £ g(x) = Ly £ Ly, lim f(x)g(x) = Ly - Ly,
X—X X—Xp
im &) _ Lr
Xh_{l)}ogx) Ly’ Lg 7&0
Dukaz :  Analogicky jako u funkci jedné proménné, viz
veta 4.2 MAT.

Definice 12.8 : (¢dstecné limity, vicendsobné limity v R?)
Meéjme funkci f = f(x,y) definovanou v okoli bodu [zg, yo].
Existuje-li pro kazdé pevné y

lim f(z,y) = ¢(y),

T—Xg
nazyva se castecnd (parcialni) limita funkce f
v proménné x. Existuje-li

L = lim ¢(y) = lim lim f(z,y),

Y—Yo Y—Yo T—To

nazyva se dvojnasobnou limitou funkce f v bodé [z, yo] .
Analogicky definujeme pro pevné x

Y(x) = yh_)rrylof(x,y) a Lo= lim ¥(x) = lim lim f(z,y).

T—X0 T—To Y—Yo
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Priklad 12.4 : Pro funkei f(z,y) =
limity v bodeé [0, 0].

x2+y2

=0.

= lim lim Y

lim lim
x—0y—0 2 —+ y

y—02—0 12 + y2

Limitu funkce f budeme hledat "po ptimkach”y = kz, po-

tom
xy ka? k

— lim _
e k222 422 K241

[I’Z]:k[f’o] xre -+ y
tudiz hledana limita neexistuje.
Priklad 12.5: Hleddame limity funkce f, kde

. 1 . 1
rsin: +ysins  x#0, y#0,

v okoli bodu [0, 0].

r=0,y=0,

Z odhadu ‘J} sini—l—ysin%‘ <|z[Hy| plyne[ hm f(x y)=0,
7y

1

ale limity lim x sin 5 hm y sin - neexistuji, tudlz neexistuji

y—0 z—0
ani dvojnasobné limity.

Vétal12.3: (vztah dvojné limity a dvojnasobnych limit)
Necht funkce f = f(x,y) je definovand (aspori) v prstencovém
okoli P([xg, yo]) bodu [z, yo] a existuje limita

lim  f(z,y) = L.

[xvy]%[z(]ayo]
Necht déle existuji ¢dstecné limity

lim f(z,y) =¢(y), [xo,y] € P([zo,v0)),

T—Xq

lim f(z,y) = ¥(z),

S [z, 0] € P([wo,Yo])-

Potom existuji dvojnasobné limity

Ly = lim ¢(y) = lim lim f(z,y),

Y—Yo Y—rYo T—Tg

Lo = lim ¢(x) = lim lim f(x,y)

T—Xo T—To Y—Yo
a plati L1 = Ly = L. (Tedy existence L,p(x),9(x) je
postacujici podminkou pro existenci Li, Ly a jejich rovnost
L.)

najdeme dvojnasobné

Existence a rovnost
dvojnasobnych limit
nezaruci existenci
limity funkce v bodé
a obracené¢ z existence
limity nevyplyva exis-
tence dvojnasobnych
limit.

Presto, jestlize exis-
tuje (dvojnd) limita a
"vnitini limity”, pak
existuji dvojnasobné
limity:.



Funkce f je spo-
jita, kdyz pro
kazdou posloupnost
Xp — Xo, posloupnost
funkénich hodnot
{f(xx)}  konverguje
k ¢islu f(xg). V izolo-
vaném bodé xy€() se
funkce f povazuje za
spojitou, je-li v tomto
bodé definovana.
Jestlize v bodé nespo-
jitosti existuje vlastni
limita funkce f, pak
fikame, 7Ze nespojitost
je odstranitelna.

Porovnejte vetu 12.4 s
vétou 6.6 z MAL.
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Dukaz : Je zalozen na skutecnosti, ze za uvedenych predpokladu
pro dostatecné malé 0 a body [x,y] spliujici

0 < /(x —0)* + (y — y0)? < & plati [p(y) — f(z,y)| < &1
al|f(z,y)—L| < eo. Odtud dostaneme |p(y) — L| < e1+¢€5.

Definice 12.9: (Spojitost)
Funkce f : 2 — R je spojita v hromadném bodé x, mnoziny
Q) C R", jestlize

lim f(x) = f(xo)-

X—X0
Funkce f je spojita na mnoziné (), je-li spojita v kazdém
bodé x € €. Bod x( je bodem nespojitosti funkce, neni-li
v ném funkce f spojita.

Vétal2.4: (vlastnosti spojitych funkei)

1. Soucet, rozdil, soucin, podil (s vyjimkou nulovych hodnot
jmenovatele) spojitych funkei je funkce spojita.

2. Je-li f definovana v néjakém okoli xg, spojita v bodé x
a f(x0) # 0, potom existuje okoli U(xy) bodu x¢, v némz

sign f(x) = sign f(xo) Vx € U(xg) -

3. (O mezihodnoté). Je-li f spojitd na souvislé mnoziné
Q C R" a kdyz pro x1,x3 € Q je f(x1) # f(x2), potom
pro kazdé ¢islo § lezici mezi ¢isly f(x1), f(x2) existuje
aspon jedno x, € ) takové, ze f(x0) = 7.

4. (Weierstrass). Je-li funkce f spojitd na kompaktni (tzn.
omezené a uzaviené) mnoziné 2 C R", potom je na {2
omezena a existuji body x,,,x); € €2 takové, ze

f(xm) =inf f(x);  f(xum) = sup f(x)
xe) xeQ
(témto ¢islum se fikd minimum, resp. maximum funkce
na mnoziné €2).

5. Je-li funkce f spojitd na kompaktni mnoziné 2 C R",
potom je na 2 stejnomérné spojitd, tj. pro kazdé dvé
posloupnosti {x,,} ,{xr} z Q takové, ze ||x,,—xx| — 0,
plati [f(Xm) — f(xx)] = 0.
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Priklad 12.6 :
1. Funkce f(z,y) = JJQLW je spojitda v kazdém bodeé
[z,y] # (0,0), ale v bodé (0,0) spojitd neni, a navic
nespojitost neni odstranitelna.

2. Funkce f(xjy):{xsmi—i—ysin% 7y #0,
0 xy =0,
je spojitd v bodeé [0, 0], avsak v kazdém okoli tohoto
bodu existuji body nespojitosti (body soufadnicovych
08).
y? 2 2
I R=nwy ety  #0,
3. Funkce f(x,y)—{o y 20
je spojitd v bodé [0,0], coz dokézeme prechodem k
polarnim soutradnicim. Polozime x = r cos ¢, y = rsin ¢,

potom
lim 0, — ljm Ceoseline)
T4 ” T ’
[%,y]—[0,0] Yy wé(zgﬂ)

12.3 Derivace a diferencial

Definice 12.10: (derivace podle vektoru, parcidlni derivace)

Méjme funkeci f: Q@ — R, Q C R", xy € ) a existuje okoli

U(Xo) Cc Q.

Je dan (pevny) vektor § € R", § = (s1,89,...,58,). Jestlize

existuje konecna limita
f(xo +15) — f(%o)

I o
50 t — g 0T l=0 =

df (x0)
0s '’

pak se nazyva derivace funkce f v bodé x; podle vek-
toru § (nebo také variace funkce f v bodé xg),

je-li § jednotkovy vektor, tj. ||S|| = 1, pak se tato limita
nazyva derivace funkce f v bodé x; ve sméru s.
Jestlize 5= ¢€; (jednotkovy vektor ve sméru osy x;), potom

df (o) _ df (xo)
0€; ox;
a hovoiime o parcialni derivaci funkce f v bodé x; po-

dle z; a o funkci f tikame, Ze je derivovatelna v bodé x,
podle proménné z;.

Pri prechodu k
polarnim soufadnicim
plati nasledujici
ekvivalence

[z,y] — [0,0] «
Iz, y] = 10,0]]] = 0 <
Vi+yr - 0 &
V12 cos? o +r2sin? ¢
—0&r—04.
Pomoci tohoto
prechodu lze tedy
dokazat existence
limity funkce.
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Priklad 12.7:  Uvazujeme funkci f(x,y) = xy*, vektor
S = (s1,s2) = (1,2) abod [zg,y] = [1,1]. Potom dostaneme

M — lim fxotts1,yo+tsa)—f(xo,y0)
95 o t—0 ¢
i (4D (1462)2-1
= lim ;
| e N
t—0 ¢ ’
oe1 T Ox T 10 t
t—0 ¢ ’
t—0 t )

t—0
= lim

Z definice (12.9) pro funkci dvou proménnych plyne

9f(x0,y0) = lim f(zott.yo)—f(x0,y0) 9f(x0,50) = lim [ (zo,y0+1)— f(0,0)
Oz t—0 ¢ ’ dy t—0 ¢ '

Obecné plati

df(x0) ~lim f(@ot, ..., xoi +t, Zoip1,- .- Zon) — f(o1,- - ., Zon)
axi t—0 t '

Z uvedenych vztahu vyplyva, ze parcialni derivace pocitame de-
rivovanim podle prislusné proménné (ostatni proménné se chovaji
jako konstanty). Napriklad

d(zy®) _ d(zy?)

= = 2xy.

Geometricky vyznam derivace ve sméru

Mame funkci f : Q2 — R, wvnitini bod xq € €2, vektor §
s jednotkovou normou ||§||=1 a tsecku p: x =xg+ 5, t € I,
I=(-0,0),>0,pCQ.

Polozime ¢g(t) = f(xg + t5), potom graf funkce g : I — R je
dén prunikem grafu funkce f a roviny p, ktera obsahuje tisecku p
a je kolma k roviné-xy .

Plati

v 1o 9(t) —g(0) . f(xo+1t5) — f(x0)  Of(x0)
g(0) = lim=——5— = " =95

Hodnota derivace funkce f ve sméru s je tudiz rovna smérnici
tecny 7€ o ke grafu funkce f v bodé x,. Tato smérnice se rovna
tangens uhlu teény 7 a piimky p (prodlouzeni tsecky p) .
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Definice 12.11: (diference, totalni diferenciél)
Je dan vnitini bod X € Q CR". Pro libovolné x €2 oznacime
h =x —xg. Vektor i = (hy, o, ..., hy) (=Ax=dx, h;y=dz;)

nazveme diferenci argumentu.

1. Funkci proménné h € R"
Af(xo,h) = f(xo+h) = f(x0) = f(x) = f(x0)

nazveme diferenci funkce f v bodé x; vzhledem k h
(tzv. totalni diference).

2. Funkce f se nazyva diferencovatelna v bodé xg,
existuje-li okoli U(xy) C 2, vektor A= (A1, As, ... Ay),
a funkce w(h) (proménné h) spliiujici podminku

w(h) _

A= ||

tak, ze Vx € U(xg) plati

f(x) — f(x0) = f(x0+h) — f(x0) = A- =+ w(h).

Funkce f je diferencovatelna na (2, je-li diferencov-
atelna v kazdém bodé x € ().

3. U diferencovatelné funkce se linedarni forma A - h nazyva
(totalnim) diferencialem funkce f v bodé x( a znaéci
se

df = df(xo,h)=A-h, heR"

a vektor A = (A1, Ay, ..., A,) se nazyva totalni
derivace funkce f v bodé x; nebo také gradient
funkce f v bodé x(. Uziva se oznaceni

A = grad f(xo) = Vf(x0) = f'(x0) -

Diferencial pak zapisujeme ve tvaru

df (xo, h) = grad f(xo) - h = V f(x0) h = f'(x0) dx

Priklad 12.8 : Uréime diferencidl funkce f(z,y) = zy?

v bodé xy = [xg, yo] . Plati

f(x,y) = f(xo,90) = f(xo + hi,yo + h2) — f(xo,y0) =
(zo+h1) (Yothe)*—zoys =Yg +2x0yohat2yohy hotaohs+hi h3.

Pro funkei
fla.0) = 4+ 3y e
h = (x_xgyy—yo)
a Af(X(),h) =
2 — 22 + 3y — 3yp =
(x 4 zo)(x — x0)
+3(y — o) =
(2z9 + x — o) (z — 0)
+3(y — yo) =
(220, 3) (2 — 0,y — o)
+(z — xp)2.
Tedy
A = grad f = (2z0,3)
a w(ﬁ) = (z — )%,
nebot

lim (2 xO)Q =0.

||h||_>0\/a: x0)24(y—vo)?

Diferencial df se rovna
skalarnimu  soucinu
gradientu grad f a di-
ference argumentu h.



Pro funkci f(z, y) =zy?

bod [zo,30] = [1,1]
a smér § = (1,2) z

piikladu (12.7) méme
% = (45, 2z0v0) - §
=(1,2)-(1,2) =5.

Gradient vyse
uvedené funkce
ma v  kartézském
systému tvar

grad f = (y°, 2zy).
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Odtud A=y, As=2xqy, w(ﬁ) = 2yoh1hy+xoh3+hih3.

’ ’ ’ 2 h h h2 h h2
Zbyva dokdzat lim # =0, tedy lim =onteiioninh —
17)—o 1Pl Ifs0 VR
hl = T COoSs Y — lim 2u072 cos p sin p+xor? sin® 43 cos psinp —0
ho = rsiny L " .
pe(0,2m

Diferencial funkce f = zy? v bodé x¢ = [z¢, %] m4 tvar

df (0, h) = (43, 2xoy0) - h = ydha+2xqyohs .
12.4 Vlastnosti diferencovatelnych funkci

Vétal2.5: (vlastnosti diferencovatelné funkce)
Je-li funkce f diferencovatelna v bodé x(, potom

1. je v bodé x spojita,

2. existuje v bodé x( derivace funkce f podle libovolného
vektoru § (tedy existuji i vSechny parcidlni derivace)

df (xo)
0s

3. pokud v R" uvazujeme kartézsky souradnicovy systém

a plati

= gradf(xo) ) g)

a za bazi volime jednotkové vektory ve sméru os systému,

pak
_ 9f(x0) _(9f 9f of
A = 95, grad f(xg) = (6:1317(9332’.“’8513“ N
Dukaz :

1. Na okoli U(xg) bodu xq plati podle predpokladu
f(x0+h)— f(x0) = grad f(x)-h+w(h) a pro ||| = 0
je ||§L) — 0= w(h) — 0, pak také f(xo+h)—f(x0) —0,
tedy funkce f je spojita v bodé xq .

2. Nyni volime h =3, pak plati f(xo + t3)— f(xo) =
grad f(xg) - t5+ w(ts), kde Hff;ﬂ) — O = (tg) — 0.
Odtud plyne % = %1_]()18 (XOH? fxo) grad f(x0)-§

3. Pouze v kartézském §oufadnicovém systému, tj. ve stan-
dardni bazi R", je A = Ajé] + Asésr + ... + A€, tedy

of(x of(x
2(331'0) N J;(QO) =grad f(xo)-€;=(Ay, . ..

JA)E= A
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Dusledek 12.1:  véty (12.5) Diferencial funkce f v bodé x
(v kartézském soufadnicovém vyjadieni) muzeme psit ve
tvaru

07,  OFC), D)

dr,, h=dx.
8331 6:62 833n ! *

df (x, h) =

Napiiklad diferencial funkee f(z,y) = zy* ma tvar

df (x, (dzx, dy)) = 8](;(;() dx + J;y X)

Priklad 12.9:  Uvedeme funkci, kterd ma v bodé [0, 0]
parcialni derivace, ale neni v tomto bodé spojita:

(0 zy=0.

Potom  lim f(x,y) neexistuje, avsak existuji limity

dy = y* dx + 2zy dy .

[2,y]—(0,0)
h1—0 hy ox
ha—0 ho oy

Priklad 12.10: Funkce, ktera ma parcialni derivace v celém
R?, ale je v bodé [0, 0] nespojita:

W 224y >0,

=] 2*+y
f(@,y) { 0 2 +y*=0.

Podobné jako v predchazejicim piikladé z definice vypocteme
£(0,0) = §£(0,0) = 0, f,(0,0) = 5£(0,0) = 0; avsak

. 1]111[1 f(z,y) neexistuje, nebot hm 2_’“&%2 = 1 sz.
0,0]

ykx

Priklad 12.11: Funkce, ktera ma parcialni derivace v celém
R?, je spojita v R? (viz pifklad (12.6),3.), ale nen{ diferen-
covatelna v bodé [0, 0] :

2
f(z,y) :{ mgﬁy? Tty >0,
’ 0 22+y*=0.

Potom plati

of(x,y)  y'—a*y*  Of(x,y) 2%y
Ox  (z2+y?)?"  dy  (aP )




Na prikladech jsme
ukazali, ze existence

parcidlnich  derivaci
neni v R", n > 2
ekvivalentni diferen-
covatelnosti. Ekviva-

lence je platnd pouze
v R (véta 7.2, MA1).
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a2f(0,0) B
6—x _fx(()?O) _07

(na oséch je funkce f nulova).
Pokud by funkce f byla diferencovatelna v pocatku, pak
pro vektor h s dostatecné malou normou musi platit

F(10,0] + (1, 1)) = £(0.0) = 0+ b + 0+ by - gy = ()

a9f(0,0) B
Sy = (0,00 =0

—

w(h)

a lim = 0.
-0 1M
Sak 1imi ; h hyh3 .
Avsak limita lLim 20 = im M eexis-
Vil—0 IR [y ko= [0,0] V/PE+13 (RF+13)

tuje, tedy funkce f neni diferencovatelna v pocatku.

Vétal2.6: (postacujici podminka diferencovatelnosti)
Necht funkce f md v okoli U(xg) bodu xq parcidlni derivace

of
03% )

1 = 1,2,...,n. Jsou-li tyto parcialni derivace spojité

v bodé x(, potom je funkce f diferencovatelnd v bodé xq .

Dukaz :  Pro jednoduchost se omezime na funkci dvou
proménnych, tedy xg = [xg, yo]. Volime vektor h tak, aby
X0+ h € U(xp), potom funkce f(z,yy) proménné x je spo-
jitd na intervalu (zg,zo + h1) a derivovatelna na intervalu
(xg,xo + h1). Podle Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté
(véta 7.7, MA1) potom Jv; € (0,1) takové, ze plati

f(xo + P, yo) — f(o,90) = fr(zo + 91k, yo)ha
a podobné J4, € (0,1) takové, ze plati
f(@o+h, yo+ha) = f(zo+hi,y0) = f,(w0+h1, yo+02ha)hs .
Pro diferenci A f(xzo, yo, h1, ho) = Af funkce f tedy mame
Af = f(zo+hi,yo+h2)—f(z0, yo)

= f(xo+h1, yo+he)—f(xo+h1, yo)+f (xo+h1, yo) —f (o, yo)
= f,(xo + h1,y0 + V2ha)ha + fr(x0 + F1h1, yo)ha -

Oznacime-li

wi(h1, he) = fr(wo + V1hi,y0) — fr(To, Yo),
wa(hy, he) = fy(zo+ hi,y0 + D2ha) — fy (0, %0)

pak diferenci A f muzeme psat ve tvaru

Af =f h / h h ho .
f = fi(xo,v0)h1 + [, (0, yo)ha + wi 1Jiw2 2
w(h)
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Zbyva dokazat rovnost lim wlh) _ 0. Plati
o 1]

wihi +waho

NGE < Jwr + wo| < |fi(wo + Y1ha,y0) —
fo(xo,yo)| + | f; (w0 + ha, yo + V2he) — f,(zo,y0)| = 0,

kde platnost limitnfho prechodu pro ||A]| — 0 vyplyva ze
spojitosti parcidlnich derivaci v bodé [z, yo| -

Tedy funkce f je v bodé [xg, yo] diferencovatelnd.

Vétal2.7:
Necht funkce f, g jsou diferencovatelné na mnoziné € a pro
body x € € ozna¢ime df = df(x,dx) = grad f(x) - dx
dg = dg(x,dx) = grad g(x) - dx, potom na {2 plati

d(cf) = cdf, grad (cf) = cgrad [,

d(f +g)=df £dg, grad(f+g)=grad f£gradyg,
d(fg) =gdf + fdg, grad(fg) = ggradf + feradg,

d <£> = ol fls - grad <§> = smad] fands - g(x) £ 0.

(algebra diferencidlu a gradientu)

Dikaz : Je podobny jako u funkei jedné proménné. (MAT,
véta 7.3)
Véta12.8: (diferencidl a derivace slozené funkce)

Necht funkce v = u(z,y), v = v(z,y) jsou diferencovatelné
v bodé [zg,y0] a funkce f(u,v) je diferencovatelnd v bodé
[ug, vo] , kde ug = u(xg,yo), vo = v(wo,yo). Potom slozend
funkce f(u(z,y),v(z,y)) je diferencovatelna v [zg, yo| a plati
(v bodé [xg, yo])

df =% du+ % dv
= 8u( dg;+8“dy) —f(%d:v+g—1y’dy>

_ (9f@ ofd f ou of o
—Qwﬁwm@WH'FF+m%%W
of
Yy

or

ox
Priklad 12.12:  Funkce u(x,y) = —2zy, v(z,y) =2 + y
jsou diferencovatelné na R? a funkce f(u,v) = u + v? je
také diferencovatelnd na R2.

Pozor, obracené
tvrzeni k veté (12.6)
neplati. Fu2nkce1

xsin - x # 0
je diferencovatelnda v
pocatku, jeji parcidlni
derivace podle x vSak
zde neni spojita.

Celou vétu (12.8) lze
formulovat a dokazat
pro slozenou funkci

fla(x))=f(uy, ..., unm).
Potom

of " Of Ou,
or; s 8_uj ox;

Také  hovoifime o
"Tetézovém pravidlu”.



Pii prechodu k polar-
nim soutradnicim

T=TCOoSp, y=rsiny
méa jednotkovy vek-
tor ve "smeéru r” tvar
e; = (cosyp, siny) a
pro jednotkovy vek-
tor ve "sméru ¢” plati

s = (—sin, cos ).
Matice prechodu M
od bdze é1,é; k bézi
€1, ey ma tedy tvar

Mo [Cos® —singp) ‘

siny  cosy

Nyni vyjadiime gradi-
ent funkce f = f(x,y)
v novém soufadném
systému, tedy

af of Cosgo—sinap
<8x7 Oy) 3

singp cosp

<8f CoS + sm v,
%(— singa)—FB—y Cosgo).

Zaroven z diferencidlu
slozené funkce plyne

of __ 0f oz + of oy __
dr — dx or Oy or

af Ccos —|—

of __ Of oz + of 0y __
dp — Oz Do Oy Op

smcp a

g—i(—r sin )+ 8—y7“ COS (.

Porovnanim dostane-
me pro gradient fun-
kce f v polarnich sou-
fadnicich

grad f = (% lﬁ_f)

or’ rop
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Pro diferencidl slozené funkce f(u(x,y),v(z,y)) tedy na R?
plati

df =1du+2vdv
= 1[(—2y) dz — 2z dy] + 2(x + y)(dzx + dy)
= 2xdr+2ydy.

Zéroven f(u(z,y),v(x,y)) = —2zy + (v +y)* = 2° + ¢*,
tedy df =2xdxr+2ydy.

Priklad 12.13 :

Necht f(z,y) = 2*+y* a z(r,t) =rcost, y(r,t) = rsint.

d df d df d
Potom d_]z: = éd_f + d—id—gz = 2z(—rsint) + 2y(rcost) =

2r*(—costsint +sintcost) = 0.

(derivace paraboloidu podél kruznice)

Vétal2.9: (vlastnosti gradientu)
Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé x.

- o gedf(x) Sl ,
i) Polozime-li 7= p="hreer, tedy [|Z7]] = 1, potom plati
8J;(Z %) — max aj(;(#)’ s je libovolny vektor (zména funkce ve

I5]1=1
sméru gradientu je nejvétsi).

ii) Vektor grad f(x¢)(5# 0) je kolmy k te¢né varieté (piimka,

rovina, ...) hladiny H = {x: f(x) = f(x0)} v bodé xq .
Dikaz :
i) Z vety (12.5) plyne ag(;) = grad f(x) - §. Z Cauchy —
Schwarzovy nerovnosti dostaneme pro ||§'|| = 1 vztah

8f( )

< [lgrad fGo)|| - |15 = llgrad f(x)]| -

Zéaroven pro vektor Z plati

0f(x)

07 (x) = grad f(x) - grad f(x)

lgrad f(x)]]

Odtud plyne prvni tvrzeni véty.

= [lgrad f(x)]| .
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Priklad 12.14 :

ii) Pro jednoduchost volime funkci f : R? — R. Hladinu

H = {[x,y] € R* : f(z,y) = C)} popiseme para-

metricky « = z(t), y = y(t). Tedy [f(z(t),y(t)) =
C'. Funkci f budeme nyni derivovat podle proménné
t (podél hladiny H). Potom plati

df 0Ofdx Ofdy Ox Oy

= __:gradf. —_—, =
dt  Oxdt Oydt ot ot

Odtud je vidét, ze tecny vektor (22, %) k hladiné je

dt’ dt
kolmy ke grad f = (g_fg_;) .

Méme k funkci f(z,y) = 2° — %, bodu

B = [1,2] a vektoru ¥ = (3,4) uré¢it smér nejvétsiho rustu
v bodé B a derivaci podle vektoru .

Smeér nejvétsiho rustu funkce f v bodé B je dan vektorem
grad f(1,2) = (322, —2y)[172] = (3, —4).
Pro derivace podle vektoru ¢ plati

OI02) — orad f(1,2) - 7= (3,—4) - (3,4) = 0.

Vidime, ze vektor ¥ = (3,4) je tecny vektor k hladiné
H = {[z,y] : 2* —y*> = =3} v bodé B = [1,2].

Definice 12.12: (tecné linearni variety)
Graf linearni funkce u : R” — R dané predpisem

u(x) =d-x+d=ax1+--+ax,+d,

kde a e R", d e R.

se nazyva nadrovina v R"™! a prochézi-li bodem [xq, uo], pak
lze vyjadrit pomoci rovnice

u—uy=a-(x—x%x9) =ai(x; —x0)+ -+ an(Tp — Topn) -

Necht funkce f : R" — R je diferencovatelnd v bodé x,
grad f(xg) # 0, potom

1.

te¢nd nadrovina k hladiné H ={xcR": f(x)= f(x0)}
funkce f prochazejici bodem xy ma rovnici

grad f(xo) - (x —x¢) = 0.

tecnd nadrovina ke grafu funkce u = f(x), x € R”
v bodé grafu [xg,ug] € R"! kde ug = f(xo), je ddna
rovnici

u — up = grad f(xo) - (x — o).

Libovolny vektor

X —Xg tecné nadroviny
k hladiné je kolmy k
vektoru grad f(xo) .

Pro f:R2—=R
mé& teénd nadrov-
ma k hladiné

(tj.  primka)  tvar
fo(@-20)+ £y (y-1y0) =0
a tecna nadrovina ke
grafu funkce (tj. rov-
ina) ma tvar u — ug =
[l —x0)+ fy(y—10) -
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Poznamka 12.1: Graf funkce u = f(x) je vlastné nulovou
hladinou funkce g(x,u) = f(x) —u=0.
Tecnd nadrovina k hladiné funkce g v bodé [x, ug] ma tedy
tvar grad g(xo) - ([x,u] — [x0,u0]) = 0 a odtud dostaneme
grad f(xo) - (x —x¢) — L(u—up) = 0.
Priklad 12.15: Je déna funkce f(z,y,z2) = 2% + y* + 2°.
Hladiny této funkce jsou kulové plochy, které lezi v R?; graf
funkce f lez{ v R?. Hladina prochézejici bodem [wg, yo, 20]
m4 rovnici 2% + y? + 22 = ug, uo =i+ Y5+ 23.

Tecénd rovina k této hladiné v bodé [z, yo, 2] ma rovnici
a1(z—mo)+az(y—yo)+az(z—2z) =0, @ = grad f(xo,yo, 20) ,
.

2x0(x — x0) + 2y0(y — yo) + 220(2 — 2z9) = 0.
Tecné nadrovina ke grafu této funkce lezi v R* a mé rovnici

U —uy = 2$0($ - xo) + 2yo(y - yo) + 22’0(2 — zo) .

Cviceni 12.3: Ke grafu funkce f(z,y) = 2% + y? v R?
uréete rovnici tecné roviny (v R?) v bodé B = [1,2,7].
[B=1[1,2,f(1,2)] = [1,2,5], grad f(1,2) = (22,2y)p2 = (2,4) =
tetnd rovina je u—5=2(z—1)+4(y—2).]

Definice 12.13: (smér rustu, poklesu)
Vektor s € R”, (||S||=1) se nazyvd smérem rustu (pok-
lesu) funkce f v bodé xq, jestlize

30 >0: f(xo+1t5) > (<)f(x0), Vte(0,0),

tj. ve sméru § se hodnota funkce f zvétsuje (zmensuje).

Vétal2.10: (smér rustu, poklesu diferencovatelné funkce)
Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé x,. Vektor 5 € R,
je smérem rustu (poklesu) funkce f v bodé xq, jestlize

grad f(xg) - 5> 0 (grad f(xg) - §<0).

(Tedy vektory grad f(xg) a § sviraji ostry (tupy) thel.)

Priklad 12.16 :  Urcete, zda vektor § = (1,3) je smérem
ristu(poklesu) funkee f(z,y) = 2* +y? v bodé B = [1,1].
Protoze grad f(1,1)-5=(2,2)-(1,3) =8 > 0, tak vektor
S je smérem rustu funkce f v bodé B.
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12.5 Resitelnost funkciondlnich rovnic

Motivacni priklady:

1. Resfme-li diferencialni rovnici (2z+1) dz+(x+2y)dy =0,
pak dostaneme funkciondlni rovnici 2? +ay+y> - C =0 .

Kdy a kde existuje feSeni uvedené funkcionalni rovnice ?

2. Reenfm rovnice 3> — 2 = 0 jsou napi. funkce
Y = \/57 Yy = _\/57 X Z 0
(mnoziny dvojic (z,v/x), (x,—/x)).

Pro x < 0 neni rovnice fesitelnd v R (neexistuje redlna
funkce y = f(x), kterd by spliovala rovnici).

Pro x > 0 je rovnice feSitelnd, ma dvé spojitda feSeni a
nekone¢né mnoho nespojitych reseni.

Pro z > 0, y > 0 je rovnice TesSitelna jednoznacné, tj. mezi
nezapornymi funkcemi existuje jediné feseni.

Definice 12.14: (feseni funkcionélni rovnice)
Mégjme funkci F(x,y) : @ x R - R, Q C R” a uvazujeme
rovnici o n + 1 nezndmych F(x,y) = 0. Funkce vy =
y(x), x € ) se nazyva globalnim feSenim této rovnice,
jestlize

VxeQ: F(xykx))=0.
Jestlize Vx € U(xg) C Q: F(x,y(x)) =0, pak y = y(x) se
nazyva lokalnim resenim dané rovnice.

Vétal2.11: (o globélni fesitelnosti)

Predpokladdme, ze funkce F'(z,y) je definovana na obdélniku
(a,b) x {c,d) C R? a pro kazdé pevné z € {(a,b) je funkce
F(xo,y) spojita v proménné y. Jestlize plati

F(z,c¢)- F(z,d) <0 Vzx € {(a,b),

potom existuje alesponi jedna funkce y = y(x) definovana
)

na (a,b) takova, ze je feSenim rovnice F'(x,y) = 0, tj. plati

F(z,y(z)) =0 Vz € (a,b).

Pti popisu feseni rov-
nice F(x,y)=0 vlast-
né zkoumame
"nulovou”hladinu
funkce F(x,y).

Pfi tom nés zajima:

1. Jak zaruc¢ime exis-
tenci feSeni rovnice.
2. Jak  zarucime
existenci jediného
reSeni.

3. Jaké jsou vlastnosti

FeSen{ (spojitost,
diferencovatel-
nost).

Funkce vy = f(x), se
také nazyva implic-
itni TeSeni rovnice

F(x,y) = 0.



Nutnost spojitosti
parcialni derivace
F, ilustruje piiklad
funkce F(x,y) =

y—a* y—a°>0,
r>0Ay>0

0 y— %<0,
r>0Ay >0
y x<0Vvy<O,

Wi
At '
i )
N
Vi iy ‘

LN

I

| s

//////
i
%%%%
i
W
|

ktera je diferencov-
atelnd v bodé [0, 0],
ale na okoli pocatku
neexistuje praveé jedno
feseni y = y(x)
rovnice F(z,y) = 0.

Priklady
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Dukaz :  Necht xy € {(a,b) je libovolné, ale pevné, pak
funkce h(y) = F(zo,y) je spojitd na (c, d) a spliuje podminku
h(c)-h(d) < 0. Podle véty 6.6 z MA1 existuje alespon jedno
¢islo vy takové, ze plati

h(yo) =0, tj. F(zo,y)=0.

Timto zpusobem ke kazdému x € (a,b) uréime y € (c,b),
neboli existuje alespon jedna funkce y =y(z), = € (a,b),
ktera splnuje rovnici F'(z,y) =0 Vz € (a,b) .

Ptedchozi véta zarucuje pouze existenci globalniho reseni, niko-
liv jednoznac¢nost (muze existovat dalsi funkce § = y(z), ktera je
fesenim). Jednoznacnost zaru¢ime jistou podminkou monotonie.

Vétal2.12: (o lokalni fesitelnosti, o implicitni funkci)
Ptredpokladame, ze:

1. funkce F' = F(x,y) je definovana a spojitd na néjakém
okolf U([zo, yo]) bodu [z, yo]

2. je splnéna rovnost F'(xg, o) =0,

3. funkce F, = %z’y) je definovand na okoli U([xg,yo]),

spojitd v bodeé [xg, yo] a %}3’%) #0.
Potom:

a) existuje okoli I bodu z( a existuje funkce y = y(x) defi-
novana na /;

b) tato funkce y = y(x) je jedinym (lokdlnim) fesenim
rovnice F(z,y) =0na I, tj. F(z,y(x)) =0 Vz € I;

c¢) funkce y = y(z) je spojitd na I a spliuje podminku
Yo = y(xo) -

Dukaz :

Necht F,(xo, yo) = %@j’%) > 0 (pro Fy(zo, yo) < 0 je dukaz
Qodobny). Ze spojitosti funkce [, plyne, zZe existuje okoli
U([xo,y0]) bodu [zg, yo], ve kterém je F,[z,y] > 0 (plyne z
véty (12.4) 2.). Volime iy < yg < ys tak, ze [xg, y1], [x0, yo] €

U([xo,yo]). Protoze F, > 0, tak funkce F(x,y) je rostouct
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funkei v proménné y na U([xo, yo]). Zaroven F[zo,yo] = 0,
tedy F'(xo,y1) <0 a F(xo,y2) > 0.

Ze spojitosti funkci F(z,y1), F(x,y2) plyne, Ze existuje
otevieny interval I obsahujici xg, ve kterém F(x,3;) < 0
a F(x,y2) > 0 pro kazdé x € I C U([xg, yo])-

Tedy funkce F' je spojita na I X (y;, y2) rostouci v proménné y
a F(x,y) - F(x,y2) < 0. Z predchozi véty (12.11) a mono-
tonie v y vyplyva, ze ke kazdému x € [ existuje prave jedno
y(x) takové, ze F(z,y(z)) =0.

Nyni dokazeme, ze tato funkce y = y(x) je na intervalu [

spojita.

Necht z, — T C I. Ukdzeme, ze lim y(z,) = y(T). Vime,

n—oo

ze Y1 < Yo = y(x,) < yo pro kazdé n. Predpoklddejme pro

spor, ze yn 7§ = y(T), potom

i) lim y,=¢ #7. V tomto piipadé ze spojitosti funkce F’
n—0o0

na okoli bodu [z, y] plyne 0 = F(z,y,) — F(Z,7) = 0,

coz je vsak spor s jiz dokadzanou jednoznacnosti nulového

bodu 7, ktery odpovida T € I (F(Z,7y) = 0).

ii) nebo limsupy, > liminfy, . Z definice supréma vyplyva,

ze existuje vybrana posloupnost {y,,} z posloupnosti {y,}

takova, ze y,, — ys = limsupy,. Zaroven F(z,,,yn.)=0,

tedy opét ze spojitosti funkce F plyne F'(Z,ys) = 0. Podobné

dostaneme rovnost F(Z,y;) = 0, kde y; = liminf y,. To je

znovu spor s jednoznacnosti bodu 7 .

Vétal2.13: (O derivaci feseni)

Jsou-li splnény vSechny predpoklady véty (12.12) o funkci
F(x,y) a navic funkce F(x,y) je diferencovatelnd v bodé
[z0,y0] (nebo jsou-li Fy, F, spojité v bodé [zo,yo]), potom
lokélni feseni y = y(x) rovnice F(x,y) = 0 je funkce difer-
encovatelna v bodé x( a plati

F|xo, Yo
Y (z0) = _ Bz ]
Fy [.To, yO]
Dukaz : Vime, ze existuje interval I obsahujici bod =z

a funkce y = y(z) definovana na I tak, ze F(x,y(x)) = 0
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Va € I, funkce y = y(z) je spojitd na I a spliuje podminku
Yo = y(o) .
Z diferencovatelnosti funkce F'(z,y) v bodé [z, yo] vyplyva

0 = F(z,y(z)) — F(zo,v0) = Fu(zo, yo)h1 + Fy(xo, yo)ha +

w(h); == 0, b= (R ) = (@ = 0,5(x) = p0).

—

Vydélime uvedenou rovnost ||k a upravime

_ . g wh)
0= Faleo, yo) iy + Fol@o o) + Ty =

—

Fx($07y0)\/ — 2+Fy(l’0,y0)\/ L +w|

(h) _
(z—20)2+(y—yo) (—20)2+(y—y0)? |k

<

—vg o

Fx(x())y())% + Fy(wo, yo) === + Ld|(ﬁ||) ‘
1t (2m) 1+ (222)

Ze spojitost funkce y = y(z) plyne, kdyz x —xg = h; — 0,

pak ho = y(x) — y(xg) = 0 a také ||h|| — 0.

Nyni budeme pro spor piedpoklddat, ze lim =% = too0,
T—Tq 0

pak z predchozi rovnosti limitnim pifechodem pro z — =z

dostaneme 0 = Fj(x¢, o), coz je spor s predpokladem.

Opét upravime posledni rovnost do tvaru

0= % (F.I‘(x07 yO) + Fy(x()’ yO) i_zO) + w%h) :
1+(=2) o) TR

Z*IO

a limitnim pfechodem pro x — xy dostaneme

9. Y=Y
0= xh%%lo (Fx<x07 Yo) + Fy (o, yo) :c—:cg)

= Fy(w0,y0) + Fy(x(% Yo) ' (o) -

Odtud jiz plyne tvrzeni véty.

Pozndmka 12.2: Véty (12.11), (12.12), (12.13) jsou specidlni

piipady tzv. véty o implicitni funkci. Implicitni funkci
se obvykle nazyva funkce, kterou my zde oznac¢ujeme jako
lokalni feseni funkciondlni rovnice. Vzorec F, + F,y' = 0
z véty (12.13) se také casto nazyvé vzorcem pro ”implicitni
derivovani”.
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Priklad 12.17:  Rovnice z — > = 0 v okoli bodu [0, 0]
nemd podle véty (12.16) zarucenou jednoznacnou (lokalni)
fesitelnost, nebot %—5 = —2yljp0) = 0. V okoli bodu [0, 0]
mé dand rovnice dvé feseni y =/, y = —/x .

V bodeé [1,1] je a_y =

[ =# (0 a uloha ma jedno TeSeni
1,1
y = +/x a jeji derivaci v bodé xy = 1 lze stanovit z rovnice

1=2y-y' =0, tj. y(1) = & ’

:2.

[1,1]

Nase predchozi tvahy muzeme rozsitit i na rovnici o vétsim
poctu neznamych nebo na soustavu rovnic o vétsim poctu neznamych.
To je obsahem nasledujici véty, kterou uvedeme bez dukazu.

Vétal2.14: (Obecnd véta o lokdlni fFesitelnosti)
Ptredpokladejme, ze

1. funkce F' = F(x,y) = F(x1,29,...,2,,y) je diferencov-
atelnd v bodé [xg, yo] € R"™ a v jeho okoli;

2. plati F'(xg,y9) = 0;

3. funkce Fj(x,y) (n+1 proménnych) je spojitd a nenulova
v bodé [xg, yo] -

Potom plati:

a) existuje okoli U(xg) bodu xq, okoli U(yy) bodu yy € R
a funkce y = y(x) definovana v okoli U(x),

x) je jedinym Fesenim rovnice F'(x,y) = 0
tj. platf  F(x,y(x)) = 0 V x € U(xo),

b) funkce y = y(x
v okoli U(xg),

y(x) € U(wo),

c¢) tato funkce je diferencovatelna v bodé xq a plati

\.//\

Y = y(Xo) )
dy(x) o (xom0)
6xz — — Fy(XO,yO) 9 Z — 17 27 PO 7n

Priklad 12.18: Méjme rovnici zy + 2z + yz — 11 = 0. Po-
sudme Tesitelnost této rovnice v okolf bodu M = [1,2,3].
Funkce F(x,y, 2) = xy+xz+yz—11 je diferencovatelna po-
dle viech proménnych (tj. v R3) a Fy=x+2z F,=x+uy.
Déle je F,(M) = 3 # 0, a tedy v okoli bodu M existuje
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jediné feseni z= f(x,y) dané rovnice, toto feseni je difer-
encovatelné a plati

_02(1,2) F.(M) +z 5
w(1,2)= =57 = —Fan = “urgl|, = 3
_0z(1,2) F,(M) T4z 4

V tomto pripadé feseni rovnice muzeme stanovit explicitné:

11— 7 ~ 4 . ~ 7/ 3 / /7
= g prislusné derivace pak vypocitat derivovanim.

Z = oty

Priklad 12.19: (Nejednoznacna fesitelnost funkcionalnich

rovnic)

Veéty (12.11) — (12.14) uvadi podminky jednoznaéné fesitelnosti
rovnic F(z,y) = 0, resp. F(x,y) = 0.

V aplikacich néds vsak ¢asto zajimaji takové body (tzv. sin-

guldrni body rovnice) [7,7] € R?, v nichz plati
F(fay)zoa Ff(f7y):07 Fy(foy)zo

V tomto pripadé si pomuzeme parametrizaci a hledame

dvojici funkei (kfivku) x = z(t), y = y(t), t € I splaujici

podminky

Viel: F(x(t),y(t)) =0,

dtel: T=x(), y=y(t) (kiivka prochézi bodem Z,7).

Je ztejmé, ze v okoli singularnich bodu rovnice nemusi byt

zminénd kiivka grafem zadné funkce typu y = f(z), resp.

Y z = p(y).

Bod [z, 7] = [0, 0] je singuldrnim bodem rovnice

23+ — 3y =0

23 4+1y* —3azy =0, a>0.

Zde

3at 3at?

t) = —0 t)=-—"——=, t#-1, 1=0.

Kfiivka se nazyva Descartuv list. V okoli bodu [0,0] ma
dand rovnice ¢tyTi reSeni.

Zde poznamenejme, ze neumime poskytnout obecnou metodu,
jak k dané rovnici stanovit uvedenou dvojici parametrickych
funkci. Geometricky feceno jde o problém, jak nejvhodnéji
parametrizovat kiivku, ktera je dana rovnici.
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12.6 Derivace a diferencialy vyssich rada. Taylorova
veta.

Vétal2.15: (véta o stfedni hodnoteé)

i) (Slozkové verze).  Necht funkce f : Q — R je spoji-
ta v oblasti 2 C R" a na néjakém okoli U(xg) C €
bodu x¢ = [xo1, To2, - - ., Ton] existuji parcidlni derivace
g—i, i=1,2,...,n . Potom pro kazdy bod x € U(xy),
X = [x1,To,. .., T, existuji & € (xo;, ), = 1,2,...,n
tak, ze plati formule

E)f(fl, L9000 g .%’n)

f(x) — f(xo) = T (z1 — o1)+
of (xor, &, 3, ..., Ty
Sz ganj ) (z2 — z2)+
Of(xo1, o2, ..., &n
| Ot 6, )
ii) (Vektorovd verze).  Necht funkce f : Q — R je

diferencovatelna v oblasti {2 C R", ktera obsahuje body
x; = Xo +t(x —xg), 0 <t < 1. Potom existuje 7 € (0, 1)
takové, ze plati

f(x) — f(x0) = grad f(xo + 7(x — X)) - (X — Xp) .

Dukaz :
a) (pro jednoduchost je uveden pro funkci 2 proménnych:)
Z existence parcidlnich derivaci funkce f = f(x,y)

vyplyva, ze ve sméru os lze pouzit Lagrangeovu vétu
o stfedni hodnoté z MA1 (véta 7.7). Potom

f(IL‘, y)_f(x()?yo) - (f(xu y)_f(x(h y))+(f($0,y)_f($0,y0))

af(gla y)

gl (x_x0)+3f($07€2)

By (¥—"o) -

b) Oznaéime g(t) = f(xo+t(x—xp)),t € (0
plyne, ze funkce g(t) je spojita na (0, 1) a diferencov-
atelnd na (0, 1). Proto existuje 7 € (0,1) tak, ze

9(1) = g(0) =4'(7)(1 - 0).

Zaroven plati ¢g(1) = f(x), g(0) = f(xg) a

(0,1). Z predpokladu

Poznamenejme, 7€
existence parcialnich
derivaci funkce
f mna okoli bodu xg
nezarucuje spojitost
funkce f na tomto
okoli, wviz  priklad
12.10.



Jestlize je funkce f
dvakrat  diferencov-
atelna, pak existuji di-
ferencialy jejich
parcidlnich derivaci a
tedy existuji i druhé
parcialni derivace
funkce f v bodé xq .

U funkci, které nejsou
dvakrat diferencova-
telné, mnemusi platit
zaménnost smiSenych
parcialnich  derivaci.
Naptiklad pro funkeci

22 —y2
f:{xym [z, y]#(0,0]
O [Z) y]: [070]

neplati véta 12.16 v
pocatku.
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gl(T) _ 152 f(Xoth(X*Xo)i:{(XoJrT(X*Xo)) (t = ?”)
_ lin% f(Xo+T(X—Xo)+7“(X—TX0))—f(X0+T(X—X0)) (z definice)
r—
— 8f(Xa()(J)r(7;(:(;)XO)) (z véty (12.5))

= grad f(xg 4+ 7(x — %)) - (X — Xq) .
Odtud jiz plyne tvrzeni b) véty.

Definice 12.15: (druhd parcidlni derivace)

Necht funkce f : © — R m4 parcialni derivaci gj v okoli

U(xg) C Q. Existuje-li, pak se nasledujici limita

1<8f(x0—|—t€j)_8f(xo)) _ 9 <8f>

lim —
£50 ¢ Ox; Ox; Ox; \ Oz;

Y

nazyva druha parcialni derivace funkce f v bodé x,.
Zmacime
0 (9f\] _8f(x)
Xo N 8$38$Z .

81']' 833@

Podobné definujeme vyssi parcialni derivace, napf.

0 o*f & f(x0)
Oxy, <8:Uj8xi>

o B 0z 0x;0;
Necht funkce f je diferencovatelné na okoli U(xg). Je-li kazd4

z funkei %S{), 1 = 1,2,...,n diferencovatelna v bodé xq,

fikame, ze funkce f je v bodé xy dvakrat diferencovatelna.

Vétal2.16: (zaménnost parcialnich derivaci)
Je-li funkce f dvakrat diferencovatelna v bodé xq, potom

O f(x0) _ 9*f(x0)
65[72‘6Ij 8:1:]8@ ’

ii=1,2....n:

tj. druhé derivace jsou zaménné.

Dukaz :
funkci dvou proménnych f = f(x,y) . Polozime xq=[xq, yo],
zvolime h € R tak, ze [xg+ h,yo+h] € U(xg) a definujeme

F(h) =5 f (wo+h, yo+h)—f (zo+h, yo)—f (o, yo+h)+f (20, Y0)] -

Pro jednoduchost provedeme dikaz pouze pro
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<. 0 0 02 0?
Oznacime % = fu, 8—5 = fy, Wgy = fay, ng = fyu. Z
predpokladu existence parcialnich derivaci funkce f na okoli
U(xg) a véty (12.15) (o stfedni hodnoté) plyne existence
¢isla 7, € (0, 1) takového, ze

F(h) :%[fm(xo + Txh, Yo + h) — fw(.%'o + Txh, 3/0)} X

7, diferencovatelnosti parcialnich derivaci funkce f v bodé
[0, yo] vyplyva

fl”(xO"'_T:z:h) yO+h)_fx(an yO) - f:z:x (3307 yO)Txh+fyz (5607 y0>h+0(h) Pro "malé o(h)"plati

. olh
fx(Io + 7,h, yO) - fx(SUO; yO) = fm(x()v yO)Txh + O(h) : flg%% =0

Tedy
F(h) = fyulzo,90) + % — f,0(z0, o) -

Analogicky dostaneme
F(h) - #[f(xo_‘_ha y0+h) _f(xfb y0+h) _f(x()+h, y0)+f(x07 yO)]

=+ [fy(@o + hoyo + 1yh) — fy(@o, yo + 7yh) | = fay(0, o) -
Neboli
fyx(xmy()) - fxy(ilio,yo) .

Priklad 12.20: Funkce f(x,y) = 2%y m4 parcidln{ derivace

o . O
ox oy
a pro smisené parcialni derivace plati

o0 f o0 f
= =2
Oydx  Oxdy

2xy ,

Vétal12.17: Necht funkce f je diferencovatelnd na okoli

U(xg). Jsou-li parcidlni derivace gifé?, i,j =1,2,...,n
spojité v bodé xq, pak funkce f je dvakrat diferencovatelna

v bodé xj.

Dukaz : Ze spojitosti druhych parcialnich derivaci a véty
12.6 plyne diferencovatelnost prvnich parcidlnich derivaci
funkce f v bodé x(, tedy funkce f je dvakrat diferencov-
atelna v bodé xj.



U dvakrat diferen-
covatelné funkce f
existuji  diferencidly
parcidlnich  derivaci,
tedy i gradientu a
proto i diferencial
diferencialu.

V maticové symbolice
hy
je AT =] :
ho,
Pro  funkei  dvou
proménnych plati
Ef = TLda? +

Efy 8f dxdy + dy2.

Pti vypoctu Hessovy
matice, si muzeme po-
moci pravidlem ”gra-
dient na gradient”,
tedy

H = grad’(grad f) =

(grad T( ) grad 7 ( 8y ))
_ %g>$gj
afy |-

a3 23D
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Definice 12.16: (druhy diferencial)

Predpoklddejme, Ze funkce f md v bodech x € U (xq) difer-
encidl df(x,h) = grad f(x) - h. Pro pevné h e df(x, h) :
U(xo) — R funkei x. Diferencial funkce df(x, k) (proménné
x) v bodé xy opét vzhledem k h se nazyva druhym difer-
encialem funkce f v bodé x; a znadci se

d(df (x,h))|x, = d>f(x0,B) ;b= (dzy,dxs, ..., dxy,).

Plati

df (x, i) w(h) g

1hll—0 || 7|2

Diferencial k-tého radu definujeme rekurentné

d(d" ' f(x,h)) = d* f(x,h) .

— df(X07 E) - d2f(X07 E) + W(ﬁ) )

Pro dvakrat diferencovatelnou funkci f dostaneme

d%@ﬁ>=a#@ﬁ»=ﬂ@Mﬂwib=id(

of(x
gi«f) hj

:iiai(ag(c))hh —Z<Zaxzaxj >

Takze R _,T
=L Hx) h

af” i,i=1,2,....n

d*f(x, h)
kde H(x) je Hessova matice s prvky -

Druhy diferencial je kvadratickd forma v proménné h.

Priklad 12.21 :

df = (y+2x) dr +x dy = (y+2x,a:)( flg:j ),
d’f = d(y+2z)dz+d(z) dy = (2dx+1dy) dv+ (1 dz+0dy) dy
= (2da+1dy, 1dz+0dy) ( )

- (<dw>(?Www(o))(iﬁ)

2 1 d
:(d:c,dy)< )(dx>:2dx2—|—2dxdy—|—0dy2.
)

o%f 0%
(§ 90
or o) \1 o/

Pro funkci f(z,y) = 2* +xy je




Matematicka analyza 2

Formalni pravidlo pro vypocet diferencialu vyssiho radu funkce

f:f(l'l,xg,...,xn):

97

9 9 9 "
df= (=L g +-L 4 de,) f.
f (81 $1+82 To+-- +8$n x) f
Druha derivace ve smérech s, 7
2
1
0°f(x) — lim—[grad f(X+t77)§T—gI'adf(X)§T] = 7 H(x)-5".

oros  t=0t

Vétal12.18: (Taylorova véta)

Necht funkce f : Q — R je v okoli U(xg) C © bodu xy €
(k + 1)-krat diferencovatelna. Potom pro kazdé x € U(x)
polozime h = x — xy a Tayloriv rozvoj funkce f v bodé x

je dan vztahem

o d? i JqF
) F (o) =l g, By L0 %
kde
Rk+1(Xo, i_i) = ﬁdkﬂf(xo + ﬁ(x — Xo), f_i),

Dukaz :
jednotlivé derivace funkce g pomoci funkce f:

g'(0)= hmL grad f(xg) - (x —Xo):df(x,fz),

t—0
T — i &) —9() 1
g'(t) 1512% ¢t 1512% ¢t

"(0) = lim g9 ©0) _ iy, &ad [f (xo+th)—f(x0)] . h

I t—0 t t—0 t
— llm l 8(f(X0+tf_i)—f(X0)) . llm l a(f(x0+tﬁ)_f(xo>) .
t—0t Oxy ’ it o,
z("ﬁh+ Tty A Y SR i
&v% 1 RN Oz, 01y ' Dzr0z, 1 RN 522
2f o f 02 f
da3 0r10xy "7 Ox10zy,
=h | R = oHx) AT
0% f 0%f Pf
0x,0x1 Ox,0xrs °°° 02

Ry 1(x0, ),

O<v<l.

Polozime ¢(t) = f(x¢ + t(x — xp)) . Vyjadiime

f (xo+&h)—f (xo+th) _ grad f(xo —I—tl;) . ];,

=l

Pro  funkci  dvou
proménnych plati
Bf =

L dad+3 50 L dn?dy+
+352 dudy>+ 5 L dy.
Némecky matematik

Ludwig Otto Hesse
Hesse (1811-1874).

se vénoval predevsim
studiu algebraickych
rovnic a teorii invari-
ant.

Poznamenejme, ze
derivace funkce g v
bodé 0 je vlastné
derivace funkce f v
bodé xq podle vektoru
X — Xg, viz definice
12.10.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hesse.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hesse.html
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Analogicky postupujeme pii vypoctu g”(t), ¢”(t)--- . Protoze
funkce f je (k + 1)-krat diferencovatelnd, pak i funkce g je
(k + 1)-krat diferencovatelna a z Taylorova rozvoje (MA1
véta 7.9) funkce jedné redlné proménné dostaneme

an (k+1)
9O, 9
1! 2! (k+ 1)!

thH¢e(0,1).

Odtud a z rovnosti g(1) —g(0) = f(x)— f(x0) plyne tvrzeni
vety.

Priklad 12.22: Tayloruv rozvoj funkce f(x,y) = = v bodé
X9 = [%0, Y] pro k =1 je dan vztahy:

f(.fl?, y>—f($0, yO) - af(g(a)c’y()) (x_x0)+af(g;’y0) (y_yo)—'_R?(XO: X>7
2 2
Ra(x0, %) = (ZL51) @ — 292+ 22050 - ) (g — o
+%y%’n°)(y—yo)2>a €0 € (w0,7) 5 M0 € (Y0,¥)-

Tedy z—x9=1-(x—x)+0.

Taylorovu formuli pouzivame pro aproximaci diference
Af = f(x) — f(xg) pomoci diferencidlu.

Priklad 12.23:  Pro funkci f(z,y) = zy lze diferenci
Af =xy — xoyy psat ve tvaru

Af = flwy) = floo,m) ~ et Ar + Sl Ay,

Ty — ToYo ~ Yo Ax + 19 Ay

Graf funkce kde chyba aproximace je

f(z,y)=zy s tetnou
rovinou v bodé [1, 0]. Ro(zo, o, 2,y) = Az-Ay=(x— o) (Y — ).
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13 Zakladni pojmy optimalizace v R"

13.1 Lokalni a globalni extrémy

Definice 13.1: (Extrémy) Mame f:Q— R, xq€Q.
(A) Cislo f(xg) se nazyva lokalni minimum (maximum)
funkce f, kdyz existuje okoli U(xg) bodu x( takové, ze plati

fxo) < f(x) (f(x0) = f(x)) VxeUlx)NEL

Bod x( je pak bod lokdlniho minima (maxima) na
mnoziné 2. PiSeme

f(x0) = min f(x), (f(x0)= max f(x)).

xeU (x0)NN2 xeU (x0)N2

Pokud pro x # x plati ostré nerovnosti, potom hovotime
o ostrém (lokalnim) minimu (maximu).

(B) Cislo f(xg) se nazyvéi globalni minimum (maxi-
mum) funkce f na Q, plati-li

f(xo) < f(x) (f(x0) = f(x)) Vxe€Q.
Piseme

f(x0) = min f(x), (f(xo) = max f(x)).

Bod x; je pak bod globdlniho minima (maxima) na
mnoziné 2. Extrémem funkce f rozumime maximum nebo
minimum této funkce.

Vétal3.1: (Nutnd podminka existence lokalniho extrému) Pitklady
Necht funkce f : Q — R je v bodé xy € Q diferencovatelnd

(definice (12.2)) a ma v tomto bodé lokalni extrém. Potom Pozor nulové parcidlui

derivace neznamenaji

df(Xo, i_i) =0 VE e R", (:> grad f(XO) — 0) ) nulovy diferencidl,

napt. funkce

f(z,y) :{ 0 =7y

Duikaz : (sporem)

Necht Jh # 0 € R" takové, ze df (xo,h) > 0. rTor=y
(Pro df (xo, h) < 0 je dukaz podobny). méd parcialni derivace
. . . v bodé [0,0] rovny
Tedy df(xg,h) = grad f(xg) - h = lim f(XOH};)_f(XO) > 0. nule, ale neni zde
t=0 ) diferencovatelnd, ani
Odtud vyplyvé,je existuje 6 > 0 takové, ze nenabyva v bodé [0, 0]
f(xo+th) — f(x0) >0 pro t e (0,9), extrému.

Fxo+th) — f(x¢) <0 pro t e (—6,0),

coz je spor s definici extrému funkce f v bodé xg.



Body, ve kterych difer-
encial funkce neexis-
tuje nebo je nulovy,
se nazyvaji kritické
body funkce f (viz
MAT1 definice 7.4).
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Definice 13.2: (Stacionarni bod)
Necht f je diferencovatelna funkce v bodé x;. Bod x5 € € se
nazyva stacionarni bod diferencovatelné funkce f, kdyz

Graf funkce z2 — 12

grad f(xg) = 0.

Priklad 13.1 :

Pro funkci f(z1, 19) = 223 + 223 — 22129 — 421 — 629 méme
grad f(x1,z9) = (dzy — 229 — 4, 429 — 221 — 6) .

V bodé [0, 0] urcuje grad f(0,0) = (—4, —6) smér nejvétsiho
rustu funkce f a —grad f = (4,6) urcuje smér nejvétsiho

poklesu. Napiiklad vektor v = (1,0) urcuje smér poklesu
v bodeé [0, 0], nebot grad f - v = (—4,—6)-(1,0) = -4 < 0.

Pro stacionarni body plati

4$1—2£I?2—4:0 T =
=
4{62—2331—6:0 To =

Y

wWloo Wi

Priklad 15.2 :

1. Pro funkci f(z,y) = 2* + 3 je grad f = (2z,2y) a bod
A =[0,0] je stacionarni bod. Bod A je bodem minima
funkce f a vSechny sméry jsou v tomto bodé smeéry
rustu.

Pro druhy diferencial funkce f plati:
d%(xg, h) = 2da® +2dy2 > 0 VY h = (dz,dy) # (0,0).

2. Pro funkci f(z,y) = 2% — y? je grad f = (2z,—2y)
a opét bod A = [0,0] je stacionarni bod funkce f. Na
pifmce y = 0 mé funkce f(z,0) = z?> minimum v bodé
r = 0 a na pifmce x = 0 m4 funkce f(0,y) = —y°
maximum v bodé y = 0.

Pro druhy diferencial funkce f nyni plati:
d?(xo, h) = 2da? — 2dy?.  Odtud dostaneme
P (x0, (1,0) =2 >0, d?(x,(0,1)) =-2<0.

Zaver: Stacionarni bod [0, 0] je ve sméru §'= (1,0) bo-
dem minima funkce f a ve sméru 5= (0,1) je bodem
maxima funkce f (bod [0, 0] je tzv. sedlovy bod).
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Vétal3d.2: (Postacujici podminky existence lokalniho

extrému)

Necht funkce f: Q — R, Q C R” je dvakréat diferencovatelnd

ve vnitinim bodé xy € Q a df (xg,h) =0 Vh € R". Jestlize
1. f(xo,h) >0 Yh € R", h #0,

pak je v bodé x ostré lokalni minimum ;

2. d®f(x0,h) <0 VheR", h£0,

pak je v bodé xy ostré lokalni maximum ;

3.3hy # 0 : d®f(xp,h1) = 0 a d®f(x9,h) > 0 nebo

—

d?f(xp,h) <0 Vh € R",
pak (zatim) nemuzeme rozhodnout,
4. Jhy, hy € R

d? f (xq, 52) < 0, pak ve sméru hy je funkce konkévnf
(Vv %0 je maximum),

d? f (xq, Eg) > 0, pak ve smeéru hs je funkce konvexni
(Vv x0 je minimum),

v bodé x( nenastava extrém, ale x; je sedlovy bod.

Dukaz : Funkce f je dvakrat diferencovatelna v bodé xq,
tedy podle definice (12.15) existuje okoli U(xp), na kterém
je funkce f diferencovatelna. 7 véty (12.11) vyplyva pro
x =X+ h € U(xp) existence 7 € (0,1) takového, 7e

o ) — o) = dfoxa -+ 7 F) = - df o+ 7 ).

Zaroven z definice druhého diferencialu dostaneme

df (xo+7h, 7h)—df (xo, Th) = df (%0, Th)+w(7h), 22 5 0,

4R
Nyni vyuzijeme predpokladu véty df (xo, f:) = 0 a rovnosti
d*f (xo, Th) = T2d*f (X0, h), tedy

f(xo+h) — f(xo) =T <d2f(x0, h) + ||k w(¢h)>

IR

= 1 (2 o, ) + () ) s @(R) = S5,

Graf funkce —a? + y3,
kterd mé stacionarni

bod [0,0] a

d*f = —2dx®+6y dy>.
V bodé [0, 0] plati

d*f=—-2ds* <0.

Ve sméru hy = (0,1)
je d£([0,0], (0,1)) =0
a neumime tedy podle
véty 13.2 rozhodnout
o typu extrému v bodé

[0,0].



Pro druhy diferencial
funkce f plati: Vh # 0
je

d*f(xq,h) > 0.

Hlavni minory matice
H jsou determinanty
¢tvercovych submatic,
obsahujicich levy hor-
ni roh HL.

Pro druhy diferencial
funkce f plati: Vh £0
je

d?f(x0,h) < 0.
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Protoze druhy diferencidl d? f (o, ﬁ) je spojity v promén-

né h, nabyva podle véty (12.4) na kompaktni mnoziné
M = {v : ||V]]| = 1} (jednotkové sféra) svého minima
v néjakém vektoru v . Odtud a z predpokladu d?f(xg, h) >

0 mame d? f(xo, ﬁ) > d?f(xq, o) = A > 0. Neboli

f(xo+h) — f(x0) > 7 ||h]*(A+ @(h)).

Pro dostatetné malé h je A+ @(k) > 0 (@(h) — 0), tedy
f(xo+h)— f(x0) > 0 av bodé xq je ostré lokdlni minimum.

ad 2) Za ptredpokladu d? f (o, E) < 0 dospéjeme analogickym
zpusobem k zavéru, ze v dostatecné malém okoli bodu x
je f(x0 + k) — f(xo) zéporné a v bodé xq je ostré lokaln{
maximum.

Zbyvajici podminky nejsou podminkami pro extrém (a proto

neni co dokazovat), pouze logicky dopliuji seznam znaménkovych

moznosti druhého diferencialu.

Poznamka 13.1: Uvedeme ekvivalentni podminky ¢i ek-

vivalentni nézvy prislusSnych vlastnosti zahrnutych v
piedpokladech véty (13.2). Plati d*f(xq, h) = hH(xq)hT

e kvadraticks forma hH(x)h? je pozitivné definitni,

e matice H(xg) je pozitivné definitni,

e vSechny hlavni minory matice H(xg) jsou kladné, tj.
My >0, My >0, M3>0, ...,

e vSechna vlastni ¢isla matice H(xg) jsou kladna.

e kvadratickd forma EH(XO)ET je negativné definitni,
e matice H(xg) je negativné definitni,
e hlavni minory matice H(x) pravidelné stiidaji znaménka
a prvni minor je zaporny, tj.
M; <0, My >0, Mg <O, ...,
e viechna vlastni ¢isla matice H(xg) jsou zaporna.

e kvadratickd forma h H(xo)h” a matice H(xg) jsou poz-
itivné semidefinitni nebo negativné semidefinitni,
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e alespon jeden z hlavnich minoru je nulovy a plati
M120, MQZO, <y nebo M1§O, MQZO, M3§O, ceey

e vlastni ¢isla H(x) jsou nezdpornd nebo nekladnd, aspon
jedno je nulové.

4. e kvadratickd forma i H(xo)h? a matice H(xq) jsou in-
definitni,
e pro znaménka minoru nenastava ani jeden z predchozich
pripadu,

e vlastni ¢isla matice H(xg) jsou kladné i zaporna.

Priklad 15.3: VySetiime lokdlni extrémy funkce

fxy, 9) = 223 + 223 — 2w129 — 421 — 69,

Stacionarni bod x( urc¢ime ze soustavy

41}1—2.%2: 4,
—2x1 +4x9 = 6.
Odtud
4 -2 My =4>0
_ 78 _ 1 ;
x0=[53] H (—2 4>’A@:12>0

Hessova matice (a tedy i druhy diferencial) je pozitivné
definitni. Proto funkce f ma v bodé xy minimum:

min (1, 2) = £ (3.5) = 1.
Poznamka 13.2:  Bod xy € R” je sedlovy bod funkce f :
R™ — R, jestlize grad f(xo) = 0 a plati
351, 62 > 0, ﬁl, EQ cR™: f(X0+tlﬁl) < f(XO) < f(XO-I-tQEQ),
Vi, € (—5i,67;), 1=1,2.
V prvnim sméru h nabyva funkce f maxima a v druhém
sméru ho nabyva minima v bodé x .

Priklad 13.4 : Vysettime stacionarni body funkce

f(x,y) = 23 +9° — 3zy . Vypocteme

322 — 3y 6x, —3
gradf(x7y)_ (3y2_3$>’ H(l’7y)— ( _3’ 6y )

Pro druhy difere;nciél
funkce f plati: Vh # 0
Je .
d?f(x0,h) <0
nebo
d? f(xo, h) > 0
a 3h £0:
d* f(x0,h1) = 0.

3527&62



104

Matematicka analyza 2

Stac. bod H Vlast. ¢isla| Typ H | Typ bodu

A=10,0] (_ N

g) A= 3 indefinitni | sedlovy
3

w O Ww O

minimum

> M= 9 pozitivne

B=IL1] (— A= 3 definitn{

Vsimneme si podrobnéji druhého diferencidlu d?f = hHAT
_ 0 -3 hi\ _ o
= (h1, hs) ( a0 ) ( o ) = —6h1hy ve stacionarnim
bodé A = [0,0]. Zvolme h = (1,1) a uvazujeme danou
funkci f(z,y) na piimce x = t, y = t, tj. funkei g(t) =
f(t,t) = 2t — 3t Protoze ¢"(0) = —6 < 0, pak na dané
piimce (tj. ve sméru vektoru h = (1,1)) nabyva funkce f
maxima pro t = 0.

Zvolime-li h = (1,—1), pak na pifmce x = t, y = —t
nabyva funkce f svého minima (¢”(0) =6 > 0, kde ¢(t) =
f(t,—t) = 3t?) pro t = 0.

Priklad 13.5: VysSetiime stacionarni body funkce f, kde
flx,y) =2 +y* — (x +y)?. Plati

grad f(z,y) = (42° = 2(z +y), 4° — 2(x +y))

1222 -2 =2
Hix,y] = < L 19,2 — 9 ) . Potom
Stac. bod H Hlavni minory | Typ bodu
10 —2 M;=10>0 .
[1,1] ( 9 10 ) My — 96 > 0 bod minima
10 —2 M;=10>0 .
[—1,—1] ( _2 10) My = 96 > 0 bod minima
9 9 M = -2<0 Podle véty
[0, 0] (13.2) nelze
-2 =2 My =0
rozhodnout

Vysetiime funkci f(z,y) v bodé [0, 0] na piimkach
a) x=t, y=t:g(t) = f(t,t) =2t" -4t ¢"(0) = -8 < 0
maximum;
b) x=—t, y=t:g(t) = f(—t,t) =2t* ¢W(0) =48 > 0
(prvni nenulové derivace v bodé t = 0 je suda a kladna)
minimum.

Odtud je vidét, ze bod [0, 0] je sedlovym bodem funkce f.
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13.2 Extrémy vzhledem k podmnoziné

Budeme vysSetiovat extrémy dané spojité funkce f v R" na
takovych podmnozinach V' C R", které se daji charakterizovat
systémem podminek ve tvaru rovnosti nebo nerovnosti. Témto
podminkam fikdme vazbové podminky a mnoziné V' fikdame
mnozina pripustnych bod.

Definice 13.3: (Ulohy s vazbami)

Meéjme funkci f: Q+— R, Q C R” je oteviend mnozina.

(A) Meéjme spojité funkce hj(x) : R" = R, j=1,2,...,p,
p < n a oznacme

Uloha najit extrém funkce f na mnoziné piipustnych boda V
se nazyva optimalizac¢ni iloha s vazbami typu rovnosti.

(B) M¢éjme spojité funkce ¢;(x) : R" — R, i = 1,2,...,m
a oznacme
V={xeQ: ¢(x)<0,i=1,2,...,m}.

Uloha najit extrém funkce f na mnoziné piipustnych bodu
V se nazyva optimalizacni tloha s wvazbami typu
nerovnosti.

Je-li pripustna mnozina V urcena jak vazbami typu
rovnosti, tak vazbami typu nerovnosti, hovorime o tiloze se
smiSenymi vazbami (tiloha optimalniho fizeni).

Cislo f(xg), ve kterém funkce f nabyvd minima (max-
ima) vzhledem k mnoziné V (viz definice (13.1)), se nazyva
lokalni vazané minimum (maximum) a x; je bodem
lokalniho vazaného minima (maxima) (tedy extrému).

Priklad 13.6:  Je déna funkce f(w1,z2) = 2% + 223 —
2x1219—4x1 —629. Urcete extrém funkce f na jednorozmeérné
linedrni varieté (piimce) x = ts, 5= (1,1).

feseni: Na piimce z1 = t, x9 = t vySetiime funkci f(¢,t) =
g(t) = 2t2 — 10t. Pro t = gje q (g) =0, ¢’ (g) =4>0.
V bodé [g, g] nabyva funkce f tzv. relativniho minima
(minima vzhledem k dané varieté).

Piiklady

Na fotbalové utkéani
prodavame vstupenky
na stani za cenu =z
a sezeni za cenu y.
Jejich prodejnost po-
pisuji funkce py(z,y),
po(x,y), pro které
plati z kapacitnich
duvodu omezeni

0 < p(z,y) < S,
0 < po(z,y) < S
Nasim  tdkolem je
stanovit ceny z,y tak,
abychom maximalizo-
vali zisk, tedy vyftesit
ulohu

max (pi(zy)®+pan)y),

[z,yleV
kde V = {[z,y] e R* :
0<pi(z,y) < 5,0 <

pa(7,y) < Sa}.
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Pozndmka 13.3: (TeSitelnost optimalizaéni ilohy)

Jestlize mnozina V' C R" je kompaktni (omezend a uzaviena)
a funkce f je spojitd na V, potom z véty (12.4) vyplyva, ze
ulohy na hledani extrému (optima) min{f(x):x € V},

max{f(x) : x € V} jsou fesitelné, tj. existuje jak ];n€1‘1;1 f(x),
tak max f(x) .

xeV

Priklad 15.7 :

1) (optimaliza¢ni tloha s vazbami typu rovnosti)
Resfme tlohu min{f(z,y) : [x,y] € V}, kde
f(x,y) = 2*+y? apifpustnd mnozina V je ddna ptredpisem
V={lr,y eR?:y+2—1=0}.
" Geometrickd metoda”

Rezem grafu funkce f rovinou rovnobéznou s osou z prochéazejici
"pirimkou V”je parabola.

V bodé [zg,y] = [0,5; 0,5] je jeji minimum.

”Ptechod k jedné proménné”

Dosadime y = —x + 1 do funkce f, dostaneme funkci jedné
proménné f(z,y(z)) = 2* + (—x+1)? =22 —z +3) =
2((x — 3)*+ 1) . Tato funkce md minimum v bodé zy = 3
= Yo = % :

"Metoda gradientu”

”Primka V" je nulovou hladinou funkce h(z,y) =y+x—1.
Gradient funkce h (pokud existuje), je "kolmy”k hladiné V
(presnéji k tecné hladiny V'.)

Gradient funkce f v bodé [xg, 3] vdzaného extrému vzhle-
dem k mnoziné V je také kolmy k V.

Oba gradienty jsou tedy linearné zavislé, nebo-li existuje
A € R takové, ze

grad f(zo,y0) + Agrad h(zg,y0) =0 A h(zg,y0) =0.

Konkrétné
220+ A-1=0
1 1
2y0—|—/\1:0 xozi,yozé,)\:—l.

y0+I0—1:0
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Timto zpusobem vsak ziskdme pouze bod, ve kterém muze
byt extrém funkce f vzhledem k mnoziné V.

2) (optimalizacni uloha s vazbami typu nerovnosti)
Resime dlohu min{f(z,y), [z,y] € V}, kde
f(v,y) == 2442 ; a piipustnd mnozina 1% je dana predpisem

V—{[xay]ERQ. g(z,y) =y+2—-1<0}.

Jestlize bod [xg, yo] je vnitini bod mnoziny V a funkce f
nabyva v tomto bodé extrému, pak podle véty (13.1) plati

grad f(zo,y9) =0

(pro diferencovatelnou funkei).

Jestlize bod [z, yo] je hraniénim bodem mnoziny V (neboli
g(xo,y0) = 0) a funkce f nabyva v tomto bodé extrému
vzhledem k jeji hranici 0V (= V), pak podle prvni casti
prikladu existuje A € R tak, ze plati

grad f(xo,yo) + A grad g(zo, yo) = 0

(opét pro diferencovatelné funkce).

Obé predchozi podminky muzeme najednou zapsat ve tvaru

i) X9(5’?0790) =0 R
ii) grad f(xo,y0) + Agrad g(xo,y0) = 0.

Konkrétneé
X-(zo+y—1)=0 xo:%,?Jo:%,X:—l
(220, 2y0) + A- (1,1) = (0,0) | 20=0,4=0,A=0

V bodé [0, 0] je zFejmé minimum funkce f vzhledem k mnoziné
V. V bodé [2, 1]
mnoziny V. Zbyva zjistit, zda je v tomto bodé extrém

je minimum funkce f vzhledem k hranici

vzhledem k celé mnoziné V .

Gradient funkce g sméfuje ven z mnoziny V. Pripomenme,
ze gradient urcuje smér nejveétsiho rustu funkce. Z rovnosti
grad f(xo,y0) = S\ 9(zo, yo) pak pro A<0 plyne, ze funkce
f "roste k hranici” mnoziny 1% (na hranici muze byt maxi-
mum) a naopak pro X > 0 klesd k hranici (muze tam byt
minimum).
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Konkrétné v nasem prikladé je N = —1, funkce f roste k
hranici, ale na hranici 9V nabyvéa minima, tedy vzhledem
k mnoziné V nem4 funkce f v bodé [1, 1] extrém.

Vétal13.3: (Karushovy — Kuhnovy — Tuckerovy nutné
podminky vazaného extrému)

Necht € je oteviend mnozina a funkce f : Q — R je diferen-
covatelna na €.

i) Necht xq je bod vdzaného lokdlntho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné

V={xeQCR": hj(x)=0,j=1,2,...,p, p<n},

kde hj(x) jsou spojité diferencovatelné funkce na €2,
a necht vektory gradh;(x¢), 7 = 1,2,...,p, jsou
linedrné nezavislé. Potom grad f(xg) je linedrni kom-
binaci vektort grad h;(xo), 7 =1,2,...,p, tj. existuji
realnd cisla  Aj, Ag,..., A\, takova, Ze v bodé extrému
plati

P
grad f(xg) + Z A grad hj(xg) = 0.

j=1

ii) Necht xq je bod lokdlntho vdzaného extrému funkce f
vzhledem k mnoziné

‘A/:{XEQCR”:gi(X)SO, i=1,2,...,m},

kde g;(x) jsou spojité diferencovatelné funkce na 2.

Necht I = {i : ¢;(x9) = 0} je mnozina indexu téch
vazeb, ve kterych v bodé xy nastava rovnost (tzv. ak-
tivni vazba), a necht vektory grad g;(xg), ¢ € I, jsou
linearné nezavislé. Potom existuji ¢isla Xl,Xg, e ,Xm
takova, ze v bodé extrému x, plati:

~

a) i gi(xo) =0,

>)

; > 0 pro minimum, z=1,2,...,m

>)

; <0 pro maximum, ¢ =1,2,...,m

b) grad f(xo) + > A;grad gi(xo) = 0.
i=1
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Dikaz : i) Omezime se na funkce f: R* — R.

Necht (zg,y0) je bod vdzaného extrému funkce f s vazbou
h(x,y) = 0. Z predpokladu grad h(xg, y) # 0 plyne ah(gz,yo) ”:
0 nebo —8h(gi’y°) £0.

Pfedpoklddejme, Ze %;’y()) # 0 (pro W # 0 je dukaz
podobny). Pak rovnice h(z,y) = 0 je podle véty (12.17)
v okoli bodu [zg, yo] jednoznacné fesitelna a existuje difer-
encovatelna funkce y = y(x), pro kterou h(x,y(x)) = 0,

yo = y(xp). Odtud plyne

dh(x,y(x)) Oh(zo, yo) N Oh(xg, yo) dy(xo)

dx Ox oy dr -

(CC()) =0&

V bodé vazaného extrému z, funkce f musi platit (nutna
podminka extrému funkce jedné proménné x)

df (x,y(x)) df (o, yo) n O f (xo,y0) dy(xo)

=0.
dx ox dy dx

(:1:0) =0<«<

Z poslednich dvou vztaht dostaneme (pro f, =0 je f, =0
a=0)
 Je(@o, o) halzo, 90)

fyo(@o,y0) — hy(wo, y0)

A~

Odtud vyplyva, ze existuje konstanta A takova, ze plati
fo+AXh, =0, f,+Ah, =0, neboli

grad f(wo, yo) + Agrad h(zg, yo) = 0.

ii) Probod x( € int 1% je nutna podminka extrému funkce f
grad f(x¢) = 0 (véta 13.1), tudiz pro \; = 0 jsou podminky
a), b) splnény.

Pro xy € 9V dostaneme z prvni c¢asti dukazu této véty

podminku b) grad f(xo) + > A grad g;(x0) = 0.
i=1

Pokud je v bodé x; minimum (pro maximum je dukaz
podobny) funkce f vzhledem k mnoziné V', potom

FU(x0) Vx € Ulxo) NV 2 f(x) > f(x0).
Odtud vyplyva pro derivaci podle vektoru x —x, nerovnost

0< a?,{(i‘,i(ﬂ) = grad f(xg) (x — Xg). Spolu s podminkou b)
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dostaneme > \; grad g;(x0) (x — x) < 0

1=1 -
Pro neaktivni vazby (i ¢ I, gi(xo) # 0) polozime \; = 0.
Pro aktivni vazby volime x € oV tak, ze kel : gp(x)<0
AN gi(x) =0, i€ l,i+#k, (jednu vazbu vynechame).
Protoze hranice mnoziny V je tvorena nulovymi hladinami
funkei g;, plati podle druhé ¢asti véty (12.9) rovnosti
grad g;(xo) (x — xp) = 0,7 # k. Odtud a z predchozi
nerovnosti plyne A; grad gx(xo) (x — x¢) < 0.
Protoze gi.(x) < 0Agk(xo) = 0, tak grad g (xo) (x—%o) <0,
tedy A\ > 0. (Pro grad gi(x¢) (x — x9) = 0, dostaneme
linedrni zavislost vektoru grad gx(xo), grad g;(x¢),7 # k,
coz je ve sporu s predpokladem.)

Priklad 13.8: Najdéte extrém funkce f(z,y) = 2% + y?
vzhledem k ptipustné mnoziné V, ktera je uréend podminkou
h(z,y) = %2+y2— 1=0.

”Geometricky”

Hladiny funkce f jsou kruznice se stfedem v pocatku a
pripustna mnozina V je elipsa se stfedem v pocatku.

V bodech [—2,0], [2,0] m& funkce f maximum vzhledem
k mnoziné V.

V bodech [0, —1], [0,1] m& funkce f minimum vzhledem k
mnoziné V.

”Prechod k jedné proménné”

Polozime x = 2cost, y =sint, t € (0,27).

Potom f(t) = 4cos?t+sin’t, f'(t) = —3sin2t, f'(t)=0
prot; =0,ty =2, ty=m, ty=3L.

Zaroven f"(0) = f"(7) = =12 < 0 = maximum a f"(3) =
f/(3) =12 > 0 = minimum.

”Kuhnovy — Tuckerovy nutné podminky”
V bodé [z, y| vazaného extrému funkce f musi platit
grad f(x,y) + Agrad h(z,y) =0 A h(z,y) = 0. Tedy



Matematicka analyza 2 111

20+ A5 =0
20+ A2y =0 4

2 2 —
Tty —1=0
Posledni metodou jsme ziskali (ne vzdy vSechny) body, ve
kterych muze byt extrém funkce f vzhledem k mnoziné V.
Pomoci nasledujici metody se pokusime rozhodnout, zda v

danych bodech je vazané maximum nebo minimum funkce f .

Metoda Lagrangeovy funkce

Zakladni myslenka metody spociva v tom, ze se pro optimal-
izacni ulohu sestroji pomocna Lagrangeova funkce tak, ze nutné
podminky minima pro tlohu s vazbami (véta (13.4) se stanou
podminkami stacionarniho bodu Lagrangeovy funkce.

Pro tulohu z ptfedchoziho piikladu definujeme Lagrangeovu
funkci vztahem

L(z,y, A) = f(z,y) + Ah(z,y).

Koeficient A se nazyva Langrangetv multiplikator. Pro body
[z,y] € V plati L(z,y,\) = f(z,y), to znamend, ze funkce L, f
maji stejné extrémy vzhledem k mnoziné V.

Pro stacionarni bod [z,y, A\] Lagrangeovy funkce L plati

grad L(z,y, \) = 0, tedy

OL __ Of oh __
ox _6x+>\8x_
& grad f+ Agradh =0,

oL _ Of oh
9L = p(x,y) =0,

coz odpovidé nutnym podminkam vazaného extrému.

Nyni budeme predpokladat, ze funkce f, h jsou dvakrat difer-
encovatelna a odvodime vztah pro druhy diferencial Lagrangeovy
funkce.

Tato metoda  je
velmi univerzalni a
fada je- jich modi-
fikaci se vyuzivd v
mnoha  numerickych
metodach.

Samotna Lagrangeova
funkce je zakladem
tzv. teorie duality.



Druhy diferencial La-
grangeovy funkce mu-
zeme vypocitat i po-
stupné d*L = d(dL) =
d(Lydx+Lydy+Lyd\)
= d(fodr + f,dy +
A(hedr + hydy) +
hd)\) = d*f + \d*h.
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2 2

L

d°L = %dx g2dy2+wd)\2
xr Yy A

(9:192 dx dy + —=

2L 2L
( dx dy + 0 dx d\ + 0 dyd)\)
0x0y Oy?

OxO\ Oyo
Pf 2f

da” dzdy Jy 7

( T+ — dy) dA

h =dh= Ovazba 7

0x0y
+
h 2h 2h
87x+26 dxdy—|—8 dy)
h
= d*f + \d*h

Priklad 13.9: Vratime se k predchozimu piikladu (13.8),
kde hleddme extrém funkce f(z,y) = 2% + y* vzhledem
k pripustné mnoziné V = {[z,y] € R?; %2 +y*—1=0}.

Druhy diferencial Lagrangeové funkce je dan vztahem

d*L = 2dz? + 2dy* + X (3 do® + 2 dy?)

a vazbova podminka je dh = 5 dx + 2ydy = 0.

Ve stacionarnich bodech Lagrangeové funkce plati
[0,£1], A= —1 stac. body [£2,0], A= —4

dy =0 vazba dr =0
d’L=3dx*>0 (dv,dy) # 0 d’L = —6dy* <0
minimum typ extrému maximum

Poznamenejme, ze v bodech [£2,0] je maximum funkce f
i vzhledem k mnoziné V = {[z,y] € R?; %2 +y?—1<0},
nebot funkce f smérem k hranici OV roste (A = —4 < 0).
Naopak v bodech [0, £1] nenf extrém funkce f vzhledem
k mnozine V.

Poznamka 13.4: V 1lohach s vazbami najdeme metodou

Lagrangeovy funkce body, v nichz muze nastat extrém
(vychdzime z nutnych podminek). Na piikladu (13.9) jsme
ukazali, ze postacujici podminky lze ziskat z druhého diferen-
cialu Lagrangeovy funkce.
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Vétal3.4: (postacujici podminky vazaného extrému)

Necht funkce f : Q — R je dvakrat diferencovatelnd na
oteviené mnoziné ) C R".

i) Necht funkce h;: Q — R, j = 1,2,...,p, p<n maji
spojité parcialni derivace na {2 a jsou dvakrat diferencovatelné
v bodé xy € V, kde

V={xeQ: hi(x)=0,j=1,2,...,p, p<n}.

Déle existuji redlnd cisla Aj, Ag,..., A\, takova, Ze v bode
p S

xo € V plati grad f(xo) + > Ajgrad h;(x¢) = 0.
j=1

Necht vektory gradh;(xgp) jsou linedrné nezavislé a pro
kazdy nenulovy vektor dx = (dzy,dzs, ..., dx,) takovy, ze

grad hj(xg) -dx =0, j=1,2,...,p, plati

P
& f(xo, dx) + Y N d’hj(xo, dx) >0 (< 0).
j=1
Potom xy je bod ostrého (lokdlniho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k mnoziné V' .

ii) Necht funkce g; : Q — R, i =1,2,...,m, maji spojité
parcialni derivace na 2 a jsou dvakrat diferencovatelné v bodé
xg € V, kde
V={xeQ:gx)<0,i=12,...,m}
Necht existuji ¢isla /)\\1, 3\\2, e ,/):m takova, ze v bodé xg plati:
Ngi(x0)=0 A A>0 (N<0), i=1,2...,m,
m N —
grad f(xo) + > A;jgrad gi(xo) = 0.
i=1

Déle necht I = {i : g;(x¢) = 0} a vektory grad g;(xg), i€
jsou linearné nezévislé. Navic necht pro kazdy nenulovy vektor
dx = (dx1,dzs, . .., dz,) takovy, ze

grad g;(xg) - dx = 0, pro i € I, pro které X >0 (Xz < 0),
grad g;(xo) - dx < 0, pro ostatni indexy i € I (tj. A\; = 0),
plati

P
d*f(xo, dx) + Y _ N d’gi(xo, dx) > 0 (< 0).
i=1
Potom xp je bod ostrého (lokdlniho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k mnoziné V .

V  bodé x4 jsou
tedy splnény nutné
podminky  vézaného
lokélniho extrému
funkce f

vzhledem k mnoziné V,
viz véta (13.3).

Je-li druhy diferenciél
Lagrangeovy funkce
d?L(xg, A, dx) in-
definitni v bodé xq,
pak funkce f nema v
tomto bodé extrém
vzhledem k pripustné
mnoziné V.

Pokud \; >0, potom
nas zajima, zda je
minimum  funkce f
na hranici 9V, tj.
grad g;(xo) dx = 0.
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Diikaz : i) Pro jednoduchost piedpokladame f, h:R*?—R
aV = {[r,y] € R*: h(z,y) = 0}. Z dikazu véty (13.3)
vime, ze mnozina V' je v okoli bodu [z, yo] tvofena grafem
funkce y : U(zy) — R, pro kterou h(z,y(z)) =0.
Oznatime F(z) = f(z,y(z)), potom <& = g—f: + g—;g—i
a OL = DL Ofd o Ofd g Tld | Uy odtud
d*F = d*f + G dy.
Podobné ozna¢ime H(x) = h(z,y(z)) a na V dostaneme
H=dH =d*H =0, tedy d®H = d®h+ 3 d% =0 a také
PF = PF + M\PH = &f + Ad*h + (3 + A8) Py .
Z nutné podminky extrému plyne f, +Ah, =0, f,+Ah,=
0 a odtud d*F = d%f + \d*h. Z postacujici podminky
minima (maxima) pro funkeci jedné proménné ‘575 > (<)0
dostaneme postacujici podminky védzaného minima (max-
ima

)

d* f ([zo, yo), (dz, dy)) + Ad*h([zo, yo), (dx, dy)) > (<) 0
pro vektory (dz, dy) # 0 spliujici

dH([:EO, yO]: (dl‘, dy)) = grad h(an yO)(daja dy) =0.

Priklad 13.10: Stanovte extrém funkce f(z,y) = zy na
pripustné mnoziné V' urcené podminkou x +y — 1 = 0.

L(z,y,A\) =zy+ ANz +y—1).

OL o, i 9y
or 7Ty TP T T T
Stacionarni bod
1 1

Méme df = ydzx + zdy, d*f = 2dz dy a dx +dy =0na V.
Proto
d*f = 2dx (—dr) = —2dz* < 0.

Bod [%, %} je bodem maxima funkce f na V; max f = }1.
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Priklad 13.11: Stanovte extrém funkce f(x,y,z) = zy + Jde o tlohu najit mezi
yz +xz namnoziné V = {[z,y,2] € R®: zyz —1=0}. kvadry jednotkového
objemu ten, ktery ma
minimalni povrch (je

Nutné podminky: to krychle!).

Lagrangeova funkce: L(x,y, 2z, \) = zy+yz+xz+A(zyz—1).

\ )
9 y+z+Ayz=0 ry+rz+Aryz=0
r=y, 2#0,

y==z, v#0.

?9_5: r+z+Axz=0 = xy+yz+iryz=0 p=

oL y+a +Azy=0])  yz+az+iryz=0

/

Piipustnym bodem je S = [1, 1, 1]; pak A = —2. Provéfime
splnéni postacujicich podminek podle véty (13.4). Plati

82L:0, 9L :l—f—)\Z, 0L :1_|_>\y’ 82L:O,

022 0x0y 0xdz y?
L PL _
ayaz—l—l—)\x, W—OT@dy

d2L(x0, \, h) =
= 2(1 + A2)hihg + 2(1 + Ay)hahs + 2(1 + Ax)hohslg,_
= —2(h1hg 4+ hihs + hahs) ;

Vazba

Yz
gradh(a:,y,z)-fL: Tz -ﬁ:h1+h2—|—h3:0.

LUyS

Dosazenim hz = —hy — hy dostaneme —2(hyhg —h$ —hihg —
hihy — h3) = 2(h} + hihy + h3) = 2(4h} + 4hihy + 4R3) .

4 2
Tato kvadraticka forma ma pozitivné definitni matici ( >
2 4

(vlastni éisla jsou Ay = 6, 2 = 2), proto bod S = [1,1,1]
je bodem minima.
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14 Diferencovatelna zobrazeni

14.1 Zakladni pojmy

)
C B
P A
N,
y B
Cl
A/
Pl

Definice 14.1: (vektorova funkce)

Méjme m funkci f;: Q@ - R, QCcR", 1=1,2,...,m.
Zobrazeni f(x) : Q — R"™ f(x) = (fi(x), fo(x), ..., fm(X))
se nazyva vektorova funkce vektorového argumentu.

Funkce f;, i« = 1,2,...,m se nazyvaji slozky vektorové
funkce.
Priklad 14.1: Mame vektorovou funkci f : R? — R?,

f=(f1,f2) = (y1,92) , kde

Y1 = 2x1 + 29,

Yo = 1 + 379, 1 3

2 1
maticove y:A-X,kdeA:( )
Body (x1,15) € R? zobrazujeme v jednom kartézském systému
a jejich obrazy (y1,v2) € R? v jiném kartézském systému.

Uvedena vektorova funkce prirazuje bodum ¢tverce PABC
body rovnobéznika P’A'B'C" tak, ze P — P/, A — A',....
Konkrétné ¢tverec P(0,0) A(1,0) B(1,1) C(0,1) se zobrazi
na rovnobéznik P'(0,0) A’(2,1) B'(3,4) C'(1,3).

Poznamenejme, ze obsah rovnobéznika meas (P'A’B'C") je
roven 5 a hodnota determinantu matice det A je také 5,
tedy plati

meas (P'A'B'C’) = | det A| - meas (PABC).

Zaroven plati

. In )

A = 81’1 Gxg — sradii
Jy2  Oys d
8_3:1 8_@ grad y2

Uvedené vlastnosti zobecnime v néasledujicim textu.
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Definice 14.2: (spojitost vektorové funkce)
Bod yy € R™ se nazyva limita vektorové funkce f v hro-
madném bodé xy mnoziny {2 C R", piSeme

lim f(x) =yo,

X—X0
kdyz pro kazdou posloupnost x,, — x¢ plati f(x,) — yo.
Kdyz yo = f(xg), pak tikdme, ze vektorova funkce f
je spojita v bodé x,. Vektorova funkce f je spojita na
Q) C R", je-li spojita v kazdém bodé x € ().

Vétald.1: (spojitost po slozkach)
i) Funkce f md v bodé x¢ limitu yo = (o1, Yoz, - - - > Yom)

pravé tehdy, kdyz lim f;(x) =yp;, i =1,2,...,m.
X—X0

ii) Vektorova funkce f je spojitd v bodé xq prave tehdy, kdyz
funkce f;, i =1,2,...,m jsou spojité v bodé xj .

Dikaz : plyne z nerovnosti | fi(x)—yoi| < \/Z(fZ (x) — yoi)?.
i=1

Definice 14.3: (diferencovatelnost vektorové funkce)
Vektorova funkce f: R"™ — R™ o slozkach fi, fo,..., fin je
diferencovatelna v bodé x; € Q2 C R"”, jestlize funkce

fi, i =1,2,...,m jsou diferencovatelné v bodé x,. Difer-
encialem vektorové funkce f je potom vektor
df1(xo, E) grad f1(xo) @
7 (o, )= | POON | | ERdROOR g7
df i (%o, FL) grad f,(xo) h

Zde opét h = x — xo . Matice J¢(xo) (typu (m,n)), jejiz radky
jsou grad f;(xg), se nazyva derivace vektorové funkce f
v bodé x; nebo Jacobiova matice vektorové funkce f.
Tuto matici také oznacujeme

D(f) D(flaf?;"')fm)

f'(x) = grad f(x) = Jg(x) = D(x) = D(t1, 29 2y)

Pro m = n se determinant Jacobiovy matice det Jg¢(x) nazyva
jakobian.



Pokud det J¢(x)
0, pak také ftikame,
ze matice Jg(x) je

regularni.

=+
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Definice 14.4: (regularni vektorova funkce)
Vektorova funkce f: R" +— R" se nazyva regularni ve
vnitinim bodé x € ) C R", jestlize

1. prvky Jacobiovy matice jsou spojité funkce v bodé x
(tj. f je spojité diferencovatelna),

2. det Je(x) # 0.

Vektorova funkce f je regularni v €2, je-li regularni v kazdém
vnitinim bodé x € ().

Vétald.2: ( o lokdlné inverzni vektorové funkei)

Necht vektorovd funkce f: X — YV, X ¢ R, Y C R”
je spojita na X a regularni v bodé xy € X. Potom exis-
tuji okoli U(xg) C X bodu x; a okoli U(yy) C Y bodu
yo = f(xg) takovd, ze f bijektivné (vzdjemné jednoznacné)
zobrazuje U(xg) na U(yg). K restrikci f na U(xg) tak exis-
tuje inverzni vektorova funkce f=1 : U(yg) — U(xg), kterd je
regularni, a plati

D), . (D(f) —1X

tj. Jacobiova matice inverzni vektorové funkce je inverzni

matici k Jacobiové matici puvodni vektorové funkce.

Polarni souradnice

Vysetiime vektorovou funkci f : R? — R%, (r,p) — (z,y)

danou vztahy

T =T COS ,
Yy = rsinp.

Pro libovolné (r, ¢) € R? je f diferencovatelnd funkce a plati

D(z,y) cos — rsinp
r _ ) _ . _
f _Jf_D(r,go)_<singp rcosy )’ detJr =r}.

Takze pro r # 0 je vektorova funkce f regularni. Neni vsak na
celém prostoru R? bijektivni (obrazem rtznych bodi (71, ),
(r1,¢1 + 2m) je tentyz bod). Proto ozna¢ime

P={(r,o) €R*: 0 <7 < 400, 0<p < 2r}.
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Potom vektorova funkce f zobrazuje mnozinu P na mnozinu
X =R*\ {(0,0)} bijektivné a existuje inverzni vektorova funkce
f~1: X — P. Tato inverzni vektorové funkce je ddna vztahy:

, arctgZ, x>0 y>0,
5 r=0,y>0,
r=vari4+y?, o=« T+arctg?, 1<0,yeR,
3 r=0,y<0
\

2m +arctg?, x>0, y<O0.

Vektorovd funkce =1 ((r,p) = f1(z,y)) se nazyvéa soustava

polarnich soufadnic. Pro jakobiovou matici funkce f~! plati Geometricky maé, &islo
. y . r vyznam vzdélenosti

oo — ( Ny e ) _ ( cosg sing ) bodu  (z,y) od

f —y T —siny  Ccosy ' pocatku a ¢islo ¢

w2y w2ty " " vyznam uhlu  mezi

1 0 pruvodicem bodu
Tedy Jf . Jf_1 — ( ) .

(x,y) a kladnym
01 smeérem OSy .
Vektorova funkce f zobrazi pocatek do pocatku, primku danou
rovnosti r = R zobrazi na kruznici vyjadifenou parametricky
rovnicemi x = Rcosyp, y = Rsing, ¢ € R. Obrazem piimky
© = (1 je poloptimka vyjadiend parametrickymi rovnicemi
T =rcospy, y=rsinp; (parametr r > 0).
Obrazem vyplnéného obdélniku Qa,a, je vyplnénd vysec mezikruzi
Qazay aplati meas (Qazay) = rmeas (Qa,ya,) = det Je-meas (Qaray) -

Vétal4.3: (geometricky vyznam jakobidnu)

Necht prosté reguldrni zobrazeni f zobrazuje oblast €2,.,,, kterd

obsahuje bod (7, ), na oblast €,,,, potom plati (pfi oznaceni

d =diam ., (délka nejvétsi mozné dsecky lezici v Q,, ), Vsimnéme si, Ze pro

, . funkei f:R — R
meas ({2) = mira oblasti 2) (hladké  monotnnd)

_ meas (2 piseme tvrzeni véty ve
lim —( ) = | det Je (70, ©0)| - tvaru
d—0 meas (£2,)
i 10T
Pro malé d piseme piibliZznou rovnost |Az|=0 [Az]

meas (§2,,) ~ | det J¢(ro, po)| - meas (2., .
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Cylindrické souradnice

Necht vektorovéa funkce f je ddna transformaénimi rovnicemi

T =1TCcosp,
y=rsinyp,
z2=2z.

Protoze |detJs = 7|, je na mnoziné V = {(r,p,2) € R?®: 0 <
r < 400, 0 < ¢ <27, —o0 < z < +oo} tato vektorova
funkce reguldrni a prostd a zobrazuje mnozinu V' na mnozinu
R3 \ {osa 2} vzdjemné jednoznacné.

Inverzni vektorova funkce f~1: (x,y,2) — (r, ¢, 2), kde

AT

¢ = jediny kofen rovnic

x Yy

Vg P (e TR

=z

se nazyva soustava cylindrickych souradnic.

Sférické souradnice

Mame vektorovou funkci f danou transformac¢nimi rovnicemi
X = rcos @ cos,
Yy = 7sin @ cos v,
z = rsind.

Potom |det J; = r? cos?)| a jakobidn je roven nule pravé tehdy,
kdyz r = 0 nebo ¥ = §+km, k € Z. Vektorova funkce f je proto
regularni a prostd na mnoziné

V= {(rpd) €R:0<r <400, 0<p<om —2<i <}

Inverzni vektorovd funkce f71: (x,y,2) — (r, 0, ?)

=1 =224+ y2+ 22
= jedinv koren rovnic —=— = co0S —~2 _ —gin
p = jediny v e @,
z

¥ = jediny kofen rovnice sin1 = ————
\ w2ty 22
se nazyva soustava sférickych souradnic.

Pro pevné ¢ = ¢y vznikne souradnicova plocha, ktera
je popsana parametrickymi rovnicemi x = rcosysint,
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y = rsinggsind, z = rcos?d; je to ("polednikovd”) rovina
prochazejici osou z.

Pro pevné r = ry je souradnicova plocha dana parametric-
kymi rovnicemi x = rycos @ sin, y = rgsin @ sind, z = rgcos v;
je to kulova plocha o rovnici 2% + y? + 2% = rf.

Pro pevné ¢ = 9y je souradnicovou plochou plocha kuzelova.
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15 Riemannuv integral v R”

15.1 Definice a zakladni vlastnosti Riemannova integralu

Definice 15.1: (Riemannuv integral v R)
(i) Necht f: (a,b) — R je omezend funkce. Mnozina D =

{zo, 21, ..., xp;a =290 < 21 < T3 < ... <z, = b} se nazyva
déleni intervalu (a,b) a ¢islo v(D) = max (z;41 — x;) se
0<i<k—1

nazyva krok (norma) déleni D . Oznacime

Azi = Tiy1 — Ti;
Mi :supf(l‘),xE(wi,xHﬁ,i:(),l,...,k—l;
my; :inff(ar), $€<£Ci,$i+1>, 1=0,1,...,k—1.

Kazdému déleni D a funkci f pritadime ¢isla:
horni soucet

dolni soucet -
L(f,D) =)  miAx,
i=0

integralni soucet

=

-1
J(f,D) =) f(&)Ax;, & € (xi,xi41) je libovolny bod.

i

|
o

(ii) Rekneme, ze funkce f je Riemannovsky inte-
grovatelna na (a,b) (piseme f € R((a,b))), kdyz existuje
realné cislo I = I(f) takové, ze

Ve > 036 > 0Vdeéleni D intervalu (a,b) s v(D) <9, V¢ €
<$i;$i+1>7i:0;1,---7k_1: |J(f,D)—I|<€

~

Rikame, ze existuje limita integralnich souctt, a piSeme

k—1
11 Az, = 1.
V('%I)ILO ; f(gl) xz
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Cislo I se nazyva urcity Riemanntuv integral z funkce f
na intervalu {(a,b) a znaci se

[:/f(x)da:.

a

Poznamka 15.1:  Aby byla definice 15.1 korektni (tj. aby
méla rozumny smysl), je nutny predpoklad omezenosti
funkce f.

Definice 15.2: (Riemannuv integrdl v R?)

(i) Necht @ = (a,b) x (c,d) C R?. Necht D;, D5 jsou délen{
intervalu (a,b), (c¢,d) ve smyslu definice 15.1, tj. mnoziny
{zo, 1, ... 2}, {0, Y1, - -, Ys}- Mnozina D vsech obdélniku

Qjr = (T, Tj+1) X (Yk, Yk+1),

j =0,1,...,r—1; £k = 0,1,...,s—1, se nazyva déleni
obdélniku @) a cislo

ALU]' = Tjy1 — Ty,

_ )2 2
(D) = max \/(AZE‘]) (A, Ay = Yk+1 — Yk,

0<j<r—1
0<k<s—1

je krok (norma) déleni D
Necht f:@Q — R je omezens funkce na Q C R%. Oznacime

Mjk:supf(xay)n (xay)erku
mjk’:inff(xay)v (xay) S ij-
Horni soucet piislusny f a déleni D je definovan vztahem
r—1s—1
U(f,D)=>_ > MjAz;Ayy.
=0 k=0

Dolni soucet prislusny f a déleni D je definovan vztahem

—_
—_

L(f,D) = M AT; Ay, .
0

S—

I
o
il

J
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Integralni soucet piislusny f a déleni D je definovan vzta-
hem

r—1 s—1
J(f, D) = F(&Gome) Az Ay
j 0
kde (&5, mr) € Qi je libovolny bod.
(ii)) Funkce f je Riemannovsky integrovatelnia na @
(piseme f € R(Q)), kdyz existuje redlné ¢islo I = I(f)
takové, ze

Il
S
=
|

Ve >0d6 >0V déleni D obdélniku () takové, ze

V(D) <9 V(fjﬂ?k) Eij‘: ‘J(foD)_[‘ <e€.
Cislo

—_

r—1 s—1

I'= lim J(f,D)= hm f(&me) Az Ay,
v(D)—0 o

I
o

]

se nazyva dvojny Riemanntv integral funkce f pres
obdélnik () a znaci se

I://f(x,y) dwdy:/f(a%y)d
Q Q

(iii) Nechf Q C R? je omezend oblast a na ni je definovand
omezena funkce f. Vybereme takovy obdélnik @), aby €2 C Q),
a sestrojime funkci

[ flzy), (z,y) €9,
F(z,y) _{ 0, (x,y) € Q\ Q.

Dvojny integral z funkce f pres 2 definujeme vztahem

Q/f dﬂé fz,y) dxdyé/F(x,y) dady .

Rekneme, ze f je Riemannovsky integrovatelna na €,
piseme f € R(£2).
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Definice 15.3: (Riemannuv integrdl v R?)

(i) Nechtf Q = (ay, b1) x (ag, bs) x {as, b3) je kvadr v R3. Necht
Dy jsou déleni intervalu (a;, b;), [ = 1,2, 3.

Mnozina kvadru

Qijk = (xi,$i+1> X <yjayj+1> X <Zk72k+1>

se nazyva déleni kvadru (). Cislo

v(D) = max \/(Axi)Q + (Ay;)? + (Azg)?

0,5,k

je krok (norma) déleni D.
Necht f = f(z,9,2) : Q@ — R je omezena funkce na Q C R®.
Analogicky jako v definicich 15.1, 15.2 se definuji horni a dolni
soucty prislusné funkci f a déleni D. Integralni soucet je
¢islo

r—1 s—1 p—1

f 527 15, gk)AxlijAzk ’
0

kde (&,n;, (k) € Qiji je libovolny bod.

(ii)) Funkce f je Riemannovsky integrovatelna na (@,
piseme f € R(Q), existuje-li ¢islo

Il
o
T

1=0 7

I = lim J(f.D
i (f,D)

pro libovolné déleni D kvadru (). Znaci se

—/Q/ f(m,y,z)dmdydz-@/fd@, Q C R3.

Cislo I se nazyva trojny Riemanntv integral.

(iii) Necht Q C R3 je omezena oblast a na nf je definovana
omezena funkce f. Vybereme takovy kvadr @), aby Q C @
a sestrojime funkci

_[ flzy.2), (z,9,2) €9Q,
F(x,y,z)—{ 0, (x,y,2) € Q\ Q.
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Funkce f je Riemannovsky integrovatelna na €2, jestlize
F' je integrovatelnd na (), a definujeme

/fdQ:///f(x,y,z)dxdydz:///F(m,y,z) drdydz .
Q Q Q

Definice 15.4: (Riemannuv integral v R")
(i) Necht @ je kvddr v R". Mnozina kvddru

Qi17i2 aaaaa Zn - <x7:,[17x’}1+1> X <x’L227:L.222+1> XX <le7x;1n+1> )

se nazyva déleni kvadru (). Cislo

v(D) = max \/(Azh )2+ (Az2)2 + -+ (A )?
11 yeenyln "
se nazyva krok (norma) déleni D.
Necht f = f(x1,22,...,2,) : @ — R je omezend funkce
na () C R". Analogicky jako v definici 15.2 se definuji horni a
dolni soucty prislusné funkci f a déleni D. Integralni soucet
je ¢islo

k1—1 kn—1
J(f, D)= ... ) f(&,...,&)Ax} Az}, .. Az},
kde (&,...,&") € Qi,.,..;, je libovolny bod.

(ii) Funkce f se nazyva Riemannovsky integrovatelna na
Q, existuje-li ¢islo

I= lim J(f.D
i (f,D)

pro libovolné déleni D kvadru ). Znaci se
I = (... f(x1,29,...,2,) deiday. .. dx, =
Q
= [fdQ = [ f(x)dx, QCR".
Q Q

Cislo I se nazyva Riemannovym integralem v R" pres Q).
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(iii) Necht 2 C R™ je omezend oblast a na ni je definovana
omezenda funkce f. Vybereme takovy kvadr ), aby Q C @,
a definujeme funkci

[ fx), xeQ,
F(X)_{ 0, xeQ\NQ.

Funkce f je integrovatelna na (2, je-li F' integrovatelna na
mnoziné (), a definujeme

Q/fdQ=Q/f(X)dx:Q/F(x)dx.

Vétal5.1: (Kritérium integrovatelnosti)

Omezena funkce f je Riemannovsky integrovatelna na kvadru
(n-rozmérném intervalu) @ C R", n > 1, pravé tehdy, kdyz
pro kazdé € > 0 existuje déleni D kvadru ) takové, ze

(1) 0<U(f,D)—L(f,D) < e.

Dukaz :  je budovan na celé fadé tvrzeni a predstavuje
jadro teorie Riemannova integralu. Soucasti této teorie je
mimo jiné téz teorie méritelnosti mnozin 2 C R".

Vétal5.2: (dusledek kritéria integrovatelnosti)
Funkce f je Riemannovsky integrovatelna prave tehdy, kdyz

infU(f,D) =supL(f,D)=1.
D D

Dukaz : Podminka (1) z predchozi véty je splnéna pravé
tehdy, kdyz i%f U(f,D) <sup L(f, D). Zaroven pro kazdé
D

déleni D plati
L(f,D) < J(f, D) < U(f, D).

Odtud plyne (%I)HOJ (f,D) = I a funkce f je Rieman-
v(D)—

novsky integrovatelna.



128 Matematicka analyza 2

Priklad 15.1: Dirichletova funkce

{ 1  x jeracionalni ¢islo,
0 =z jeiracionalni ¢islo,

x € (a,b), neni Riemannovsky integrovatelna:

Y
U(f,D) = b— a pro kazdé déleni D, nebot sup f = 1 na
kazdém intervalu (x;, x;i1);
L(f,D) = 0, protoze inf f = 0 na kazdém intervalu (z;, x;11).
Priklad 15.2: Funkce f(z) = %m% sin + — \/LE cost, x#0,
neni na zadném intervalu obsahujicim nulu Riemannovsky
integrovatelns, nebot f je neomezend na libovolném okoli
nuly. Existuje vSak Newtontv integral z funkce f, nebot
3 .1
T x2sin=, x #0
F :{ ) )
(@) =1 0. =0
je primitivni funkce k f. Proto
1
(N)/f(x) de = F(1) — F(0) =sin1.
0
Graf funkce
T » 1, €(0,1)
f(z)=322sin 2 — - cos 2 9. :{ g v L/
> NG Priklad 15.3: Funkce f(x) 0 z€(-1.0)

je omezend a Riemannovsky integrovatelna. Neni vSsak Newtonovsky
integrovatelna. Kdyby totiz existovala primitivni funkce F
k funkci f, pak funkce F' musi byt spojita a muselo by platit

r+c, xe(0,1),

F(x) :{ c, z € (—1,0),
diferencovatelna v bodé 0, tedy F' neni primitivni k f .

¢ € R. Funkce F' vsak neni

Pozndmka 15.2: Integrovatelnost funkce (v Riemannoveé
smyslu) je vlastnost, kterd se neméni pii zméné funkce
v kone¢né mnoha bodech, tj.:

necht f,g jsou definovéany na (a,b), f € R({a,b)) a g se
lisi od f v konetné mnoha bodech intervalu (a,b). Potom
g € R({a,b)) a plati

/f(x) dx/bg(x) dx .
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Vétal5.3: (vypocet Riemannova integralu)

Necht f € R({a,b)) a necht existuje primitivn{ funkce F
k funkci f na (a,b), tj. F'(z) = f(z), = € (a,b). Potom
f € N({a,b)) (f ma Newtonuv integral na (a, b)) a plati

(./\/)/bf(x) dr = (R)/bf(:c) dz .

Dukaz : Zvolme libovolné déleni D intervalu (a, b). Potom

) f 1) e =5 [ ) o= 5 (i)~ Fle)=

= (véta o stfedni hodnoté)
n—1 n—1
= ;} FI&) (i — i) = ;) f(&)Ax;.

Protoze predpokldadéme f € R({a,b)), plati
b

n—1
V(%%;f(g,-)mi =] = (R)/f(a:) dz .

a

Tim je dukaz proveden.

Vétals.4:
Necht f € R({a,b)). Potom funkce

F(z) = jf(x) dt

je spojitd na (a, b). Je-li navic f spojita na (a, b), potom F' je
diferencovatelna a plati

F'(z) = f(x), z€{a,b).

Diukaz : Kdyz f € R({(a,b)), potom f je omezend a plati
|f(x)] < M, x € {(a,b); protoze pro x,xy € {a,b) plati

F(w)—F(xo)jf(x) dt—ff(ﬂﬁ) dt]f(l“) dt
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dostaneme odtud

F(2)—Fz0)] < M/ dt = Mlz—zo|, tj. F je spojita.

Lo

Necht f je spojitd v bodé xy € (a,b), tj. |f(z) — f(zo)| < €
pro kazdé x € P(xy,d). Pak také

f ‘f 370)| dt

F(x) _F(xO) Zo 8‘.%—5(30‘ .

r — Xy

<

- f(ﬂfo)

|z — x| |z — x|

pro x € P(xg,9), tj. F'(x¢) = f(x0).

Poznamka 15.3:

(i) M&-li omezena funkce f na (a,b) konec¢ny pocet bodu ne-

spojitosti, potom existuje zobecnénd primitivni funkce F'(x)

(definice 6.8, MA1) a f m4 zobecnény Newtonuv integral .

(ii) Véty o per partes a substituci zustavaji v platnosti i pro

Riemannuv integral.

(iii) Nevlastni Riemannovy integraly definujeme obdobnym

zpusobem jako nevlastni Newtonovy integraly; pro funkci
f € R((a,x)), x> a definujeme

+00

J 1 tﬂganwff
b
[ fie)dt = i [ 52

Definice 15.5: (hlavni hodnota (value principle))
Necht f je definovand na mnoziné vsech redlnych ¢isel R a
f € R({a, b)) pro libovolna a,b € R. Existuje-li limita

lim f( dr = v.p. /f

r—00

nazyvame ji hlavni hodnotou nevlastniho integralu od
—o0 do oo z funkce f.
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Poznamka 15.4:
(i) Pozor! Existuje-li hlavni hodnota integralu, pak

r

lim [ f(x)dz

r—00
a

existovat nemusi! Napf.

r

o0
V.p. / sinx dr = lim [ sinxz dr =0,
r—00
—0o0 —-Tr

r

ale lim [ sinx dx neexistuje pro zddné a € R!

7"—>OOa

(ii) Analogicky definujeme hlavni hodnotu nevlastniho in-
tegralu vlivem funkce:

b c—¢ b
v.p. /f(x) dx = el—i>%1+ /f(:(:) dx + / f(z) dz
a a cte

Napriklad

V.p. = lim d:z: dx = lim(lne —lne) = 0.
e—0 5—>O

-1

Definice 15.6 : (mira mnoziny)
Omezena mnozina €2 C R” se nazyva méritelna, je-li funkce
f(x) = 1 integrovatelna na 2. Hodnota integralu

meas (2) = /1 dx

Q

se nazyva mira mnoziny () (Jordanova mira).
Mnozina €2, pro niz plati meas (2) = 0, se nazyvd mnozina
miry nula.

Priklad 15.4 :

1) Koneénd mnozina a omezena spojita kiivka maji dvourozmérnou

i trojrozmérnou miru nula. Regularni plocha méa trojrozmérnou
miru nula.
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2) Necht Q@ ={%:neN}, potom [1dx=0.
Q

Zde vidime, ze i mira nekone¢né spocetné mnoziny muze
byt nula. V piikladu (15.1) (Dirichletova funkce) jsme vsak
ukazali nekonecnou spocetnou mnozinu, ktera je neméritelnd
(v Jordanové smyslu). Tento problém fesi Lebesgueova mira.

Definice 15.7: (nulova funkce) Jestlize se f 1is{ od nulové
funkce na mnoziné miry nula, fekneme, ze f je skoro vsude
(ve smyslu Jordanovy miry) nulové. Jinak fec¢eno

/\f(X)\dxzo o F=0 sv.
Q

Vétal5.5: (Vlastnosti integrovatelnych funkci)

1. Necht f € R() a f € R(Q), O N Q = 0. Potom
f ER(Q1UQQ aplatl

Q/Qf dx—/f dx+/f

2. Mnozina R(€2) je linedrnim prostorem.
3. Je-li feR(N) ageR(N), potom f-ge R(N).
4. Je-li f e R(Q), g € R(NQ) a f(x) < g(x) Vx € (2, potom

[0 ax< [ g i
Q Q

5. Je-li f € R(Q), potom |f| € R() a plati

[ f60ax] < [ 1760 ax.

15.2 Metody vypoctu dvojnych a trojnych integralt

Dvojné a trojné integraly pocitame analyticky tak, ze je prevedeme
na tzv. dvojnasobné a trojnasobné integraly, jejichz vypocet
provedeme pomoci znamych metod uzivanych pro integraly z funkci
jedné proménné.
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Vétal1l5.6: (Fubiniova véta pro obdélnik)

Necht f € R(Q), @ = (a,b) x (¢, d). Kdyz f(z,y) € R((a,b))
pro kazdé y € (¢, d), potom plati

J[ 16w oty - / / f(zy) dx | dy.
0 c \a

Kdyz f(x,y) € R({c,d)) pro kazdé = € (a,b), pak plati

J[ st dody = /b /d fley) dy | do.
Q a \c

Dukaz :  Vyplyva z uzavorkovani integralniho souctu

J(f, D)= Sil (Sjl (32 Uk)Aij> Ay

k=0 *j=0
r—1s—1 r—1 ,s—1

=2 2 f(&ome) Arj Ay =3 (Z f(ﬁj,nk)Ayk) Az;
J=0k=0 Jj=0 “k=0

a z predpokladu integrovatelnosti.

Dvojny integral jsme prevedli na dvojnasobny a podobné
jako u vztahu dvojné a dvojnasobné limity (viz véta 12.3)
musi ”vnitini limita” existovat, aby nastala rovnost.

Priklad 15.5: @Q = (0,1) x (1,3). Vypoctéte

]://xydxdy.

Q
Bud
3/ 1 3 3
anl b 1
I:/ /:z:ydx dy:/[ ] dy:/—dy:1n2
y+1], y+1
1 \0 1 1
nebo
1/ 3 1 1
1 wal’ 1 sme e
I:/ /xydy dx:/ [—ey m] dx:/—(e3 ) dr.
Inz 1 Inx
0 \1 0 0

V druhém pripadé nelze stanovit primitivni funkci pomoci
kone¢ného poctu elementarnich funkeci.
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Vétal5.7: (Fubiniova véta pro elementdrni oblast Q C R?)
(i) Necht f € R(Q2), kde

W Q={(z,y) eR*:a <z <b y(r) <y <)}

je tzv. elementarni oblast urcena grafy funkei y = y1(x),

|
0
| y =ys(x), z € {(a,b). Potom plati

f(z,y) dedy = b yQ(x)f(fc,y) dy | dz,
Q

@ y1(z)

pokud vnitini integral existuje pro kazdé x € (a, b).
(ii) Necht f € R(Q), kde elementdrni oblast

Q:{(m,y) GRQ;ngSd, $1(y) S.IS.I'Q(?J)}

je urcena grafy funkei x = x1(y), * = x2(y), y € (¢, d).
Potom plati

f(z,y) dedy = | m(y)f(fc,y) dz | dy,
Q @ 71 (y)

pokud vnitini integral existuje pro kazdé y € (c, d).

Dukaz : spoc¢iva v prevodu integrace ptes €2 na integraci
pres obdélnik @) (obsahujici mnozinu 2) ve smyslu definice
(15.2), cast (iii) a nésledném pouziti véty (15.6).

Priklad 15.6 : Mnozina €2 je zadana nerovnostmi 0 <x <1,
r<y<+/r nebo 0<y<1, y? <x<y. Vypoététe integral
I = [[aydxdy.

Q

Uvedeme obé faze vypoctu pii pouziti véty (15.7):
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1 [V 1 [y
[-f(fxydy)d:c I-f(f:z:yd:z:)dy
0 T 0 Y2
1 v 1 v
[[#] [[5]), @
0 z 0 y
1 v 1 v
[(5-%)d J(5-%) d
¢ 1 ¢ 1
i4] )
Y U
€ 1
21 21

Pozndmka 15.5: Radu oblasti v roviné muzeme vyjadfit
jako koneéné sjednoceni elementarnich oblasti: napt. pokud
() rozdélime na ¢tyti elementarni oblasti: 2 = ;U U3 U
4. Potom symbolicky

Q/Z+/+/+/.

Qo Qs Q

Vétal5.8: ( Substituce v dvojném integralu — transformace
soutadnic ve dvojném integralu)

Necht Q,, C R? je oteviend méfitelnd mnozina a necht funkce
x = x(r,¢), y = y(r,p) uréuji prosté regularni zobrazeni f
mnoziny (2., na mnozinu {2,, C R2. Necht dale mame funkci
f 8y — R, kterd je spojitd na €2,,. Potom plati

[[ s dody= [ [ atr.0). 00, 0)) | det 3] drde
D Qw

kde Jp = 229 je Jacobiova matice zobrazeni f (viz definice
14.3) D(r,p)

Princip dikazu Uvazujme integralni soucet

3

J(f, D) = f(?fz'a@\j)Axi A?Jj
- N——

meas (€;)

@
|
=
.
|
o
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Pro malé Ax;, Ay; mame (viz véta (14.3))
meas (/) ~ | det Jg| meas (Q;7) = |det Je| Ar; Ag; .
Proto

—_

3

n—

J(f, D) = f(@(Fi,25),y(Ti, 25)) [ det Jelr, g, Ari Ag; .

=0 j

I
o
|
o

Limitnim pfechodem pro v(D) — 0 dostaneme tvrzeni véty.

Priklad 15.7: Ptevod dvojného integralu funkce f(z,y)
pfes (), do polarnich souradnic

X = TCOos,
y=rsinp, >0, 0<p<2r.

Zde
Oz Oz .
o 9o cosp —rsing
Jr= 3 ?)50 :< . >; det Jg|=|r|=r.
(a—f{ 83’9 sinp rcosp | [=Irl

Mnozina €2, je obrazem néjaké mnoziny €,., (kterou musime
urcit). Takze

!w/f(x,y) dxdyQ/w/f(rcosga,rsincp)rdrdgp.

Formalné dxdy nahradime vyrazem r drdy .

Priklad 15.8: Vypoctéte

I :/ sin /22 + y? dxdy,

Q

kde

Q={(z,y) e R*: 7% < 2® +y* <47’}
Vzhledem ke geometrii oblasti 2 (mezikruzi) uzijeme sub-
stituci do polarnich soutadnic f: z =rcosy, y =rsinep.
Zde snadno zjistime, ze () je obrazem mnoziny

Qrp ={(r,0) ER* it <71 <2, 0< p < 27}.

Méame tedy
27 27
I://rsinrdrdgpzf /rsinrdr do = —672.
Q. 0 \7 P

per f)rartes



Matematicka analyza 2 137

Véta15.9: (Fubiniova véta v R?)

Necht f € R(Q), kde Q = {(z,y,2) € R® : (z,y) € S;
21(z,y) < 2z < z9(x,y)}, je tzv. elementarni oblast urcend
grafy funkei z = z1(x,y), 2 = z2(x,y), (z,y) € S, kde S je
prumeét mnoziny €2 do roviny xy. Potom plati

za(z,y)
J[[ te dwdaz= [[ | [ se.dz| dzay,
Q S Zl(xvy)

pokud vnitini integral existuje pro kazdé (z,y) € S.

Poznamka 15.6: Ve vété 15.7 jsme uvedli dvé moznosti
prevodu dvojného integralu na dvojnasobny. Tyto moznosti
byly dany dvéma moznostmi promitani mnoziny 2 do

souradnicovych os. U trojného integralu mame tfi moznosti
promitani oblasti €2 do tii soufadnicovych rovin, v tvrzeni
véty je uvedena pouze jedna z nich.

Priklad 15.9:  Vypoctéte I = [[[x daxdydz, kde Q je
Q

oblast nachazejici se v 1. oktantu omezena paraboloidem
z = 22 4 y? a rovinou z = 2. Prumétem § do roviny zy je
¢tvrtkruh S'.

Predstavime si fezy oblasti {2 rovnobézné s rovinou zz. Pro
kazdé (z,y) € S se nejdifve integruje od z = 2% + y* do
z = 2 (vnitini integrace). Ziskany dvojny integral pres S se
prevede na dvojnasobny, v némz se nejdiive integruje podle
y od y =0 do y =2 — 22, a nakonec se integruje podle x
odzx=0doz=+2.

i driya = g( i m) Loy

.1'2 +y2

= [[2(2 — 2% — y?) dzdy
S
vV 3 2 82
:Of of (22 —2° —ay”) dy | dov = 55

Vypocet integralu pres S se opird o vétu (15.7).
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Vétal15.10: (O substituci v trojném integralu — transfor-
mace soufadnic v trojném integral)

Necht €, C R? je oteviens méfitelnd mnozina a necht funkce
r = x(r,p,9), y = y(r,p,9), z = z(r,p,9) urcuji prosté
regularni zobrazeni f zobrazujici €, na mnozinu Q, C R3.
Necht ddle mame funkci f: Q, — R, kterd je spojita na Q, .
Potom plati

{fo f(z,y, z) dedydz
:wjg;ff f(SC(T’, #s 79)? y<T7 ¥, 19)7 Z(Ta ¥, 19)) ‘ det Jf| drdapdﬁ ,

kde Jp = ggf’g’gg je Jacobiova matice zobrazeni f .

Princip dukazu je stejny jako v pripadé véty (15.8) pro dvojny
integral.

Priklad 15.10: 'Trojny integral v cylindrickych souradnicich.
Méjme zobrazeni f : 2, — (0, dané transformac¢nimi rovnicemi

r=rcosp, y=rsinp, z==z; r>0 0<p<2T.

Zde | det Jg| = r. Takze
///g(:z:,y,z) dxdydz :///g(r cos p,rsin g, z) r drdpdz .
Qz Qr

Priklad 15.11:  Vypoctéte [[[ zv/x?+y? dadydz, kde
QO

Q={(z,y,2) eER*:0<2<2;0<y<V2r—2?; 0<
z < a}. Vzhledem k tvaru oblasti 2 (¢ast vélce o vysce a)
provedeme substituci do cylindrickych souradnic. Valcova
plocha 22 +y? = 22 m4 v cylindrickych souiadnicich rovnici
r = 2cos ¢, nebot po dosazeni do rovnice valcové plochy
dostavame

2 cos® p 4+ r?sin® ¢ = 2rcos p.

Pramét 2 do roviny xy je ¢tvrtkruznice. Takze ¢ € (0, %),
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r € (0,2cosp), z € (0,a). Tedy

[[[ z2/a? +y? dedydz = [[[ z-r-rdrdedz =
Q. Q,

5 2cosp

Z-TQdZdeQOZ%CLQI f 2 dr do =
0

I
Ol
[\
Q
— e S — Q
Sy
O—n=s

3
:%a2 cos3cpdg0:§a2f (1 —sin? ) cos p dp =
0 0
_ 4.2 _13,\2 8,2
= 3a (smgp 3 8in gp)o 5a° -

Priklad 15.12: (Trojny integral ve sférickych souradnicich.)

Méjme zobrazeni f : 2, — 0, dané transformacnimi rovnicemi
x=rcospcost, y=rsinpcost, z =rsind,

r>0,0<¢<2r, -5 <9 <5 Zde |det Jg| = r’cos?.
Takze

ffff ,y, z) dedydz =
—ffff 7 cos psind, rsin @ sind , r cos ) r? cos 9 drdpdd .

Priklad 15.13: Vypoctete I = [[[(2* + y*) dazdydz, kde

Q
Q2 je "horni”polovina koule 2% + 3% + 22 < R2.

.3 .9\% _ 4 5
sin 19)0 dr—157rR )

15.3 Uzite¢né vzorce

Na zakladé integralnich souctu lze doplnit vzorce z odst. 8.5,
MAT:

Mira oblasti €2 (integral z charakteristické funkce)
meas (2) = [[1daxdy; Q CR?* (obsah),
Q
meas () = [[[1dzdydz; QCR? (objem).
Q
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CelkovAa hmotnost télesa 2 C R3:
Necht ¢ = o(x,y, 2) je funkce hustoty télesa €2, potom hmotnost
télesa je dana vzorcem

m = /Q// o(z,y, z) dedydz .

Celkovy naboj télesa Q) C R:
Necht funkce ¢ = o(x,y, z) popisuje hustotu rozlozeni ndboje
v (), potom celkovy naboj télesa je dan vzorcem

Q= /// o(z,y, z) dedydz .

Statické momenty rovinné oblasti Q C R? vzhledem k soufadnicovym
osam:

Mz=//y o(x,y) dxdy, My=//x o(x,y) dedy .
0 Q

Statické momenty télesa 2 C R? vzhledem k soufadnicovym
rovinam:

My = [[[ 2 o(z,y,2) drdydz,
Q

M,. = [[[x o(z,y,2) drvdydz,
Q

M. = [[[y o(z,y,2) dvdydz,
Q

kde o = o(x,y), resp. ¢ = o(z,y, z) je hustota télesa v bodé
(x,y) € Q, resp. (z,y,2) € Q.

Moment setrvaénosti télesa () C R? vzhledem k soufadnicovym

Jo = [[[(y* +2%) olx,y, 2) dedydz
Q

Jy = [[[(@® + 2%) o(x,y, z) dedydz
Q

J. = [[[(@*+y?) o(x,y, 2) dedydz
Q

osam:

kde ¢ = o(z,y, z) je hustota télesa v bodé (z,y, z) € Q.

v~

Myz sz Ma:y

rp = Yp = = .
T m:T m?T m
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Priklad 15.14 : Vypoctéte souradnice tézisté télesa omezeného
plochami x =0, 2 =0,y =1, y = 3, x + 2z = 3, jestlize
hustota télesa se v kazdém bodé rovna 1.

3—x

m= fff dedydz :jlfgojdzdyd j’j% =

=Of3(3— - - - 4.

&%
l\:Jlr—l

3—x

3 3 35
xT:%fffxdxdydz:%{{Ofxdzdydx:

Q
33 3

=2 [[a¥Edyde =2 [2(3—z)do =
01

(B—x)dx:%l[&l:—xjr:z
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