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10.6.2 Nehomogenńı rovnice . . . . . . . . . . . . 25
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11.2 Funkčńı řady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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10 Diferenciálńı rovnice

10.1 Motivace
R. P. Feyman:
”Existuje jediný zp̊u-
sob formulace fyzikál-
ńıch zákon̊u, a to ve
tvaru diferenciálńıch
rovnic.”

Nejen fyzika, ale i e-
kologie, biologie nebo
chemie popisuj́ı své
vztahy pomoćı dife-
renciálńıch rovnic.

t

z

z(t) = Ce
ut

0

C1

C2

C3

Na účet v bance vlož́ıme v čase t0 = 0 peńıze v hodnotě z(0) . Při
úročeńı s denńım úrokem u máme po t1 dnech na účtu z̊ustatek

z(t1) = z(0) + z(0)u t1 .

Na účtu tedy přibude z(t1)− z(0) = z(0)u t1 a rychlost r̊ustu

je z(t1)−z(0)
t1−0 = z(0)u . ”Okamžitou změnu”účtu dostaneme pro

t1 → 0, potom lim
t1→t0

z(t1)−z(0)
t1−0 = z′(0) a

z′(0) = z(0)u .

Uvedená rovnost plat́ı v libovolném čase t . Tedy

z′(t) = z(t)u

a jej́ım (obecným) řešeńım je funkce z(t) = C eut , C ∈ R .
Pro (počátečńı) podmı́nku z(0) = z0 dostaneme z0 = C e0 ⇒
C = z0 a (partikulárńı) řešeńı naš́ı úlohy má tvar

z(t) = z0 e
ut .

10.2 Diferenciálńı rovnice 1. řádu

Definice 10.1 : (diferenciálńı rovnice 1.̌rádu)
Rovnice pro neznámou funkci y = y(x), x ∈ I , I ⊂ R, v ńıž
vystupuje derivace y′ a která je zapsána ve tvaru

F (x, y, y′) = 0 implicitńı tvar
nebo y′ = f(x, y) explicitńı tvar

(1)

se nazývá obyčejná diferenciálńı rovnice prvńıho řádu.
Diferencovatelná funkce y = y(x) , x ∈ I , která splňuje
rovnici (1) pro každé x ∈ I se nazývá řešeńı diferenciálńı
rovnice.
Podmı́nka

y(x0) = y0 x0 ∈ I (2)

se nazývá počátečńı podmı́nka a úloha (1), (2) se nazývá
počátečńı (Cauchyova) úloha.

Zobrazeńı f : Rn → R
se nazývá funkce n-
reálných proměnných.
Funkce f = f(x, y) je
funkce dvou reálných
proměnných.
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Definice 10.2 : (geometrický popis dif. rovnice 1.̌rádu)
Graf řešeńı y = y(x) diferenciálńı rovnice (1) se nazývá in-
tegrálńı křivka diferenciálńı rovnice.
Funkce f(x, y) z rovnice y′ = f(x, y) určuje směrové pole
diferenciálńı rovnice, což je systém tečných vektor̊u ke grafu
řešeńı.
Množina bod̊u [x, y], pro které je funkce f(x, y) konstantńı se
nazývá izoklina.

Tečné vektory v ro-
vině-xy maj́ı tvar
(1, y′), resp. (1, f(x, y)).

Izoklina je geomet-
rické mı́sto bod̊u
[x, y], ve kterých
tečné vektory k in-
tegrálńım křivkám
jsou rovnoběžné.
Rovnici izoklin ṕı̌seme
ve tvaru f(t, x) = C
(C je konstanta) . Př́ıklad 10.1 : Pro diferenciálńı rovnici y′ = x maj́ı

rovnice izoklin tvar x = c , c je libovolné č́ıslo, což jsou
př́ımky rovnoběžné s osou y.

Obecné řešeńı má tvar y = x2

2 + C = ϕ(x,C) . Integrálńı
křivky jsou paraboly. Pro počátečńı podmı́nku y(0) = 3 má
počátečńı úloha (partikulárńı) řešeńı tvar y = x2

2 + 3 .

Definice 10.3 : Obecným řešeńım diferenciálńı rovnice
y′ = f(x, y) se nazývá funkce ϕ(x,C) závislá na volitelném
parametru C taková, že k libovolné bodu [x0, y0]∈D(f) (D(f)
je definičńı obor funkce f) existuje (jediný) parametr C0

takový, že y0 = ϕ(x0, C0) a funkce y(x) = ϕ(x,C0) řeš́ı danou
diferenciálńı rovnici na I.
Jestliže každým bodem integrálńı křivky nějakého řešeńı ỹ
diferenciálńı rovnice procháźı jiná integrálńı křivka, pak ỹ

nazýváme singulárńım řešeńım rovnice.

Geometricky inter-
pretujeme obecné
řešeńı diferenciálńı
rovnice 1. řádu jako
jednoparametrický
systém křivek.

Integrálńı křivka
singulárńıho řešeńı
tvoř́ı tzv. obálku
systému křivek
obecného řešeńı. V
bodech integrálńı
křivky singulárńıho
řešeńı je porušena
jednoznačnost řešeńı
počátečńı úlohy.

x

y

y(x) =
1

27
(x+ C)3

0

Př́ıklad 10.2 : Řešeńım rovnice

y′ = y
2
3

je každá funkce tvaru

y(x) =
1

27
(x+ C)3 (C je libovolná konstanta) .

Nulová funkce y(x) = 0 je však také řešeńım dané rovnice.
Je to singulárńı řešeńı, nebot’ libovolným bodem [x0, 0] procháźı
integrálńı křivka řešeńı tvaru y(x) = 1

27(x− x0)
3.

Cvičeńı 10.1 : Dokažte, že obecné řešeńı tzv. Clairautovy
rovnice

y′
2 − xy′ + y = 0
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je funkce y(x) = Cx − C2 a singulárńı řešeńı má tvar
y(x) = 1

4x
2 . Nakreslete integrálńı křivky.

[ Zderivováńım a dosazeńım do p̊uvodńı rovnice ověř́ıme tvrzeńı. ]

Věta 10.1 : Funkce y = y(x), x ∈ I je řešeńım počátečńı
úlohy (1), (2) právě tehdy, když je řešeńım integrálńı rovnice

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ)) dξ. (3)
x

y

y(x) = Cx − C2

0

Necht’ g(ξ)=f(ξ, y(ξ))
a funkce G je primitiv-
ńı funkce k funkci g,
potom G(x)−G(x0) =∫ x
x0
g(ξ) dξ a plat́ı

(G(x)−G(x0))′=g(x)
=f(x, y(x)) .

Důkaz : Necht’ y(x) je řešeńım Cauchyovy úlohy (1), (2).
Integrujeme-li rovnost

y′(x) = f(x, y(x)) , x ∈ 〈x0, x1〉,
od x0 do x, pak dostáváme

y(x)− y(x0) =

x∫
x0

f(ξ, y(ξ)) dξ .

Protože y(x0)=y0, splňuje funkce y(x) integrálńı rovnici (3).
Necht’ naopak y(x) je řešeńım integrálńı rovnice (3), tj. plat́ı

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y(ξ)) dξ , x ∈ I .

Potom y(x0) = y0 a derivováńım podle x dostáváme

y′(x) = f(x, y(x)) .

Věta 10.2 : (Peanova, Picardova)
Předpokládáme, že funkce f(x, y) je spojitá na obdélńıku
D=〈x0−δ, x0+δ〉×〈y0−ε, y0+ε〉. Polož́ıme M= max

[x,y]∈D
f(x, y),

h = min {δ, ε
M } . Potom v intervalu 〈x0− h, x0 + h〉 exis-

tuje řešeńı y(x) rovnice y′ = f(x, y) s počátečńı podmı́nkou
y(x0) = y0 .

Necht’ nav́ıc existuje konstanta L > 0 taková, že
∀x ∈ 〈x0 − δ, x0 + δ〉 , ∀y1, y2 ∈ 〈y0 − ε, y0 + ε〉 plat́ı

|f(x, y1)−f(x, y2)| ≤ L |y1−y2| , (lipschitzova podmı́nka)

pak existuje právě jedno řešeńı úlohy (1), (2).

Dokázat existenci a
jednoznačnost řešeńı
úlohy je jedńım
z hlavńıch úkol̊u
matematické analýzy.

Např́ıklad rovnice

y′ = signx

řešeńı nemá.
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Poznámka 10.1 : Důkaz věty (10.2) je založen na Picardově
iteračńı metodě postupných aproximaćı. Definujeme
nultou aproximaci

y0(x) = y0

a dosad́ıme ji do pravé strany v (3); dostaneme prvńı
aproximaci

y1(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y0) dξ.

Po dosazeńı y1(x) do pravé strany v (3) dostaneme druhou
aproximaci

y2(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, y1(ξ)) dξ.

Obecně n-tý krok iteračńıho procesu je dán formuĺı (n-tou
aproximaćı)

yn(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ, yn−1(ξ)) dξ.

Dostaneme tak posloupnost postupných aproximaćı

y0(x), y1(x), y2(x), . . . , yn(x), . . . ,

která za předpoklad̊u věty (10.2) konverguje a limitńı funkce
y(x) = lim

n→∞
yn(x) je řešeńım dané počátečńı úlohy.

Rudolf Otto Sigismund
Lipschitz (1832-1903).

se kromě difer-
enciálńıch rovnic
věnoval rovněž studiu
kvaternion̊u, difer-
enciálńı geometrii
ap..

Z předpoklad̊u věty
(10.2) vyplývá

|
∫ x
x0
f(ξ, y(ξ)) dξ | ≤∫ x

x0
| f(ξ, y(ξ)) | dξ ≤

Mh a zároveň
|yn+1(x)− yn(x)| ≤
Lh |yn(x)− yn−1(x)| .

Př́ıklad 10.3 : Určete přibližné řešeńı počátečńı úlohy

y′ = y, y(0) = 1

jako n-tý člen posloupnosti postupných Picardových aprox-
imaćı. K výpočtu užijeme iteračńı formuli

yn(x) = 1 +

x∫
0

yn−1(ξ) dξ.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Lipschitz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Lipschitz.html
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Máme tedy

y0(x) = 1,

y1(x) = 1 +
x∫
0

1 dξ = 1 + x,

y2(x) = 1 +
x∫
0

(1 + ξ) dξ = 1 + x+ x2

2 ,

...

yn(x) = 1 +
x∫
0

(
1 + ξ + ξ2

2 + . . .+ ξn−1

(n−1)!

)
dξ =

1 + x+ x2

2 + x3

3! + . . .+ xn

n! .

Z Taylorova rozvoje funkce ex lze dokázat, že

lim
n→∞

yn(x) = y(x) = ex.

Francouzský mate-
matik Charles Emile
Picard (1856-1941).

se hlavně zaměřil
na studium analýzy,
teorie funkćı, difer-
enciálńıch rovnic a
analytické geometrie.

10.3 Metody řešeńı diferenciálńıch rovnic 1. řádu
Poznamenejme, že
neexistuje žádná
univerzálńı metoda
na řešeńı všech typ̊u
diferenciálńıch rovnic.

Při řešeńı diferenciálńıch úloh se budeme snažit naj́ıt obecné
řešeńı úlohy (1) a také řešeńı počátečńı úlohy (1), (2).

Metoda př́ımé integrace.

1. Chceme naj́ıt obecné řešeńı rovnice

y′ = f(x), x ∈ I .

Urč́ıme systém primitivńıch funkćı k funkci f , tj.

y(x) = F (x) + C .

2. Chceme-li naj́ıt řešeńı počátečńı úlohy

y′ = f(x), y(x0) = y0, x ∈ I,

pak

a) ze systému primitivńıch funkćı y(x) = F (x) + C vy-
bereme takovou, která splňuje počátečńı podmı́nku

y0 = F (x0) + C .

(Graf funkce y procháźı bodem [x0, y0] .)

Odtud vypočteme C = y0 − F (x0), takže
y(x) = F (x) + y0 − F (x0) .

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Picard_Emile.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Picard_Emile.html
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b) nebo využijeme větu (10.1), potom

y(x) = y0 +

x∫
x0

f(ξ) dξ .

Tento výsledek lze samozřejmě také psát ve tvaru

y(x) = y0 + F (x) − F (x0), nebot’ F (x) =
x∫
x0

f(ξ) dξ

(primitivńı funkce vyjádřená integrálem s proměnnou
horńı meźı, viz definice 8.10 v MA1).

Př́ıklad 10.4 : Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′ = x3 + sinx, y(0) = 1, x ∈ R .

a) Z obecného řešeńı

y(x) =
x4

4
− cosx+ C

vypočteme konstantu C:

1 = −1 + C ⇒ C = 2 .

Řešeńı úlohy má tvar: y(x) = x4

4 − cosx+ 2 .

b) Př́ımou integraćı dostaneme:

y(x) = 1 +

x∫
0

[ξ3 + sin ξ] dξ = 1 +
x4

4
− cosx+ 1 .

Metoda separace proměnných.

Příklady Touto metodou řeš́ıme rovnice typu

y′ =
f1(x)

f2(y)
, kde f1, f2 jsou dané funkce.

Rovnici můžeme psát ve tvaru dy
dx = f1(x)

f2(y) , resp.

f2(y) dy = f1(x) dx (separace proměnných)

a chápat jako rovnost dvou diferenciál̊u. Protože y = y(x), pak
integrováńım dostaneme rovnost

x∫
x0

f2(y(ξ)) y′(ξ) dξ =

x∫
x0

f1(ξ) dξ ,
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neboli

F2(y(x)) = F1(x) + C ,

kde F1, F2 jsou primitivńı funkce k funkćım f1, f2.

Poznámka 10.2 : Vztahu F2(y(x)) = F1(x) + C ř́ıkáme
funkcionálńı rovnice pro neznámou funkci y(x). Také se
nazývá obecný integrál dané diferenciálńı rovnice, nebot’

jej́ı řešeńı y(x) je obecným řešeńım diferenciálńı rovnice.
Ř́ıkáme také, že obecné řešeńı je obecným integrálem dáno
implicitně.

Př́ıklad 10.5 : Stanovme obecné řešeńı (obecný integrál)
diferenciálńı rovnice

y′ =
x

sin y
.

Separaćı proměnných převedeme rovnici na tvar

dy

dx
=

x

sin y
⇒ sin y dy = x dx

a integrováńım dostaneme

− cos y =
x2

2
+ C obecný integrál

nebo

−x2 − 2 cos y = 2C implicitńı tvar řešeńı.

Rovnice umožňuj́ıćı přechod k separaci proměnných.

Rovnici tvaru

y′ = f(ax+ by + c) rovnice s př́ımkou

převedeme substitućı u = ax+by+c na rovnici se separovatelnými
proměnnými.

Příklady

Př́ıklad 10.6 : Př́ıklad

dy (2x− y + 1) + dx (4x− 2y + 6) = 0

vyřeš́ıme substitućı u = 2x − y + 1 ⇒ du = 2 dx − dy ⇒
dy = 2 dx− du, potom
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(2 dx− du)u+ dx (2u+ 4) = 0

−du u+ dx (4u+ 4) = 0

dx = 1
4

u
u+1 du

x+ C = 1
4 (u− ln |u+ 1|)

x+ C = 1
4 (2x− y + 1− ln |2x− y + 2|) obecný integrál.

Rovnici tvaru

y′ = f(x, y) , kde ∀ t ∈ R : f(tx, ty) = f(x, y)

převedeme substitućı u = y
x na rovnici se separovatelnými proměnnými.

Příklady
Př́ıklad 10.7 : Př́ıklad

y′ = e
y
x + y

x

vyřeš́ıme substitućı u = y
x ⇒ ux = y ⇒ y′ = u′ x + u,

potom

u′ x+ u = eu + u

du
dx x = eu

e−u du = 1
x dx

−e−u = ln |x|+ C

− 1

e
y
x

= ln |x|+ C obecný integrál.

10.3.1 Ortogonálńı systémy integrálńıch křivek.
Připomeňme, že dvě
př́ımky ve směrnico-
vém tvaru

y = k1x+ q1

y = k2x+ q2

jsou kolmé, jestliže

k1 · k2 = −1 .

Z definice (10.2) v́ıme, že integrálńı křivky rovnice

y′ = f(x, y)

tvoř́ı jednoparametrický systém křivek a že funkce f(x, y) určuje
v bodě [x, y] směrnici tečny k jedné z těchto křivek. Potom hod-
nota − 1

f(x,y) urč́ı směrnici př́ımky kolmé (normály) v tomtéž

bodě. Proto obecné řešeńı (obecný integrál) rovnice

y′ = − 1

f(x, y)

urč́ı systém integrálńıch křivek ortogonálńıch k systému p̊uvodńımu.
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Př́ıklad 10.8 :

diferenciálńı rovnice ”ortogonálńı”rovnice
y′ = y

x y′ = −x
y

obecné řešeńı
y(x) = C x y2 + x2 = C

systém př́ımek systém kružnic se
procházej́ıćı počátkem středem v počátku

Vid́ıme, že znalost jednoho systému dovoluje určit systém orto-
gonálńı. S úlohami tohoto typu se můžeme setkat např. v teorii
pole (systém siločar a systém ekvipotenciálńıch čar).

10.4 Lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu

Definice 10.4 : Diferenciálńı rovnice tvaru

y′ = a(x) y + b(x) , x ∈ I (4)

se nazývá lineárńı diferenciálńı rovnice 1. řádu. Funkce
a(x) se nazývá koeficient rovnice a funkce b(x) pravá
strana rovnice (4). Rovnice

y′ = a(x) y

se nazývá homogenńı diferenciálńı rovnice.

Řešeńı rovnice (4) metodou variace konstanty.
Příklady

1. Urč́ıme obecné řešeńı homogenńı rovnice

y′ = a(x) y separaćı proměnných∫
dy
y =

∫
a(x) dx A(x) je primitivńı

ln |y| = A(x) +K funkce k funkci a(x)

|y| = eA(x)+K K ∈ R , polož́ıme C = ±eK

yh = C eA(x) obecné řešeńı homogenńı rovnice

y = eA(x) se nazývá fundamentálńı řešeńı

2. Řešeńı nehomogenńı rovnice (4) hledáme ve tvaru:

y(x) = C(x) eA(x) variace konstanty C .
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Po dosazeńı do rovnice (4) dostaneme

C ′(x) eA(x) + C(x) eA(x) a(x) = a(x)C(x) eA(x) + b(x) .

Tedy

Základem metody
variace konstanty
je hledat řešeńı y
ve tvaru součinu
dvou funkćı, tedy
y = C yh . Po dosazeńı
do (4) dostaneme
C ′yh+Cy′h=aCyh+b,
což plat́ı, pokud
C y′h = aC yh a záro-
veň C ′ yh = b .

C ′(x) eA(x) = b(x) ⇒ C(x) =

∫
b(x)

eA(x)
dx

a partikulárńı řešeńı rovnice (4) má tvar

yp(x) =

∫
b(x)

eA(x)
dx · eA(x) .

3. Pro obecné řešeńı y nehomogenńı rovnice (4) plat́ı

y = yh + yp , neboli y = C eA(x) +

∫
b(x)

eA(x)
dx · eA(x) .

Obecné řešeńı rovnice y′ = a(x)y + b(x) je součtem obecného
řešeńı př́ıslušné homogenńı rovnice a partikulárńıho řešeńı ne-
homogenńı rovnice.

Př́ıklad 10.9 : Najděte obecné řešeńı rovnice y′ = y+e2x .

1. Homogenńı rovnice y′ = y má obecné řešeńı

yh(x) = C ex (ex fundamentálńı řešeńı) .

2. Řešeńı nehomogenńı rovnice hledáme ve tvaru

y(x) = C(x) ex, tj. y′ = C ′(x)ex + C(x) ex .

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice obdrž́ıme

C(x)′ex + C(x) ex = C(x) ex + e2x ,

tj. C(x)′ex = e2x ⇒ C(x) = ex +K .

Bez újmy na obecnosti polož́ıme K = 0 (K ex je ho-
mogenńı řešeńı) a dostaneme partikulárńı řešeńı

yp(x) = ex ex = e2x .

3. Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice má tedy tvar

y(x) = yh(x) + yp(x) = Cex + e2x .
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10.4.1 Bernoulliova rovnice

Definice 10.5 : Diferenciálńı rovnice tvaru

y′ + a(x) y = b(x) yn , n 6= 0, 1 , x ∈ I (5)

se nazývá Bernoulliova rovnice.

Bernoulliovu rovnici vyděĺıme yn, dostaneme
Příklady

y′

yn
+ a(x)

y

yn
= b(x)

a pak pomoćı substituce

z = y1−n ⇒ z′ = (1− n) y−n y′ ⇒ z′

(1− n)
=
y′

yn

ji převedeme na tvar

z′

1− n
+ a(x) z = b(x) ,

což je lineárńı diferenciálńı rovnice řešitelná metodou variace
konstanty.

Př́ıklad 10.10 : Vyřeš́ıme rovnici y′ + x y = x y3 .

Nyńı n=3 a z = y1−3 ⇒ z′ = −2y−3y′ .

Po dosazeńı do p̊uvodńı rovnice dostaneme

−z
′

2
+ xz = x ⇒ z′ − 2xz = −2x .

Vyřeš́ıme lineárńı rovnici

1. hom. rovnice 2. part. řešeńı

z′ − 2xz = 0 C ′ ex
2

= −2x

zh = C ex
2

C = e−x
2

zp = e−x
2

ex
2

= 1

3. obecné řešeńı

z = C ex
2

+ 1 ⇒ y−2 = C ex
2

+ 1
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10.5 Lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu

Definice 10.6 : Necht’ a0(x), a1(x), . . . , an−1(x), f(x), x∈I
jsou reálné funkce. Lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého
řádu pro neznámou funkci y = y(x) se nazývá rovnice

y(n) + . . .+ a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), x ∈ I . (6)

Zkráceně ṕı̌seme
L[y] = f,

ř́ıkáme, že L je lineárńı diferenciálńı operátor n-tého
řádu. Je-li f(x) = 0 , pak se rovnice (6) nazývá homogenńı,
jinak nehomogenńı.
Funkce y = y(x), která splňuje rovnici (6) pro každé x ∈ I
a pro x0 ∈ I splňuje počátečńı podmı́nky

y(x0) = y0 , y
′(x0) = y1 , · · · , yn−1(x0) = yn−1 (7)

se nazývá řešeńı počátečńı úlohy (6), (7).

Analogii k Peano-Picardově větě zaručuj́ıćı existenci a jed-
noznačnost řešeńı pro rovnice 1.̌rádu je následuj́ıćı věta.

Věta 10.3 : (o existenci a jednoznačnosti)
Necht’ funkce a0, a1, . . . , an−1, f jsou spojité na otevřeném
intervalu I ⊂ R . Pak počátečńı úloha (6), (7) má právě jedno
řešeńı definované na celém intervalu I.

Př́ıklad 10.11 : Rovnice

y′′ + 4y = 0

je diferenciálńı rovnice 2. řádu. Tato rovnice má nekonečně
mnoho řešeńı. Jsou to např́ıklad funkce

y1(x) = sin 2x , y2(x) = cos 2x

a jejich libovolná lineárńı kombinace

y = C1 y1 + C2 y2 obecné řešeńı .

Počátečńı podmı́nky y(0) = 1, y′(0) = 0 splňuje funkce
y = cos 2x . Podle předchoźı věty (10.3) je tato funkce
určena jednoznačně (a2 = 1, a1 = 0, a0 = 4, f = 0 jsou
spojité funkce na R).
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Dále budeme předpokládat, že a0, a1, . . . , an, f jsou spojité
funkce na otevřeném intervalu I ⊂ R a an(x) 6= 0 na I.

Definice 10.7 : Funkce y1(x) , y2(x) , . . . , yn(x) , x ∈ I
se nazývaj́ı lineárně závislé, jestliže existuj́ı konstanty
c1, c2, . . . , cn takové, že alespoň jedna je nenulová a plat́ı

∀x ∈ I : c1 y1(x) + c2 y2(x) + . . .+ cn yn(x) = 0 .

V opačném př́ıpadě ř́ıkáme, že funkce y1(x), y2(x), . . . , yn(x)
jsou lineárně nezávislé.

Příklady

Věta 10.4 : Funkce y1(x), . . . , yn(x) , které řeš́ı rovnici
L[y] = 0 na I, jsou lineárně závislé právě tehdy, když de-
terminant

W (x) = det


y1(x) y2(x) . . . yn(x)
y′1(x) y′2(x) . . . y′n(x)
. . .

y
(n−1)
1 (x) y

(n−1)
2 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

 = 0 .

Determinant W (x) se nazývá Wronskián.

Důkaz :

a) ” ⇒ ” Podle předpokladu máme lineárně závislé
funkce y1(x), . . . , yn(x) . Potom existuj́ı konstanty Také ř́ıkáme, že exis-

tuje netriviálńı lineár-
ńı kombinace taková,
že

c1y1 + . . .+ cnyn = 0.

c1, c2, . . . , cn takové, že alespoň jedna je nenulová
a plat́ı

∀x ∈ I : c1 y1(x) + c2 y2(x) + . . .+ cn yn(x) = 0 .

Postupným derivováńım dostaneme rovnice

c1 y1(x) + c2 y2(x) + . . .+ cn yn(x) = 0 ,

c1 y
′
1(x) + c2 y

′
2(x) + . . .+ cn y

′
n(x) = 0 ,

...
...

c1y
(n−1)
1 (x) + c2y

(n−1)
2 (x) + . . .+ cny

(n−1)
n (x) = 0 .

Tato soustava s nulovou pravou stranou má netriviálńı
řešeńı (c1, c2, . . . , cn). Proto determinant soustavyW (x)
muśı být roven nule.
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b) ”⇐ ” Důkaz povedeme př́ımo. Předpokládáme, že
existuje x0 ∈ I takové, že W (x0) = 0. Potom soustava

c1y1(x0) + c2y2(x0) + . . .+ cnyn(x0) = 0
c1y
′
1(x0) + c2y

′
2(x0) + . . .+ cny

′
n(x0) = 0

...
...

c1y
(n−1)
1 (x0) + c2y

(n−1)
2 (x0) + . . .+ cny

(n−1)
n (x0) = 0

má nenulové řešeńı (c∗1, . . . , c
∗
n). FunkceOperátor L splňuje

L[c∗1y1 + . . . + c∗nyn] =
c∗1L[y1] + . . .+ c∗nL[yn],
ř́ıkáme, že je lineárńı.
Zároveň
L[yi]=0, i = 1, . . . , n,
tedy L[y] = 0 .

y(x) = c∗1y1(x) + c∗2y2(x) + . . .+ c∗nyn(x)

splňuje rovnici L[y] = 0 a počátečńı podmı́nky

y(x0) = 0, y′(x0) = 0, . . . , y(n−1)(x0) = 0 .

Tyto podmı́nky však splňuje i nulová funkce, tedy po-V d̊ukazu věty jsme
dokázali : W (x0) = 0
⇒ y1, y2, . . . , yn jsou
lineárně závislé ⇒
W (x) = 0, ∀x ∈ I .

dle věty o jednoznačnosti (10.3) je y(x) ≡ 0 na I a
funkce y1, y2, . . . , yn jsou lineárně závislé, což jsme chtěli
dokázat.

Př́ıklad 10.12 : Funkce y1 = e−x, y2 = ex řeš́ı rovnici

y′′(x)− y(x) = 0 na R

a plat́ı

W (x) = det

(
e−x ex

−e−x ex

)
= 2 ∀x ∈ R .

Funkce e−x, ex jsou lineárně nezávislé.

Věta 10.5 : Označme K = {y(x) : L[y] = 0} množinu všech
řešeńı homogenńı rovnice. Potom K je lineárńı prostor di-
menze n.

Množina K se nazývá
jádro operátoru L.

Konstanty c1, c2 mo-
hou být i z tělesa kom-
plexńıch č́ısel.

Existence a jed-
noznačnost funkćı yi
plyne z věty (10.3).

Důkaz : Necht’ funkce y1, y2 ∈ K, pak zřejmě také jejich
libovolná lineárńı kombinace c1y1 + c2y2 ∈K. Podobně lze
ověřit i daľśı vlastnosti lineárńıho prostoru. Ukážeme, že
dimenze prostoru K je n .

Označme yi ∈K, i = 0, 1, . . . , n−1 takové funkce, které
vyhovuj́ı počátečńım podmı́nkám

y
(j)
i (x0) = δji =

{ 1 , j = i ,
0 , j 6= i .

(8)

(δji - se nazývá Kroneckerovo delta).
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Necht’ y je řešeńı rovnice L[y] = 0 splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky
y(x0) = c0, y

′(x0) = c1, . . . , y
(n−1)(x0) = cn−1 , pak funkci y

lze vyjádřit ve tvaru

y(x) =
n−1∑
i=0

ci yi(x) .

Přitom funkce y0, y1, . . . , yn−1 jsou podle věty (10.4) lineárně
nezávislé, nebot’ Wronskián

det


y0(x0) y1(x0) . . . yn−1(x0)
y′0(x0) y′1(x0) . . . y′n−1(x0)
. . .

y
(n−1)
0 (x0) y

(n−1)
1 (x0) . . . y

(n−1)
n−1 (x0)

 = 1

vzhledem k počátečńım podmı́nkám (8). Tedy dané funkce
tvoř́ı bázi prostoru K.

Definice 10.8 : Báze prostoru K se nazývá fundamentálńı
systém homogenńı diferenciálńı rovnice L[y] = 0 . Funda-
mentálńı systém je tvořen n lineárně nezávislými funkcemi

y1(x), y2(x), . . . , yn(x), x ∈ I .
Funkce

y(x)=c1y1(x) + c2y2(x) + . . .+ cnyn(x), kde c1, c2, . . . , cn

jsou libovolné konstanty, se nazývá obecné řešeńı ho-
mogenńı rovnice.
Volbou konstant c1, c2, . . . , cn nebo počátečńıch podmı́nek
y(x0) = y0 , y

′(x0) = y1 , · · · , yn−1(x0) = yn−1 źıskáme řešeńı
(počátečńı) úlohy.

Př́ıklad 10.13 : Fundamentálńı systém rovnice y′′+ y = 0
je tvořen funkcemi

y1(x) = cos x , y2(x) = sin x

a funkce

y(x) = c1 cosx+ c2 sinx

je obecným řešeńım dané rovnice.
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10.6 Metody řešeńı rovnic n-tého řádu

10.6.1 Homogenńı rovnice

Eulerova rovnice
Příklady

Rovnice

xny(n) + an−1x
n−1y(n−1) + · · ·+ a1x y

′ + a0y = 0 ,

kde a0, a1, . . . , an−1 jsou reálné konstanty, se nazývá Eulerova
rovnice. Je to lineárńı rovnice se speciálńımi proměnnými koe-
ficienty a jej́ı fundamentálńı systém tvoř́ı funkce ve tvaru

y(x) = xλ, (popř. xλ lnx, . . . , xλ lnk−1 x) λ ∈ C .

Výklad provedeme na př́ıkladech.

A) (jednoduché kořeny) Pro rovnici

x3y′′′ − 3x2y′′ + 6xy′ − 6y = 0

chceme stanovit takové hodnoty parametru λ, aby funkce
y(x) = xλ byla řešeńım této rovnice. Protože y′ = λxλ−1,

y′′ = λ(λ − 1)xλ−2, y′′′ = λ(λ − 1)(λ − 2)xλ−3, pak po
dosazeńı do diferenciálńı rovnice obdrž́ıme

x3λ(λ−1)(λ−2)xλ−3−3x2λ(λ−1)xλ−2+6xλxλ−1−6xλ = 0 ,

tud́ıž
(λ3 − 6λ2 + 11λ− 6)xλ = 0 .

Tato rovnost je splněna (při x 6= 0) pouze pro kořeny
λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 = 3 uvedeného polynomu. Trojice funkćı

y1(x) = x, y2(x) = x2, y3(x) = x3

je lineárně nezávislá, nebot’ př́ıslušný Wronskián je nenulový
(W (x) = 2x3, x 6= 0), a tvoř́ı tedy fundamentálńı systém
Eulerovy rovnice. Obecné řešeńı rovnice má tvar

y = C1 x+ C2 x
2 + C3 x

3 .

B) (v́ıcenásobné kořeny) V př́ıpadě, že λ je k-násobným
kořenem polynomu př́ıslušného Eulerově rovnici, potom k to-
muto kořenu máme k lineárně nezávislých řešeńı tvaru

y1(x) = xλ, y2(x) = xλ lnx , . . . yk(x) = xλ lnk−1 x ,

patř́ıćıch do fundamentálńıho systému.
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Při řešeńı rovnice

x2y′′ + 3xy′ + y = 0

dostaneme:

y(x) = xλ, y′ = λxλ−1, y′′(x) = λ(λ− 1)xλ−2 a po dosazeńı

x2λ(λ− 1)xλ−2 + 3xλxλ−1 + xλ = 0 ,

λ2 − λ+ 3λ+ 1 = 0 ,

λ2 + 2λ+ 1 = 0 ,

λ1,2 = −1 .

Do fundamentálńıho systému rovnice tedy patř́ı funkce
y1(x) = 1

x , y2(x) = 1
x lnx a obecné řešeńı rovnice má tvar

y = C1
1

x
+ C2

1

x
lnx .

C) (komplexńı kořeny) Využijeme-li vztahu
ab = eb ln a (a > 0)

a Eulerovy identity
eix = cosx + i sinx ,
pak pro x > 0 do-
staneme
xib = cos(b lnx)+

i sin(b lnx) .
( Pro x < 0 voĺıme
ln(−x) mı́sto lnx. )

Poznamenejme, že
L[y1 + iy2] = 0 ⇔
L[y1]+ iL[y2] = 0 ⇔
L[y1]=0 ∧ L[y2]=0 .

Jsou-li kořeny polynomu Eulerovy rovnice komplexńı, mo-
hou být funkce fundamentálńıho systému (tj. komplexńı
funkce reálné proměnné)

xa+ib, xa−ib, resp. xa+ib lnkx, xa−ib lnkx ,

nahrazeny reálnými funkcemi

xa cos(b lnx) , resp. xa cos(b lnx) lnk x ,

xa sin(b lnx) , xa sin(b lnx) lnk x .

Při řešeńı rovnice

x2y′′ + xy′ + y = 0

dostaneme:

x2λ(λ− 1)xλ−2 + xλxλ−1 + xλ = 0 ,

λ2 + 1 = 0 ,

λ1 = i λ2 = −i .

Do fundamentálńıho systému tedy patř́ı funkce y1(x) = xi ,
y2(x) = x−i nebo y1(x) = cos(ln x) , y2(x) = sin(ln x)
a obecné řešeńı rovnice má tvar

y = C1 cos(lnx) + C2 sin(lnx) .
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Metoda charakteristické rovnice

Řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice n-tého řádu
s konstantńımi koeficienty

Příklady

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = 0

hledáme ve tvaru y(x) = eλx (popř. xeλx, . . . , xk−1eλx), kde č́ıselný
parametr λ je kořenem charakteristické rovnice (charakter-
istického polynomu)

anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0.

A) (jednoduché kořeny) Řešeńı rovnice

y′′ − 4y′ + 3y = 0

hledáme ve tvaru y(x) = eλx .

Potom y′(x) = λeλx , y′′(x) = λ2eλx a po dosazeńı do
rovnice máme λ2eλx − 4λeλx + 3eλx = 0 . Hledáme tedy
kořeny charakteristické rovnice

λ2 − 4λ+ 3 = 0 ,

které jsou λ1 = 3, λ2 = 1 . Fundamentálńı systém rovnice
je tedy tvořen funkcemi e3x, ex a obecné řešeńı rovnice má
tvar

y(x) = C1e
3x + C2e

x .

B) (v́ıcenásobný kořen) Chceme vyřešit rovnici

y′′′ − 3y′′ + 3y′ − y = 0 .

Jej́ı charakteristická rovnice

λ3 − 3λ2 + 3λ− 1 = 0

má trojnásobný (k = 3) kořen λ = 1 . V tomto př́ıpadě je
fundamentálńı systém rovnice tvořen funkcemi

y1(x) = ex , y2(x) = x ex , y3(x) = x2ex

a obecné řešeńı rovnice má tvar

y = C1 ex + C2 x ex + C3 x
2ex .
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C) (komplexńı kořeny) Hledáme obecné řešeńı rovnice

y′′ + 4y′ + 13y = 0.

Kořeny charakteristického polynomu λ2 +4λ+13 jsou kom-
plexńı č́ısla λ1 = −2 + 3i, λ2 = −2 − 3i. Fundamentálńı
systém je tvořen funkcemi

y1(x) = e(−2+3i)x = e−2x(cos 3x+ i sin 3x),

y2(x) = e(−2−3i)x = e−2x(cos 3x− i sin 3x),

které lze zapsat jako lineárńı kombinace funkćı

ŷ1(x) = e−2x cos 3x,
ŷ2(x) = e−2x sin 3x .

Máme tedy jinou bázi lineárńıho prostoru K={y : L[y]=0}
a obecné řešeńı tak můžeme psát ve tvaru

y(x) = e−2x(C1 cos 3x+ C2 sin 3x) .

Z lineárńı algebry
v́ıme, že jestliže kom-
plexńı č́ıslo z=a+ib
je kořenem polynomu,
potom také kom-
plexně sdružené č́ıslo
z=a−ib je kořenem
daného polynomu.

Cvičeńı 10.2 : Stanovte obecné řešeńı rovnice

y′′ − 2y′ − 3y = 0 .

[ y(x) = C1e−x + C2e3x . ]

Cvičeńı 10.3 : Vyřešte rovnici

y(5) − 3y(4) + 3y′′′ − y′′ = 0 .

[λ1,2 = 0 dvojnásobný kořen a λ3,4,5 = 1 trojnásobný kořen, obecné

řešeńı y(x) = C1 1 + C2 x+ C3 ex + C4 x ex + C5 x
2ex . ]

Cvičeńı 10.4 : Vyřešte rovnici

y(4) + 8y′′ + 16y = 0 .

[λ1,2 = 2i dvojnásobný kořen a λ3,4 = −2i dvojnásobný kořen, obecné

řešeńı y(x) = C1 cos 2x+ C2 x cos 2x+ C3 sin 2x+ C4 x sin 2x . ]

Metoda snižováńı řádu

je speciálńı metoda použ́ıvaná v př́ıpadě, že jedno řešeńı y1(x)
homogenńı rovnice již známe. Potom daľśı partikulárńı řešeńı
hledáme ve tvaru y(x) = y1(x) ·z(x) . Ukážeme si to na př́ıkladu.

Příklady



24 Matematická analýza 2

Př́ıklad 10.14 : Chceme stanovit fundamentálńı systém
a obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

(1 + x2) y′′ − 2xy′ + 2y = 0 .

1. Jedno partikulárńı řešeńı je y1(x) = x .

2. Druhé řešeńı hledáme ve tvaru y(x) = x z(x), pak

y′ = z + x z′, y′′ = 2z′ + x z′′

a dosad́ıme do p̊uvodńı rovnice, tj.

(1 + x2)(2z′ + xz′′)− 2xz − 2x2z′ + 2xz = 0
2z′ + 2x2z′ + x3z′′ − 2x2z′ + xz′′ + 2xz − 2xz = 0

2z′ + (x+ x3)z′′ = 0 .

Označ́ıme v = z′ a dostaneme rovnici 1. řádu (sńıžeńı
řádu) pro funkci v

2v + (x+ x3)v′ = 0 .

Separaćı proměnných vypočteme

v(x) =
1 + x2

x2
, tj. z(x) = x− 1

x
.

3. Druhé partikulárńı řešeńı je tedy tvaru

y2(x) = y1(x) · z(x) = x

(
x− 1

x

)
= x2 − 1 .

4. Fundamentálńı systém je y1(x) = x, y2(x) = x2 − 1 .

5. Obecné řešeńı má tvar

y(x) = C1x+ C2(x
2 − 1) .

Cvičeńı 10.5 : Vyřešte metodou snižováńı řádu rovnici

y′′ − x

x− 1
y′ +

1

x− 1
y = 0 ,

jestliže jedno partikulárńı řešeńı je y1 = x .

[ Obecné řešeńı je y(x) = C1 x+ C2 ex . ]
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10.6.2 Nehomogenńı rovnice

Metoda variace konstant

pro řešeńı nehomogenńıch lineárńıch diferenciálńıch rovnic n−tého
řádu

L[y] = an(x)y(n)+an−1(x)y(n−1)+· · ·+a1(x)y′+a0(x)y = f(x) .

1. Urč́ıme fundamentálńı systém y1(x), y2(x), . . . , yn(x) a obecné
řešeńı

yh(x) = C1 y1(x) + C2 y2(x) + · · ·+ Cn yn(x)

homogenńı rovnice L[y] = 0 .
Příklady

2. Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice L[y] = f hledáme
ve tvaru

yp(x) = C1(x) y1(x) + C2(x) y2(x) + · · ·+ Cn(x) yn(x) ,

kde funkce C1(x) , C2(x) , · · · , Cn(x) źıskáme jako řešeńı
soustavy

C ′1y1 + C ′2y2 + · · · + C ′nyn = 0 ,

C ′1y
′
1 + C ′2y

′
2 + · · · + C ′ny

′
n = 0 ,

...
... · · · ...

...

C ′1y
(n−2)
1 + C ′2y

(n−2)
2 + · · · + C ′ny

(n−2)
n = 0 ,

C ′1y
(n−1)
1 + C ′2y

(n−1)
2 + · · · + C ′ny

(n−1)
n = f(x)

an(x) .

3. Obecné řešeńı p̊uvodńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice
je součtem homogenńıho a partikulárńıho řešeńı

y(x) = yh(x) + yp(x) .

Po dosazeńı obecného
tvaru partikulárńıho
řešeńı yp(x) do p̊uvod-
ńı rovnice, dostaneme
jednu rovnici s n ne-
známými funkcemi
C1(x) , · · · , Cn(x) .
Prvńıch n− 1 rovnic v
dané soustavě si tedy
můžeme volit.
Determinant této
soustavy je Wron-
skián, který je podle
věty 10.4 nenulový.
Uvedená soustava má
tedy řešeńı

Př́ıklad 10.15 : Stanovme obecné řešeńı rovnice

(1 + x2) y′′ − 2x y′ + 2y = 2 .

1. Urč́ıme obecné řešeńı homogenńı rovnice (viz metoda
snižováńı řádu př́ıklad (10.14))

yh(x) = C1 x+ C2 (x2 − 1) .
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2. Partikulárńı řešeńı yp nehomogenńı rovnice hledáme ve
tvaru

yp(x) = C1(x)x+ C2(x)(x2 − 1) .

Po zderivováńı: y′p = C ′1 x+C ′2 (x2 − 1) +C1 + 2xC2 .
Polož́ıme C ′1 x+ C ′2(x

2 − 1) = 0 a znovu derivujeme
y′′p = C ′1 + 2C ′2 + 2xC2 . Po dosazeńı do dané rovnice
obdrž́ıme (1+x2)(C ′1+2C ′2+2xC2)−2x (C1+2xC2)+
2(C1 x+C2(x

2− 1)) = 2 , odtud po úpravě dostaneme
(1 + x2)(C ′1 + 2xC ′2) = 2 .

Jestliže yh je řešeńım
homogenńı rovnice
L[yh] = 0, pak také
L[C yh] = 0 , ∀C ∈ R.
Jestliže tedy máme
správně řešeńı ho-
mogenńı rovnice,
potom v metodě
variace konstant muśı
vypadnout členy
z nederivovanými
funkcemi C1, C2 .

Dostáváme soustavu algebraických rovnic pro neznámé
funkce C ′1, C

′
2:

C ′1x+ C ′2(x
2 − 1) = 0 ,

C ′1 + 2xC ′2 = 2
x2+1 .

Odtud

C ′1 =

∣∣∣∣∣∣ 0 x2 − 1
2

x2+1 2x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ x x2 − 1

1 2x

∣∣∣∣∣∣
= 2(x2−1)

(x2+1)2 ⇒ C1(x) = −2x
1+x2 +K1 ,

(bez újmy na obecnosti pokládáme : K1 = 0) .

C ′2 =

∣∣∣∣∣∣ x 0

1 2
x2+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ x x2 − 1

1 2x

∣∣∣∣∣∣
= 2x

(x2+1)2 ⇒ C2(x) = −1
1+x2 +(K2 =0) .

Partikulárńı řešeńı dostáváme ve tvaru

yp(x) =
−2x

1 + x2
x+

−1

1 + x2
(x2 − 1) =

−3x2 + 1

1 + x2
.

3. Obecné řešeńı úlohy je tedy funkce

y(x) = yh(x) + yp(x) = C1 x+C2 (x2− 1) +
−3x2 + 1

1 + x2
.

Cvičeńı 10.6 : Metodou variace konstant vyřešte počátečńı
úlohu y′′ − 2y′ + y = ex , y(0) = 1 , y′(0) = 1 .

[ Obecné řešeńı y(x) = C1ex + C2 xex + x2

2
ex , řešeńı poč. úlohy

y(x) = ex + x2

2
ex . ]
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Metoda odhadu

na rozd́ıl od metody variace konstant je tato metoda použitelná
pouze pro rovnice s konstantńımi koeficienty a se speciálńı pravou
stranou tvaru

y(n)+an−1y
(n−1)+· · ·+a1y

′+a0y=eax(Pn(x) cos bx+Qm(x) sin bx),

kde Pn(x), Qm(x) jsou polynomy stupně n, resp. m; č́ıslo a+ib
je tzv. kritické č́ıslo pravé strany.

Příklady

1. Metodou charakteristické rovnice najdeme obecné řešeńı
yh(x) homogenńı rovnice.

2. Partikulárńı řešeńı yp(x) nehomogenńı rovnice hledáme ve
tvaru

yp(x) = xreax(Rk(x) cos bx+ Sk(x) sin bx) .

kde r je násobnost kritického č́ısla a+ib jako kořene charak-
teristické rovnice (pokud a + ib neńı kořenem charakteri-
stické rovnice, pak r = 0) a polynomy Rk(x) , Sk(x) jsou
stupně k = max{n,m}.

3. Obecné řešeńı rovnice má tvar

y(x) = yh(x) + yp(x) .

Př́ıklad 10.16 : Metodou odhadu stanov́ıme obecné řešeńı
rovnice

y′′ − 2y′ + y = ex .

1. Charakteristická rovnice je λ2−2λ+1 = 0 , má dvojnásobný
kořen λ = 1 a homogenńı řešeńı má tvar

yh = C1 ex + C2 xex .

2. Z rovnosti

ex = eax(Pn(x) cos bx+Qm(x) sin bx)

vyplývá a = 1 , b = 0 , n = 0 , m = 0 ⇒ k = 0 ,
R0(x) = R , S0(x) = S , kde R, S jsou konstanty. Kri-
tické č́ıslo a+ i b = 1 je dvojnásobný kořen charakter-
istické rovnice, tedy r = 2 .
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Partikulárńı řešeńı nehomogenńı rovnice hledáme ve
tvaru

yp(x) = x2exR ,

potom y′p(x) = R [2xex+x2ex], y′′p(x) = R [2ex+2xex+
2xex + x2ex] . Po dosazeńı yp, y

′
p, y
′′
p do dané rovnice

můžeme vypoč́ıtat neznámou konstantu R:

R (2ex + 4xex + x2ex − 4xex − 2x2ex + x2ex) = ex ,

⇒ 2R = 1, tj. R = 1
2 ,

a partikulárńım řešeńım je funkce yp(x) = 1
2x

2ex .

3. Obecné řešeńı má tvar y(x) = C1e
x +C2 xex + 1

2 x
2ex .

Princip superpozice

Úlohu L[y] = f1 + f2 rozděĺıme na dvě L[y] = f1 , L[y] = f2 .

Jestliže funkce y1 řeš́ı L[y1] = f1 a funkce y2 řeš́ı L[y2] = f2 ,
pak funkce y = y1 + y2 je řešeńım p̊uvodńı úlohy L[y] = f1 + f2.

Př́ıklad 10.17 : Rovnici y′′+4y = 2 sin x+cos 3x rozděĺıme
na dvě úlohy

y′′ + 4y = 2 sin x a y′′ + 4y = cos 3x ,

pak jednotlivá partikulárńı řešeńı jsou

yp1 = 2
3 sinx yp2 = −1

5 cos 3x

a partikulárńı řešeńı p̊uvodńı rovnice má tvar

yp = 2
3 sinx− 1

5 cos 3x .

10.6.3 Fyzikálńı aplikace

Kirchhoff̊uv zákon v tzv. RLC obvodu

Necht’ i(t) je proud v elektrickém obvodu v závislosti na čase t,
uR je napět́ı na odporu R > 0,
uL je napět́ı na ćıvce s indukćı L > 0 ,
uC je napět́ı na kondenzátoru s kapacitou C > 0 ,
u(t) = U0 sinωt je napět́ı na svorkách zdroje ,
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potom plat́ı uR + uL + uC = u(t), nebo-li

Ri(t) + L
di(t)

dt
+

1

C

t∫
t0

i(τ) dτ = u(t) , t ≥ t0 .

Hledáme-li funkci i = i(t) splňuj́ıćı tento zákon, pak derivováńım
obdrž́ıme diferenciálńı rovnici 2. řádu pro neznámou funkci i:

L
d2i

dt2
+R

di

dt
+

i

C
= ωU0 cosωt .

Rovnice mechanického systému

Uvažujeme jednoduchý mechanický systém pohybuj́ıćı se po nerovném
povrchu. Vertikálńı pohyb se ř́ıd́ı Newtonovým pohybovým zákonem

my′′(t) = −ky(t)− γy′(t) + F (t) ,

kde y = y(t) je časově závislá výchylka tělesa od klidové polohy,
m > 0 je hmotnost systému,
k > 0 je tuhost pružiny,
γ ≥ 0 je koeficient tlumeńı.

Vněǰśı śıla F může mı́t tvar

1. F (t) = −[kϕ(t) +γϕ̇(t)] (buzeńı vlivem nerovnost́ı terénu),

2. F (t) = F0 cosω0t (periodické vněǰśı buzeńı).

Rovnice elektrického obvodu a jednoduchého mechanického
systému se z matematického pohledu nelǐśı, a proto hovoř́ıme
o rovnici kmit̊u (elektrických, mechanických). Pravá strana
F0 cosω0t představuje tzv. vněǰśı buzeńı, přičemž F0 je ampli-
tuda a ω0 frekvence vněǰśıho periodického buzeńı. K jednoznačnému
určeńı těchto funkćı muśıme nav́ıc znát počátečńı hodnoty y(t0), y

′(t0),

resp. i(t0),
di(t0)
dt .

Řešeńı př́ıslušné počátečńı úlohy se nazývá odezva systému
na počátečńı stav a na vněǰśı buzeńı.
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Greenova funkce
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10.7 Okrajové úlohy pro rovnice 2. řádu

Okrajovou úlohou nazveme lineárńı diferenciálńı rovnici 2. řádu

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x) , (9)

kde a2(x) 6= 0 , a1(x) , a0(x) , f(x) jsou funkce na intervalu 〈a, b〉
Příklady

s okrajovými podmı́nkami

α1 y(a) + β1 y
′(a) = γ1 α1, β1, γ1 ∈ R ,

α2 y(b) + β2 y
′(b) = γ2 α2, β2, γ2 ∈ R . (10)

Podle tvaru okrajových podmı́nek také děĺıme okrajové úlohy
na následuj́ıćı typy.

Dirichletova okrajová úloha

Při této úloze hledáme funkci y = y(x), x ∈ 〈a, b〉 tak, aby
platilo

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), x ∈ (a, b) ,

y(a) = γ1, y(b) = γ2 .

kde γ1, γ2 jsou daná reálná č́ısla.

Neumannova okrajová úloha
John Von Neumann
(1903-1957).

teoreticky vybudoval
ideu samočinného
poč́ıtače s programem
uloženým ve vnitřńı
paměti a některé části
teorie automat̊u a
kybernetiky.

Nyńı hledáme funkci y = y(x), x∈〈a, b〉 tak, aby platilo

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = f(x), x ∈ (a, b) ,

y′(a) = γ1, y
′(b) = γ2 .

Př́ıklad 10.18 :

a) Dirichletova úloha

y′′ + y = 0 , x ∈ (0, π) ,
y(0) = 0 , y(π) = 0 .

Obecným řešeńım úlohy je y(x) = C1 cosx+C2 sinx
a z okrajových podmı́nek dostaneme

0 = C1 cos 0 + C2 sin 0 ,
0 = C1 cosπ + C2 sin π ,

}
C1 = 0 ,
C2 ∈ R .

Řešeńım okrajové úlohy je funkce y(x) = C2 sinx.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Biographies/Von_Neumann.html
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b) Neumannova úloha

y′′ + y = 0 , x ∈ (0, b) ,
y′(0) = γ1 , y′(b) = γ2 ,

y(x)= C1 cosx+C2 sinx,
y′(x)=−C1 sinx+C2 cosx,

}
⇒ γ1 =−C1 sin 0+C2 cos 0,

γ2 =−C1 sin b+C2 cos b,

C2 = γ1, γ2 − γ1 cos b = −C1 sin b .

Protože γ1, γ2, b jsou daná č́ısla, mohou nastat následuj́ıćı
situace

1. sin b 6= 0 , potom C1 = γ1 cos b−γ2
sin b a úloha má tedy

jediné řešeńı

y(x) =
γ1 cos b− γ2

sin b
cosx+ γ1 sinx.

2. sin b = 0, γ2−γ1 cos b = 0 , potom má úloha nekonečně
mnoho řešeńı tvaru

y(x) = C1 cosx+ γ1 sinx,

kde C1 je libovolné reálné č́ıslo.

3. sin b = 0, γ2 − γ1 cos b 6= 0 , pak neexistuje řešeńı
dané úlohy. Např́ıklad

y′′ + y = 0, y′(0) = 1, y′(π) = 2

nemá žádné řešeńı. Zde b = π, γ1 = 1 , γ2 = 2 .

Vid́ıme, že otázky ře -
šitelnosti okra-
jových úloh jsou
mnohem kompliko-
vaněǰśı ve srovnáńı s
počátečńımi úlohami,
kde stačila spoji-
tost koe - ficient̊u k
jednoznačnosti řešeńı.

Okrajová úloha s parametrem

neboli Sturmova-Liouvilleova úloha je speciálńım př́ıpadem
okrajové úlohy (9). Nyńı hledáme parametr λ a nenulovou funkci
y(x) 6= 0, x ∈ 〈a, b〉, tak, aby platiloObecně pro

operátorovou rovnici
L[y] = λy hledáme
vlastńı č́ıslo a vlastńı
funkci, které splňuj́ı
danou rovnici.

a2(x)y′′ + a1(x)y′ + a0(x)y = λy x ∈ (a, b)

s homogenńımi okrajovými podmı́nkami

α1 y(a) + β1 y
′(a) = 0 ,

α2 y(b) + β2 y
′(b) = 0 .

Ta hodnota parametru λ, pro kterou existuje nenulové řešeńı
y(x) této úlohy, se nazývá vlastńı č́ıslo úlohy a funkce y(x) se
nazývá vlastńı funkce úlohy odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ.
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Př́ıklad 10.19 : Urč́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı funkce okra-
jové úlohy

−y′′ = λy , y(0) = 0 , y(π) = 0 .

Pro λ < 0 a pro λ = 0 vyplývá z tvaru obecného řešeńı, že
úloha má pouze nulové řešeńı (prověřte!).
Pro λ > 0 má obecné řešeńı tvar

Příklady

y(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx.

Z okrajových podmı́nek dostáváme soustavu rovnic pro neznámé
konstanty C1, C2

0 = C1 · 1 + C2 · 0,
0 = C1 cos

√
λπ + C2 sin

√
λπ.

Odtud
C1 = 0, C2 sin

√
λπ = 0.

Aby mohlo být C2 6= 0 (zaj́ımá nás nenulové řešeńı!), muśı
nastat rovnost

sin
√
λπ = 0, tj.

√
λπ = kπ,

kde k = 1, 2, 3, . . . .
Pro hodnoty λ = λk = k2 : (1, 4, 9, 16, . . .) má okrajová
úloha nenulové řešeńı

yk(x) = C2 sin kx.

Dostáváme tak posloupnost vlastńıch č́ısel

{1, 4, 9, 16, . . .}

a posloupnost jim odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch funkćı je

{sinx, sin 2x, sin 3x, . . .}.
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10.8 Soustavy lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu

Motivace: Systém lovec-kořist
Necht’ funkce y1 popisuje počet lovc̊u (např. lǐsek) a funkce
y2 počet kořisti (např. zaj́ıc̊u). Velice zjednodušeně si můžeme

Příklady

Řešeńım soustavy jsou
např́ıklad funkce
y1 =
√
k1 sin(

√
k1k2x),

y2 =
√
k2 cos(

√
k1k2x).

představit, že rychlost přibýváńı lovc̊u (tj. y′1) je př́ımo úměrná
počtu kořisti, neboli y′1 = k1 y2 , k1 ∈ R+. Zároveň rychlost
úbytku kořisti (tj. −y′2) záviśı př́ımo úměrně na počtu lovc̊u,
tedy plat́ı −y′2 = k2 y1 , k2∈R+. Dostáváme tak soustavu dvou
diferenciálńıch rovnic o dvou neznámých

y′1 = k1 y2 ,
−y′2 = k2 y1 .

Obecnou soustavu lineárńıch diferenciálńıch rovnic 1. řádu
ṕı̌seme ve tvaru

y′1 = a11(x)y1 + a12(x)y2 + . . .+ a1n(x)yn + b1(x),
y′2 = a21(x)y1 + a22(x)y2 + . . .+ a2n(x)yn + b2(x),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y′n = an1(x)y1 + an2(x)y2 + . . .+ ann(x)yn + bn(x),

kde aij(x), bi(x), i, j = 1, . . . , n jsou funkce definované na
nějakém intervalu I. Jestliže označ́ıme

A(x) =


a11(x), a12(x), . . . , a1n(x)
a21(x), a22(x), . . . , a2n(x)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1(x), an2(x), . . . , ann(x)

 ,

~b(x) = (b1(x), b2(x), . . . , bn(x))T ,
~y(x) = (y1(x), y2(x), . . . , yn(x))T ,

můžeme soustavu psát v maticovém tvaruVektorovou funkci
~y = ~y(x) řeš́ıćı počá-
tečńı úlohu můžeme
geometricky interpre-
tovat jako paramet-
rické rovnice křivky,
fyzikálně pak jako po-
lohový vektor pohy-
buj́ıćıho se bodu ve
fázovém prostoru.
Hovoř́ıme o fázové
křivce nebo trajek-
torii soustavy.

~y ′ = A(x)~y(x) +~b(x).

Podobně jako v definici (10.6) formulujeme počátečńı úlohu.

~y ′(x) = A(x) ~y(x) +~b(x) , (11)

~y(x0) = ~x0 , x0 ∈ I, ~x0 ∈ Rn (12)

Vektorová funkce ~y = ~y(x) splňuj́ıćı rovnici (11) a počátečńı
podmı́nky (12) se nazývá řešeńı počátečńı úlohy.

Matice A(x) se nazývá matice soustavy, vektor ~b(x) se
nazývá vektor pravých stran. Je-li ~b(x) =~0, potom se sous-
tava (11) nazývá homogenńı.
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Poznámka 10.3 : Každá soustava n diferenciálńıch rovnic
1.̌rádu ~y ′ = A~y +~b(x) , kde

A=


0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

... . . .
0 0 0 . . . 1
−p0−p1−p2 . . .−pn−1

, ~b(x)=


0
0
...
0

f(x)

, ~y(x)=


y1(x)
y2(x)
y3(x)

...
yn(x)


je ekvivalentńı lineárńı diferenciálńı rovnici n-tého řádu

y
(n)
1 + p(n−1)y

(n−1)
1 + · · ·+ p1y

′
1 + p0y1 = f(x) .

Připomeňme, že všechna řešeńı homogenńı rovnice L[y] = 0
lze zapsat ve tvaru yh = c1y1 + c2y2 + · · · + cnyn , kde
funkce y1, y2, · · · , yn tvoř́ı fundamentálńı systém rovnice (viz
definice (10.8) a věta (10.5)). Podobně lze ukázat, že všechna
řešeńı homogenńı soustavy ~y ′ = A(x)~y se daj́ı vyjádřit jako
lineárńı kombinace jednoho (zvoleného) fundamentálńıho
systému.

Na soustavy difer-
enciálńıch rovnic
použ́ıváme stejné
metody jako pro
rovnici jedinou.
Použit́ı těchto metod
je však složitěǰśı,
zvláště když matice
A nemá speciálńı
tvar (diagonálńı,
trojúhelńıkový,
Jordan̊uv).

10.9 Metody řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic

Metoda převodu na jednu rovnici n-tého řádu (elim-
inačńı metoda)

Převodem na rovnici 2. řádu najdeme řešeńı homogenńı soustavy
diferenciálńıch rovnic

y′1 = 4y1 − 2y2 ,
y′2 = y1 + y2 .

Z 2. rovnice vyjádř́ıme y1 = y′2 − y2 , zderivujeme y′1 = y′′2 − y′2 Obecně soustavu

~y ′(x)=A(x)~y +~b(x)

převád́ıme na jednu
rovnici n-tého
řádu derivováńım,
např́ıklad prvńı
rovnice, a postupnou
eliminaćı ostatńıch
neznámých funkćı.

a obě rovnice dosad́ıme do 1. rovnice. Dostaneme

y′′2 − y′2 = 4(y′2 − y2)− 2y2 ⇒ y′′2 − 5y′2 + 6y2 = 0 .

Obecné řešeńı této rovnice má tvar y2(x) = C1e
3x+C2e

2x , potom
y1(x) = (C1e

3x + C2e
2x)′ − (C1e

3x + C2e
2x) = 2C1e

3x + C2e
2x .

Obecným vektorem řešeńı soustavy je vektorová funkce

~y(x) =

(
2C1e

3x + C2e
2x

C1e
3x + C2e

2x

)
= C1

(
2e3x

e3x

)
︸ ︷︷ ︸

~y1

+C2

(
e2x

e2x

)
︸ ︷︷ ︸

~y2

.
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Ř́ıkáme, že vektorové funkce ~y1 =

(
2e3x

e3x

)
, ~y2 =

(
e2x

e2x

)
tvoř́ı

fundamentálńı systém soustavy a matice Y=

(
2e3x e2x

e3x e2x

)
se

nazývá fundamentálńı matice soustavy.

Označ́ıme-li vektor konstant ~C =

(
C1

C2

)
, pak řešeńı soustavy

můžeme psát ve tvaru ~y =

(
2e3x e2x

e3x e2x

)
·
(
C1

C2

)
= Y · ~C .

Všimněme si, že č́ısla λ1 = 3, λ2 = 2 jsou vlastńı č́ısla mat-

ice soustavy A =

(
4 2
1 1

)
a vektory ~h1 =

(
2
1

)
, ~h2 =

(
1
1

)
jsou jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. Obecné řešeńı soustavy
tedy můžeme psát ve tvaru ~y(x) = C1

~h1e
λ1x + C2

~h2e
λ2x . Tento

poznatek zobecńıme v následuj́ıćım paragrafu.

Metoda fundamentálńıho systému a fundamentálńı mat-
ice

Nyńı máme homogenńı soustavu n diferenciálńıch rovnic s kon-
stantńımi koeficienty

~y ′ = A~y , x ∈ I . (13)

Řešeńı soustavy (13) hledáme ve tvaru ~y = ~heλx , kde ~h je kon-
stantńı vektor. Po dosazeńı do (13) dostaneme λ~heλx = A~heλx ,
nebo-li

(λI− A)~h = ~0 , kde I je jednotková matice.

Tud́ıž λ je vlastńı č́ıslo matice A a ~h je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı
vektor. Různá násobnost vlastńıho č́ısla vede k následuj́ıćım
možnostem.

a) Necht’ λi , i = 1 , . . . , n jsou navzájem r̊uzná vlastńıV př́ıpadě, že máme n
r̊uzných vlastńıch č́ısel
matice A, pak každé je
jednonásobné.

č́ısla (obecně komplexńı) matice A a ~hi (i = 1, . . . , n) jsou
odpov́ıdaj́ıćı lineárně nezávislé vlastńı vektory. Potom vek-
torové funkce

~yi(x) = ~hie
λix , i = 1, 2, . . . , n
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jsou lineárně nezávislá řešeńı homogenńı soustavy ~y ′ = A~y
a tvoř́ı fundamentálńı systém dané homogenńı soustavy.
Matice Y(x) (řádu n), jej́ıž sloupce jsou tvořeny funda-
mentálńım systémem, tj.

Y(x) =
(
~h1e

λ1x,~h2e
λ2x, . . . ,~hne

λnx
)

se nazývá fundamentálńı matićı soustavy (13).

Obecné řešeńı soustavy (13) definujeme jako vektorový
násobek fundamentálńı matice

~y(x) = Y(x) · ~C ,

resp. v rozepsané podobě

~y(x) = C1
~h1e

λ1x + C2
~h2e

λ2x + · · ·+ Cn~hne
λnx,

kde ~C = (C1, C2, . . . , Cn)
T je libovolný konstantńı vektor.

Př́ıklad 10.20 : Urč́ıme fundamentálńı matici a obecné
řešeńı soustavy

y′1 = 5y1 − 2y2 − 2y3

y′2 = −2y1 + y2 + y3

y′3 = 14y1 − 6y2 − 6y3 .

Zde máme

A =

 5 −2 −2
−2 1 1
14 −6 −6

 ,

det(λI−A)=det

 λ− 5 2 2
2 λ− 1 −1

−14 6 λ+ 6

=λ(λ−1)(λ+1).

Vlastńı č́ısla a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory matice A jsou:
λ1 =0, ~h1 =(0, 1,−1)T (řešeńı soustavy −A~h=~0),

λ2 =1, ~h2 =(1, 0, 2)T (řešeńı soustavy (I− A)~h=~0),

λ3 =−1, ~h3 =(1,−1, 4)T (řešeńı soustavy (−I− A)~h=~0).
Fundamentálńı matice má tedy tvar

Y(x)=

 0
1
−1

,
 1

0
2

ex,

 1
−1

4

 e−x

=

 0 ex e−x

1 0 −e−x

−1 2ex 4e−x


a obecné řešeńı má tvar

~y(x) = Y(x) · ~C = C1
~h1 + C2

~h2e
x + C3

~h3e
−x.
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b) Necht’ λi je ri-násobným vlastńım č́ıslem matice A.

V tomto př́ıpadě je situace složitěǰśı v závislosti na počtu
lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u matice A př́ıslušných
vlastńımu č́ıslu λ. Abychom se vyhnuli použit́ı Jordanova
tvaru matice A, muśıme se spokojit s konstatováńım, že ve
fundamentálńım systému, fundamentálńı matici a v obecném
řešeńı vystupuj́ı lineárńı kombinace funkćı typu (viz také
metodu charakteristické rovnice pro diferenciálńı rovnici n-
tého řádu)

eλix, xeλix, x2eλix, . . . , xk−1eλix, k ≤ ri .

Vektorové funkce, které ve fundamentálńım systému př́ısluš́ı
vlastńımu č́ıslu λi budeme hledat ve tvaru

~y(x) =


Pi1(x)
Pi2(x)

...
Pin(x)

 eλix ,

kde koeficienty polynomů Pij(x) stupně nejvýše ri−1 urč́ıme
z požadavku, aby funkce ~y(x) byla řešeńım soustavy a aby-
chom dostali chyběj́ıćı lineárně nezávislá řešeńı. Sestroj́ıme
pak fundamentálńı matici Y(x) a obecné řešeńı vyjádř́ıme
ve tvaru

~y(x) = Y(x) · ~C , ~C = (C1, C2, . . . , Cn)
T .

Př́ıklad 10.21 : Stanovme obecné řešeńı, fundamentálńı
systém a fundamentálńı matici soustavy ~y ′ = A~y tvaru

y′1 = 2y1 − y2 ,
y′2 = y1 .

Matice A =

(
2 −1
1 0

)
dané soustavy má dvojnásobné

vlastńı č́ıslo λ1,2 = 1 a jeden vlastńı vektor ~h = (1, 1)T .

Odpov́ıdaj́ıćı řešeńı ~y(x) = ~hex nestač́ı k určeńı obecného
řešeńı. Budeme jej proto hledat ve tvaru

~y(x) =

(
a1 + a2x
b1 + b2x

)
ex .
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Dosazeńım do soustavy ~y ′ = A~y dostaneme(
a1 + a2x
b1 + b2x

)
ex+

(
a2

b2

)
ex =

(
2 −1
1 0

)
·
(
a1 + a2x
b1 + b2x

)
ex

neboli

a1 + a2x+ a2 = 2a1 + 2a2x− b1 − b2x ,
b1 + b2x+ b2 = a1 + a2x .

Odtud plyne
b2 = a2 , b1 = a1 − a2 ;

takže obecné řešeńı má tvar

~y(x)=

(
a1 + a2x

(a1 − a2) + a2x

)
ex=a1

(
1
1

)
ex + a2

(
x

−1 + x

)
ex.

Fundamentálńı matici sestav́ıme z funkćı fundamentálńıho
systému, tj.

Y(x) =

(
ex xex

ex (−1 + x)ex

)
a snadno prověř́ıme, že plat́ı Y′ = AY.

Pozorováńı: obecné řešeńı lze upravit na tvar

~y(x)=a1

(
1
1

)
ex+ a2

((
0
−1

)
+x

(
1
1

))
ex=a1

~hex+ a2(~v + x~h) ex,

kde ~h = (1, 1)T je vlastńı vektor matice A odpov́ıdaj́ıćı dvojnásobnému
vlastńımu č́ıslu λ1,2 = 1 a ~v je nenulové řešeńı nehomogenńı

soustavy (A− λ1,2I)~v = ~h .

Př́ıklad 10.22 : Najdeme obecné řešeńı soustavy

K v́ıcenásobnému
vlastńımu č́ıslu může
patřit v́ıce lineárně
nezávislých vlastńıch
vektor̊u, popř́ıpadě
”řetězec vektor̊u”.

y′1 = y1

y′2 = y2 + y3

y′3 = y3

Kořeny charakteristické rovnice

det

 λ− 1 0 0
0 λ− 1 −1
0 0 λ− 1

 = (λ− 1)3 = 0

jsou
λ1,2,3 = 1 .
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Vlastńı č́ıslo λ = 1 je trojnásobné. Obecné řešeńı proto
hledáme ve tvaru

~y(x)=

 a1 + a2x+ a3x
2

b1 + b2x+ b3x
2

c1 + c2x+ c3x
2

ex .

Dosazeńım do p̊uvodńı soustavy a po vyděleńı ex dostaneme

a2+ 2a3x+ a1+ a2x+ a3x
2 = a1+a2x+a3x

2

b2 + 2b3x+ b1 + b2x+ b3x
2 = b1 +b2x+b3x

2 +c1+c2x+c3x
2

c2 + 2c3x+ c1 + c2x+ c3x
2 = c1 +c2x+c3x

2 .

Odtud plyne

a3 = a3 2a3+ a2 = a2 a2+ a1 = a1

b3 = b3 + c3 2b3 + b2 = b2 + c2 b2 + b1 = b1 + c1

c3 = c3 2c3 + c2 = c2 c2 + c1 = c1 ,

neboli a2 = a3 = 0, a1 ∈R , b2 = c1, b3 = 0, b1 ∈R , c2 = c3 = 0,
c1∈R . Obecné řešeńı má tedy tvar

~y(x)=

 a1

b1+c1x

c1

ex=a1

1
0
0

ex+b1

0
1
0

ex+c1

0
0
1

+x

0
1
0

ex.

Vlastńımu č́ıslu λ=1
př́ısluš́ı dva lineárně
nezávislé vlastńı vek-
tory ~h1 = (1, 0, 0)T ,
~h2 = (0, 1, 0)T a s vek-

torem ~h2 tvoř́ı řetězec
vektor ~v = (0, 0, 1)T .

Př́ıklad 10.23 : Stanovme obecné řešeńı a fundamentálńı
matici soustavy

y′1 = −y1 + y2 ,
y′2 = −y2 + 4y3 ,
y′3 = y1 − 4y3 .

Kořeny charakteristické rovnice

det

 λ+ 1 −1 0
0 λ+ 1 −4
−1 0 λ+ 4

 = λ3 + 6λ2 + 9λ = 0

jsou

λ1,2 = −3, λ3 = 0.
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Vlastńımu č́ıslu λ3 = 0 př́ısluš́ı vektor ~h3 = (1, 1, 1
4)T a dvojnásobnému

vlastńımu č́ıslu λ1,2 = −3 př́ısluš́ı jeden vlastńı vektor ~h1 =
(1,−2, 1)T. Obecné řešeńı hledáme proto ve tvaru

~y(x)=

 a1 + a2x
b1 + b2x
c1 + c2x

e−3x + a3

 1
1
1
4

e0·x .

Dosazeńım do soustavy urč́ıme vztahy mezi a1, a2, b1, b2, c1, c2,
tj.

2a1 − a2 + b1 = 0 , 2a1 + b2 = 0 ,
2b1 − b2 + 4c1 = 0 , 2b2 + 4c2 = 0 ,
−c1 − c2 + a1 = 0 , −c2 + a2 = 0 .

Pomoćı a1, a2 vyjádř́ıme ostatńı koeficienty:

b1 = a2 − 2a2 , b2 = −2a2 ,

c1 = a1 − a2 , c2 = a2 .

Takže obecné řešeńı soustavy má tvar

~y(x)=

 a1 + a2x

(a2 − 2a1)− 2a2x

(a1 − a2) + a2x

 e−3x + a3

 1
1
1
4

=

= a1

 1
−2
1

e−3x + a2

 x

1− 2x
−1 + x

e−3x + a3

1
1
1
4

=

= a1

 1
−2
1

e−3x + a2

 0
1
−1

+x

 1
−2
1

e−3x+a3

1
1
1
4

=

= a1
~h1e

−3x + a2(~v + x~h1)e
−3x + a3

~h3 ,

kde (λ1,2I − A)~h1 = ~0, (λ1,2I − A)~v = ~h1, (λ3I − A)~h3 = ~0.
Fundamentálńı matice soustavy má tedy tvar

Y(x) =

 e−3x xe−3x 1
−2e−3x (1− 2x)e−3x 1

e−3x (−1 + x)e−3x 1
4

 ,

a proto

~y(x) = Y(x) · ~a , ~a = (a1, a2, a3)
T .
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Metoda variace konstant

Nyńı máme nehomogenńı soustavu diferenciálńıch rovnic

~y ′ = A(x)~y +~b(x) , x ∈ I (11)

a metodou variace konstant nalezneme jej́ı řešeńı.

1. Nejdř́ıve vyřeš́ıme homogenńı soustavu ~y ′ = A(x)~y. Řešeńı
homogenńı soustavy má tvar

~yh(x) = Y(x) · ~C ,

kde Y(x) je fundamentálńı matice soustavy a ~C je vektor
konstant.

2. Partikulárńı řešeńı rovnice (11) hledáme ve tvaru

~yp(x) = Y(x) · ~C(x) ,

kde ~C(x) je vektor funkćı. Po dosazeńı do soustavy (11)
máme

Y′(x)~C(x) + Y(x)~C ′(x) = AY(x)~C(x) +~b(x) .

Protože Y′ = AY, tak plat́ı

Y(x) ~C ′(x) = ~b(x)
~C ′(x) = Y−1(x)~b(x) .

Př́ımou integraćı urč́ıme

~C(x) =

∫
Y−1(ξ)~b(ξ) dξ

a partikulárńı řešeńı soustavy (11) dostaneme ve tvaru
yp(x) = Y(x)

∫
Y−1(ξ)~b(ξ) dξ .

3. Obecné řešeńı nehomogenńı soustavy má proto tvar

~y(x) = ~y(x)h + ~yp(x) = Y(x)

(
~C +

∫
Y−1(ξ)~b(ξ) dξ

)
,

kde ~C = (C1, C2, . . . , Cn)
T je libovolný konstantńı vektor.

Př́ıklad 10.24 : Metodou variace konstant řeš́ıme soustavu

y′1 = 4y1 − 2y2 + ex ,
y′2 = y1 + y2 + ex .
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1. Najdeme fundamentálńı matici homogenńı soustavy

Y(x) =

(
e3x e2x

1
2 e3x e2x

)
.

2. Protože

Y−1(x) =

(
2e−3x −2e−3x

−e−2x 2e−2x

)
,

tak partikulárńı řešeńı soustavy má tvar

~yp(x) =

(
e3x e2x

1
2 e3x e2x

)∫ (
0

e−ξ

)
dξ =

(
−ex

−ex

)
.

Pokud nechceme poč́ıtat inverzńı matici k fundamentálńı,
pak vektor ~C(x) źıskáme vyřešeńım soustavy Y(x) ~C ′(x)=
~b(x) , neboli

e3xC ′1 + e2xC ′2 = ex
1
2 e3xC ′1 + e2xC ′2 = ex .

3. Obecným řešeńım úlohy je vektorová funkce(
y1(x)
y2(x)

)
=

(
e3x e2x

1
2 e3x e2x

)(
C1

C2

)
+

(
−ex

−ex

)
,

kde C1, C2 jsou libovolné konstanty.



44 Matematická analýza 2

11 Posloupnosti a řady funkćı

Motivace Při řešeńı počátečńı úlohy

y′(x) = y(x) , y(0) = 1

můžeme formálńım derivováńım dostat

y′′(x) = y′(x) , · · · , y(n+1)(x) = y(n)(x) , · · · ⇒ y(n)(0) = 1 .

Taylor̊uv rozvoj funkce y v bodě 0 tedy bude mı́t tvar

y(x) = y(0) + y′(0)(x− 0) + · · · y
(n)(0)

n!
(x− 0)n + · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Řešeńı úlohy jsme dostali ve tvaru tzv. mocninné řady, kterou
budeme zkoumat v této kapitole.

Rovnici y′ = y řeš́ı ex-
ponenciálńı funkce ex,
jej́ıž Taylor̊uv rozvoj

je
∞∑
n=0

xn

n!
.

11.1 Posloupnosti funkćı

Definice 11.1 : Předpokládejme, že funkce f1, f2, f3, . . .

jsou definovány na množině M ⊂ R . Potom zobrazeńı
F : n → fn , n ∈ N se nazývá posloupnost funkćı na
množině M . Znač́ıme F = {fn}∞n=1, zkráceně {fn} .

Příklady
Př́ıklad 11.1 : fn(x) = xn

n! , M = R .

Definice 11.2 : Posloupnost funkćı {fn}+∞
n=1 je omezená na

množině M , existuje-li konstanta K > 0 taková, že pro
všechna x ∈M a pro všechna n = 1, 2, . . . plat́ı

|fn(x)| ≤ K .

Př́ıklad 11.2 : Posloupnost fn(x) = cosnx je omezená
na množině M = R konstantou K ≥ 1 .

Definice 11.3 : Posloupnost {fn}+∞
n=1 konverguje v bodě

x0 ∈ M , když č́ıselná posloupnost {fn(x0)}+∞
n=1 konverguje.

Posloupnost {fn}+∞
n=1 konverguje bodově na množině M ,

když pro každé x ∈ M č́ıselná posloupnost {fn(x)}+∞
n=1 kon-

verguje. Množinu M pak nazýváme oborem bodové kon-
vergence a na M je definována funkce f=f(x) vztahem

f(x) = lim
n→∞

fn(x) , x ∈M .

Funkce f se nazývá bodová limitńı funkce posloupnosti
{fn}+∞

n=1 , znač́ıme fn → f .
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Př́ıklad 11.3 : Posloupnost fn(x) = x
n konverguje bodově

k funkci f = 0 na množině M = R .

Posloupnost {xn}+∞
n=0 , M = 〈0, 1〉 má bodovou limitu

f(x) =
{ 0 x ∈ 〈0, 1) ,

1 x = 1 .

Posledńı př́ıklad ilustruje situaci, kdy posloupnost spojitých
funkćı konverguje bodově k nespojité funkci. Proto bodovou
konvergenci ”vylepš́ıme”.

Definice 11.4 : Řekneme, že posloupnost {fn}+∞
n=1 kon-

verguje stejnoměrně na množině M k funkci f = f(x),
jestliže

lim
n→∞

sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| = 0 .

Znač́ıme fn ⇒ f . Funkci f nazýváme stejnoměrnou limi-
tou.

Pokud posloupnost
konverguje stejnoměr-
ně, pak zřejmě kon-
verguje i bodově.

Poznámka 11.1 : Uvedeme ekvivalentńı definice konvergence
posloupnosti funkćı.

1. Bodová konvergence na M :

∀x ∈M ∀ ε > 0 ∃n0(ε, x) ∀n > n0 : |fn(x)−f(x)| < ε ,

2. Stejnoměrná konvergence na M :

∀ ε > 0 ∃n0(ε) ∀x ∈M ∀n > n0 : |fn(x)− f(x)| < ε .

Př́ıklad 11.4 : (pokračováńı př́ıkladu (11.3))

Posloupnost {xn} na 〈0, 1〉 nekonverguje stejnoměrně. Plat́ı
totiž

sup
x∈〈0,1〉

|xn − f(x)| = 1 ∀n ∈ N .

Zvoĺıme-li δ ∈ (0, 1), potom na intervalu 〈 0, δ 〉 posloup-
nost {xn} konverguje stejnoměrně, nebot’ pro x ∈ 〈0, δ〉 je
f(x) = 0 a

sup
x∈〈0,δ〉

|xn| = δn → 0 pro n→∞ .

Zároveň plat́ı lim
x→1−

xn = 1 ∀n ∈ N, lim
x→1−

f(x) = 0 .
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Jinými slovy:

lim
n→∞

lim
x→1−

xn(x) = lim
n→∞

1n = 1 .

lim
x→1−

lim
n→∞

xn(x) = lim
x→1−

0 = 0 .

Vid́ıme, že limity nelze zaměnit.

Př́ıklad 11.5 : Necht’ fn(x) = sinnx√
n
, n = 1, 2, . . . . Potom

lim
n→∞

fn(x) = f(x) = 0 na R

a protože

sup
x∈R

| sinnx|√
n

=
1√
n
→ 0 , tak fn ⇒ 0 .

Zároveň

lim
n→∞

f ′n(0) = lim
n→∞

√
n cos(0) = +∞ ,

ale
( lim
n→∞

fn(0))′ = f ′(x) = 0 .

Vid́ıme, že derivace limitńı funkce neńı limitou posloup-
nosti derivaćı. Ř́ıkáme, že danou posloupnost {fn} nelze
”derivovat člen po členu”.

Př́ıklad 11.6 : Necht’ fn(x) = nx(1 − x2)n, x ∈ 〈0, 1〉 .
Potom

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = 0 ∀x ∈ 〈0, 1〉 .

Zároveň pro integrály člen̊u posloupnosti plat́ı

lim
n→∞

1∫
0

fn(x) dx = lim
n→∞

1∫
0

nx(1−x2)n dx = lim
n→∞

n

2n+ 2
=

1

2

avšak
1∫

0

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx =

1∫
0

f(x) dx = 0 .

Opět vid́ıme, že nelze zaměnit pořad́ı limitováńı a inte-
grováńı, tj. limita posloupnosti integrál̊u neńı rovna in-
tegrálu z limity. Ř́ıkáme, že danou posloupnost nelze ”in-
tegrovat člen po členu”.
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Věta 11.1 : (Postačuj́ıćı podmı́nka spojitosti, diferencov-
atelnosti a integrovatelnosti limitńı funkce, záměnnosti limit)

a) Je-li {fn} posloupnost spojitých funkćı na intervalu I,
která na I konverguje stejnoměrně k funkci f , potom
funkce f = f(x) je také spojitá na I.

b) Jestliže posloupnost {fn} Riemannovsky inte-
grovatelných funkćı (fn ∈ R(I), I = 〈a, b〉) konverguje
stejnoměrně na I k funkci f(x), potom f ∈ R(I) a plat́ı

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx =

b∫
a

lim
n→∞

fn(x) dx =

b∫
a

f(x) dx .

c) Jestliže posloupnost {fn} konverguje v nějakém bodě
x0 ∈ I = 〈a, b〉, fn jsou diferencovatelné funkce na
I a posloupnost derivaćı {f ′n} konverguje stejnoměrně
na I, potom i posloupnost {fn} konverguje stejnoměrně
na I, limitńı funkce f(x) = lim

n→∞
fn(x) je diferencovatelná

funkce na I a plat́ı

lim
n→∞

f ′n(x) =
[

lim
n→∞

fn(x)
]′

= f ′(x) .

d) Necht’ fn ⇒ f na (a, b) a pro každé n ∈ N existuje
vlastńı limita lim

x→a+
fn(x) = cn. Pak existuj́ı vlastńı limity

lim
n→∞

cn, lim
x→a+

f(x) a jsou si rovny.

11.2 Funkčńı řady

Př́ıklad 11.7 : Výraz

1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

+∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R,

je řadou funkćı 1, x, x
2

2! , . . . definovaných na R. Pro každé
pevné x ∈ R dostáváme č́ıselnou řadu, která konverguje,
nebot’ podle d’Alembertova kritéria je

Příklady

lim
n→∞

|xn+1|
(n+1)!

|xn|
n!

= lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0 (< 1), ∀x ∈ R .
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Definice 11.5 : Necht’ {fn(x)}+∞
n=1 je posloupnost funkćı defi-

novaných na množině M . Potom výraz

+∞∑
n=1

fn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·

se nazývá nekonečná řada funkćı na množině M . Funkce

sn(x) =
n∑
k=1

fk(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fn(x)

se nazývá n-tý částečný součet řady a {sn(x)} je posloup-
nost částečných součt̊u řady.
Existuje-li

lim
n→∞

sn(x) = s(x) , x ∈M ,

potom funkce s(x), x ∈M , se nazývá součet řady
+∞∑
n=1

fn(x) .

Ř́ıkáme, že řada konverguje k funkci s(x) a množina M se
nazývá obor konvergence řady .

Jestliže konverguje řada
+∞∑
n=1
|fn(x)| , potom ř́ıkáme, že řada

+∞∑
n=1

fn(x) konverguje absolutně .
Z absolutńı konver-
gence řady plyne (ne-
absolutńı) konvergen-
ce řady (viz věta 5.11,
MA1).

Př́ıklad 11.8 : Řada

x2 +
x2

1 + x2
+

x2

(1 + x2)2
+ . . .+

x2

(1 + x2)n
+ . . .

je geometrickou řadou s kvocientem q = 1
1+x2 < 1 , x 6= 0 ,

a tedy konverguje pro každé x ∈ (−∞,+∞) (pro x = 0 je
sice q = 1, ale řada se skládá ze samých nul). Jej́ı součet je

s(x) =
x2

1− 1
1+x2

=
x2

x2

1+x2

=
{ 1 + x2 x 6= 0 ,

0 x = 0 .

Tedy součet řady spojitých funkćı existuje, ale neńı to spo-
jitá funkce.
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Poznámka 11.2 :

K tomu, aby součet s(x) řady
∞∑
n=1

fn(x), kde fn(x) jsou

spojité funkce, byl spojitý, potřebujeme podle věty (11.1),
aby posloupnost částečných součt̊u {sn(x)} konvergovala k
součtu s(x) stejnoměrně.

Věta 11.2 : (Weierstrassovo kritérium stejnoměrné konver-
gence řady funkćı)

Necht’
+∞∑
n=1

fn(x) je řada funkćı na množině M a
+∞∑
n=1

bn je

č́ıselná řada s nezápornými členy bn ≥ 0 . Necht’ dále plat́ı

|fn(x)| ≤ bn ∀n ∈ N ∀x ∈M

a řada
+∞∑
n=1

bn konverguje. Potom řada
+∞∑
n=1

fn(x) konverguje ste-

jnoměrně a absolutně na M (tj. konverguje stejnoměrně na M

také řada
+∞∑
n=1
|fn(x)|) .

Řada
+∞∑
n=1

bn se nazývá majoranta řady
+∞∑
n=1

fn(x) .

Německý matematik
Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass
(1815-1897).

se významně pod́ılel
na budováńı teorie
funkćı komplexńı pro-
měnné pomoćı moc-
ninných řad.
Věřil, že matematika
nesmı́ ztrácet kontakt
s ostatńımi vědami
a přispěl k rozvoji
matematické fyziky,
optiky a astronomie.

Př́ıklad 11.9 : Řada
+∞∑
n=1

cosnx
n2 konverguje podle vět (11.1)

a (11.2) stejnoměrně ke spojité funkci, nebot’ jej́ı majoranta
+∞∑
n=1

1
n2 je konvergentńı.

11.3 Mocninné řady

Definice 11.6 : Necht’ {an} je posloupnost reálných č́ısel. Po-
tom +∞∑

n=0

an(x− x0)
n , x ∈ R,

se nazývá mocninná řada se středem v bodě x0 ∈ R.

Příklady

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
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Věta 11.3 :
1. Konverguje-li mocninná řada

+∞∑
n=0

an(x − x0)
n v bodě

x1 6= x0 , potom konverguje absolutně v každém bodě x
otevřeného intervalu určeného nerovnost́ı

|x− x0| < |x1 − x0| .

2. Diverguje-li mocninná řada v bodě x2, potom diverguje
v každém bodě x splňuj́ıćım nerovnost

|x− x0| > |x2 − x0| .

Důkaz : ad 1) Z nutné podmı́nky pro konvergenci řady
+∞∑
n=0

an(x1− x0)
n dostaneme lim

n→∞
|an(x1− x0)

n| = 0 (věta

5.1 MA1). Zároveň z konvergence posloupnosti plyne jej́ı
omezenost (věta 4.4 MA1), tj. ∃K > 0 : |an(x1 − x0)

n| ≤
K .

Tedy pro |x− x0| < |x1 − x0| plat́ı

|an(x− x0)
n| = |an(x1 − x0)

n| ·
∣∣∣ x− x0

x1 − x0

∣∣∣n ≤ K · qn,

kde q=
∣∣ x−x0
x1−x0

∣∣< 1 a podle srovnávaćıho kritéria (věta 5.3

MA1) řada
+∞∑
n=0

an(x− x0)
n konverguje absolutně.

ad 2) Důkaz této části věty provedeme sporem. Předpokládejme,
že existuje bod x3 takový, že |x3 − x0| > |x2 − x0| a řada
+∞∑
n=0

an(x3−x0)
n konverguje. Potom podle bodu 1 muśı kon-

vergovat také řada
+∞∑
n=0

an(x2 − x0)
n, a to je spor.

Použ́ıváme srovnáńı s
geometrickou řadou
+∞∑
n=0

qn, která konvergu-

je pokud |q| < 1 (viz
MA1 př́ıklad 5.1).

D̊usledek 11.1 : Z předchoźı věty (11.3) vyplývá, že existuje

č́ıslo R ≥ 0 takové, že mocninná řada
+∞∑
n=0

an(x−x0)
n konver-

guje absolutně pro x splňuj́ıćı nerovnost

|x− x0| < R , tj. pro x ∈ (x0 −R, x0 +R)

a diverguje pro x splňuj́ıćı nerovnost

|x− x0| > R , tj. pro x ∈ (−∞, x0 −R) ∪ (x0 +R,+∞).
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Definice 11.7 : (Poloměr konvergence)
Č́ıslo R ≥ 0 s výše uvedenou vlastnost́ı se nazývá poloměr
konvergence mocninné řady.
V př́ıpadě, že mocninná řada konverguje pro každé x ∈ R,
klademe R = +∞ .

Poznámka 11.3 : O konvergenci či divergenci mocninné řady
v krajńıch bodech x0 − R a x0 + R nelze obecně nic
ř́ıci. V těchto bodech řada bud’ konverguje, nebo diverguje
v závislosti na vlastnostech posloupnosti {an}.

Př́ıklad 11.10 : a) Máme řadu
+∞∑
n=0

xn

n! . Pro pevné x ∈ R

zkoumáme absolutńı konvergenci této řady pomoćı pod́ılového
kritéria (věta 5.6 MA1). Protože

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
x(n+1)

(n+1)!
xn

n!

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0 (< 1) ,

tak daná řada konverguje pro všechna x ∈ R, tj. R = +∞.

b) Máme řadu
+∞∑
n=1

xn

n . Nyńı použijeme limitńı odmocni-

nové kritérium (věta 5.6 MA1). Protože

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣xnn
∣∣∣∣ = |x| ,

tedy daná řada konverguje pro všechna x splňuj́ıćı |x| < 1,
diverguje pro všechna x splňuj́ıćı |x| > 1 a poloměr kon-
vergence R = 1 .

V krajńıch bodech oboru konvergence muśıme vyšetřit danou
řadu samostatně.

Pro x = −1 řada
+∞∑
n=1

(−1)n

n konverguje podle Leibnizova

kritéria (věta 5.10 MA1).

Pro x = 1 dostaneme harmonickou řadu
+∞∑
n=1

1
n , která diver-

guje (př́ıklad 5.3 MA1).

Výpočet poloměru konvergence mocninné řady Použijeme-li odmocni-
nové kritérium, pak
obecně chceme, aby
platilo
lim
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| =

lim
n→∞

n
√
|an||x−x0|<1.

Podobně z pod́ılového
kritéria plyne

lim
n→∞

∣∣∣an+1(x−x0)n+1

an(x−x0)n

∣∣∣ =

lim
n→∞

∣∣an+1

an

∣∣|x−x0|<1.
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Z odmocninového (Cauchyova) kritéria lze odvodit pro poloměr
konvergence vzorec:

R =
1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

.

Jestliže existuje lim
n→∞
|an+1

an
| , pak z pod́ılového (d’Alembertova)

kritéria dostaneme

R =
1

lim
n→∞
|an+1

an
|
.

Věta 11.4 : (Stejnoměrná konvergence mocninné řady)
Necht’ R ∈ (0,∞) je poloměr konvergence mocninné řady
+∞∑
n=0

an(x−x0)
n a 0 < ε < R, potom mocninná řada konverguje

stejnoměrně na uzavřeném intervalu 〈x0−R+ ε, x0 +R− ε〉 .
Pro x∈(−1, 1) je

s(x) =
+∞∑
k=0

xk = 1
1−x .

Pro n−tý částečný
součet této řady plat́ı

sn(x)=
n∑
k=0

xk= 1−xn+1

1−x .

Potom
|sn(x)−s(x)|= |−xn+1

1−x |
a sup
|x|<1

|−xn+1

1−x | = +∞ .

Odtud plyne, že řada
+∞∑
k=0

xk nekonverguje

stejnoměrně na inter-
valu (−1, 1).

Důkaz : Podle věty (11.3) řada
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n konver-

guje absolutně uvnitř oboru konvergence, tj. č́ıselná řada
+∞∑
n=0
|an(R − ε)n| konverguje. Pro všechna |x − x0| ≤ R − ε

plat́ı |an(x − x0)
n| ≤ |an(R − ε)n|. Podle Weierstrassova

kritéria (věta (11.2)) tedy mocninná řada
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n

konverguje stejnoměrně pro všechna x splňuj́ıćı podmı́nku
|x− x0| ≤ R− ε .

Věta 11.5 : (o derivaci a integraci mocninné řady)
Mocninné řady

g(x) =
+∞∑
n=0

d

dx
[an(x− x0)

n], F (x) =
+∞∑
n=0

x∫
x0

an(t− x0)
ndt

maj́ı stejný poloměr konvergence R jako řada

s(x) =
+∞∑
n=0

an(x− x0)
n

a plat́ı s′(x)=g(x), F ′(x)=s(x) pro každé x∈(x0−R, x0+R).

Důkaz : Řada
+∞∑
n=0

d
dx [an(x− x0)

n] =
+∞∑
n=1

nan(x− x0)
n−1 =

+∞∑
m=0

(m+ 1)am+1(x− x0)
m má poloměr konvergence
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R′ = 1

lim sup
m→∞

m
√
|(m+1)am+1|

= 1

lim sup
m→∞

m
√

(m+1) m
√
|am+1|

= R ,

kde R je poloměr konvergence p̊uvodńı řady
+∞∑
n=0

an(x−x0)
n .

Z tvrzeńı věty (11.4) vyplývá, že na uzavřeném intervalu
I = 〈x0 − R + ε, x0 + R − ε〉 řady g(x), s(x) konverguj́ı
stejnoměrně a podle věty (11.1 c) plat́ı

s′(x) =

[
+∞∑
n=0

an(x− x0)
n

]′
=

+∞∑
n=0

d

dx
[an(x− x0)

n] = g(x)

pro každé x∈I. Protože ε>0 je libovolně malé, tak tvrzeńı
věty plat́ı pro každé x ∈ (x0 −R, x0 +R) .

Pro (integrálńı) řadu
+∞∑
n=0

x∫
x0

an(t−x0)
ndt je d̊ukaz podobný.

D̊usledek 11.2 : Mocninnou řadu lze uvnitř oboru konver-
gence derivovat a integrovat člen po členu, tj. derivace součtu
se rovná součtu derivaćı a integrál součtu se rovná součtu in-
tegrál̊u.

Př́ıklad 11.11 : Pomoćı předchoźı věty (11.5) najdeme

součet řady
+∞∑
n=1

xn

n . Jej́ım derivováńım dostaneme geomet-

rickou řadu
+∞∑
n=0

xn = 1
1−x . Zpětně po integrováńı plat́ı

+∞∑
n=1

xn

n = − ln |1− x| pro x ∈ (−1, 1) .

Definice 11.8 : Necht’ funkce f = f(x) má derivace všech
řád̊u v bodě x0. Mocninná řada

+∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n ,

se nazývá Taylorova řada funkce f . Jestliže se nav́ıc součet
Taylorovy řady rovná funkci f , pak se funkce f nazývá ana-
lytická funkce na oboru konvergence.
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Poznámka 11.4 : Př́ıklady analytických funkćı jsou

ex =
+∞∑
n=0

1
n! x

n , sinx =
+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)! x
2n+1 , cosx =

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n)! x
2n .

Každá mocninná řada je Taylorovou řadou svého součtu,
ale ne každá Taylorova řada funkce f konverguje k funkci
f . Např́ıklad funkce f(x) = |x| má v bodě x0 = 1 všechny
derivace a jej́ı Taylorova řada je 1 (x− 1)0 + 1 (x− 1)1 = x ,
což neńı p̊uvodńı funkce (pro x < 0) .
Úloha nalézt Taylorovu řadu funkce f se nazývá rozvoj
funkce f v mocninnou řadu.

Mocninné řady
se po- už́ıvaj́ı v teorii
aproximaćı, při kon-
strukci primitivńıch
funkćı, při řešeńı
diferenciálńıch rovnic
a velmi často v teorii
funkćı komplexńı
proměnné.

Taylorova metoda řešeńı počátečńıch úloh

Předpokládejme, že řešeńı y(x) počátečńı úlohy má v bodě x0

derivace všech řád̊u. Řešeńı pak hledáme ve tvaru

y(x) = y(x0) + y′(x0)(x− x0) +
y′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .

a hodnoty y(x0), y′(x0), . . . urč́ıme z diferenciálńı rovnice
a z počátečńıch podmı́nek.

Př́ıklad 11.12 : Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′′ = xy, y(0) = 4, y′(0) = 3 .

Z počátečńıch podmı́nek plyne

y(x) = 4 + 3(x− 0) +
y′′(0)

2!
(x− 0)2 + . . . .

Z rovnice dostaneme postupným derivováńım:

y′′(x) = x y(x)
⇒ y′′(0) = 0 y(0) = 0 ,

y′′′(x) = y(x) + x y′(x)
⇒ y′′′(0) = y(0) + 0 · y′(0) = 1 · 4 ,

yIV (x) = y′(x) + y′(x) + x y′′(x)
⇒ yIV (0) = 2y′(0) + 0 · y′′(0) = 2 · 3 ,
...

y(n)(x) = (n− 2)y(n−3)(x) + x y(n−2)(x)

⇒ y(n)(0) = (n− 2)y(n−3)(0) .
Obecně

y(3n)(0) = (3n− 2)(3n− 5) · · · 4 · 1 · 4 ,
y(3n+1)(0) = (3n− 1)(3n− 4) · · · 5 · 2 · 3 ,
y(3n+2)(0) = 0 .
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Po dosazeńı do předpokládaného tvaru řešeńı dostaneme:

y(x)= 4 + 3x+ 4
3!x

3 + 3
4!x

4 + . . .

= 4+3x+
∞∑
n=1

4 (3n−2)(3n−5)···4·1
(3n)! x3n+3 (3n−1)(3n−4)···5·2

(3n+1)! x3n+1.

Poznámka 11.5 : Aby výše uvedený formálńı postup byl
oprávněný, muśıme dokázat konvergenci vypočtené Tay-
lorovy řady. To však může být daleko komplikovaněǰśı než
celý předcházej́ıćı výpočet.

Metoda neurčitých koeficient̊u
(pro řešeńı diferenciálńıch rovnic)

Tato metoda se použ́ıvá ke stanoveńı fundamentálńıho systému
lineárńı diferenciálńı rovnice. Předpokládáme, že řešeńı y(x) je
ve tvaru mocninné řady se středem v bodě 0 , tedy

y(x) =
+∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + . . . .

Formálńım derivováńım ”člen po členu”dostáváme

y′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1

y′′(x) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 atd.

Po dosazeńı do rovnice a využit́ı počátečńıch podmı́nek vypoč́ıtáme
koeficienty an, n = 0, 1, 2, . . . .

Př́ıklad 11.13 : Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′′ = xy , y(0) = 0, y′(0) = 1 .

Po dosazeńı za y(x), y′′(x) obdrž́ıme:

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 = x

+∞∑
n=0

anx
n ⇒

+∞∑
n=1

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − an−1]x
n + 2a2 = 0 .

Odtud plyne:

2a2 = 0 , a3 = a0
3·2 , a4 = a1

4·3 , a5 = a2
5·4 = 0 ,

a6 = a3
6·5 = a0

6·5·3·2 , a7 = a4
7·6 = a1

7·6·4·3 , atd.
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Dostáváme tedy

y(x) = a0

(
1 + x3

2.3 + x6

2.3.5.6 + . . .+ x3n

2.3.5.6...(3n−1)3n + . . .
)

+ a1

(
x+ x4

3.4 + x7

3.4.6.7 + . . .+ x3n+1

3.4.6.7...3n(3n+1) + . . .
)
.

Z počátečńıch podmı́nek obdrž́ıme

a0 = y(0) = 0, a1 = y′(0) = 1.

Je možné ukázat, že výše uvedená mocninná řada má poloměr
konvergence R = +∞ , tj. řešeńı počátečńı úlohy je defi-
nováno na celém R.

Poznámka 11.6 : Obecné řešeńı rovnice y′′ = xy můžeme
tedy psát ve tvaru y(x) = a0y1(x) + a1y2(x) , kde

y1(x) = 1 + x3

2·3 + x6

2·3·5·6 + . . . ,

y2(x) = x+ x4

3·4 + x7

3·4·6·7 + . . . .

Funkce y1, y2 jsou lineárně nezávislá řešeńı dané rovnice,
která tvoř́ı fundamentálńı systém.

11.4 Trigonometrické Fourierovy řady
Dosud jsme funkce hle-
dali ve tvaru mocnin-
né řady, vyjadřovali
jsme je v ”bázi poly-
nomů” 1 , x , x2 , . . . .
Nyńı zavedeme novou
”bázi trigono-
metrických
funkćı”1

2
, sinx,

cosx, sin 2x, cos 2x, . . .

Definice 11.9 : (Fourierova řada podle základńıho systému)
Necht’ f ∈ R(〈−π, π〉). Trigonometrická řada

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

jej́ıž koeficienty jsou určeny vzorci

ak =
1

π

π∫
−π

f(ξ) cos kξ dξ, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
1

π

π∫
−π

f(ξ) sin kξ dξ, k = 1, 2, 3, . . . ,

se nazývá Fourierova řada funkce f podle (základńıho)
trigonometrického systému

{
1
2 , cosx, sinx, cos 2x, . . .

}
.

Koeficient̊um ak, bk určeným uvedenými vzorci se ř́ıká
Fourierovy koeficienty funkce f a př́ıslušné Fourierově
řadě se také ř́ıká Fourier̊uv rozvoj funkce f .

Příklady
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Poznámka 11.7 : Chceme formálně vyjádřit funkci f ve tvaru

f(x) = a0
2 +

+∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) . Po vynásobeńı

funkćı sinnx a integrováńı dostaneme
π∫
−π
f(x) sinnx dx =

π∫
−π

a0
2 sinnx dx +

+∞∑
k=1

π∫
−π

(ak cos kx+ bk sin kx) sinnx dx .

Zároveň pro k = n je
π∫
−π

(sinnx)2 dx = π , jinak ale plat́ı

π∫
−π

sin kx sinnx dx = 0 a
π∫
−π

cos kx sinnx dx=0 . Odtud ply-

nou vztahy pro ak, bk.

Ř́ıkáme, že funkce
cos kx , sinnx jsou
ortogonálńı.

Definice 11.10 : (Fourierova řada podle obecného systému)
Necht’ f ∈ R(〈a, a+ T 〉) , T > 0 . Trigonometrická řada

a0

2
+

+∞∑
k=1

(
ak cos

2πkx

T
+ bk sin

2πkx

T

)
,

jej́ıž koeficienty jsou určeny vzorci

ak =
2

T

a+T∫
a

f(ξ) cos
2πkξ

T
dξ, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
2

T

a+T∫
a

f(ξ) sin
2πkξ

T
dξ, k = 1, 2, 3, . . . ,

se nazývá Fourierova řada funkce f podle (obecného)
trigonometrického systému{

1

2
, cos

2πx

T
, sin

2πx

T
, cos

4πx

T
, sin

4πx

T
, . . .

}
.

Fourierovy řady (po-
kud konverguj́ı) před-
stavuj́ı ”analyt-
ické”vyjádřeńı
2π-periodických
funkćı źıskaných
měřeńım periodických
děj̊u (kmit̊u, signál̊u,
apod.).

Př́ıklad 11.14 : Stanov́ıme Fourierovu řadu funkce
f(x) = x, x ∈ 〈−π, π) podle základńıho trigonometrického
systému, tj. ve tvaru

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

Vypočteme koeficienty ak , bk :

ak =
1

π

π∫
−π

ξ cos kξ dξ = 0 , k = 0, 1, 2, . . . ,
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bk =
1

π

π∫
−π

ξ sin kξ dξ =
2

π

π∫
0

ξ sin kξ dξ =(−1)k−1 2

k
, k = 1, . . . .

Výsledek ṕı̌seme ve tvaru:

f(x) ∼ 2

[
sinx− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− . . .+ (−1)k−1 sin kx

k
+ . . .

]

Integrál liché funkce
na symetrickém inter-
valu je nulový.

Integrál sudé funkce
na symetrickém inter-
valu 〈−a, a〉 se rovná
dvojnásobku daného
integrálu na polovič-
ńım intervalu 〈0, a〉.

V př́ıkladu 11.14 je
f(−π) = −π, ale
součet řady v bodě
−π je nula.

Podle definice je Fourierova řada periodická funkce, proto se
funkce f definována na intervalu 〈a, a + T 〉 dodefinuje vzta-
hem f(x + kT ) = f(x) , x ∈ 〈a, a + T ) , k ∈ Z . Dostaneme
tzv. T-periodické prodloužeńı funkce f a zkoumáme, zda
vypočtená Fourierova řada konverguje a jak součet této řady
souviśı s funkćı f .

Věta 11.6 : Je-li funkce f z definice (11.10) spojitá nebo
po částech spojitá, př́ıpadně obecněji Riemannovsky inte-
grovatelná na př́ıslušném intervalu, potom pro jej́ı Fourierovy
koeficienty plat́ı

lim
k→+∞

ak = lim
k→+∞

bk = 0 .

Ř́ıkáme, že funkce je
po částech spojitá na
intervalu I, pokud
je spojitá na I s
výjimkou konečně
mnoha bod̊u.

Věta 11.7 : Když č́ıselná řada 1
2 |a0|+

∞∑
k=1

(|ak|+ |bk|) konver-

guje, pak trigonometrická řada a0
2 +

∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx)

konverguje absolutně a stejnoměrně pro x∈(−∞,+∞) a jej́ı
součet s(x) je spojitá 2π-periodická funkce a ak, bk jsou jej́ı
Fourierovy koeficienty.

Důkaz : plyne z nerovnosti |ak cos kx+bk sin kx|≤|ak|+|bk|
a z věty (11.2) (Weierstrassovo kritérium).

Věta 11.8 : Necht’ f je T -periodická funkce a f ′ je po částech
spojitá funkce. Potom jej́ı Fourierova řada podle (obecného)
trigonometrického systému konverguje v každém bodě x∈R
k součtu s(x), který je T -periodický a plat́ı

s(x) =
f(x+) + f(x−)

2
, x ∈ R ,

kde f(x+) = lim
ξ→x+

f(ξ) , f(x−) = lim
ξ→x−

f(ξ) .

V př́ıkladu 11.14 je
f(π+)=−π, f(π−)=π,

tedy f(−π+)+f(−π−)
2

=0,
což odpov́ıdá součtu
Fourierovy řady.
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Př́ıklad 11.15 : Vypoč́ıtáme Fourierovu řadu 2π-periodic-
kého prodloužeńı funkce f(x) = x2, x ∈ 〈−π, π) podle
základńıho trigonometrického systému.

a0 = 1
π

π∫
−π
ξ2 dξ = 2π2

3 ,

ak = 1
π

π∫
−π
ξ2 cos kξ dξ = 2

π

π∫
0

ξ2 cos kξ dξ = 4 (−1)k

k2 ,

bk = 1
π

π∫
−π
ξ2 sin kξ dξ = 0 , k = 1, 2, 3, . . . .

f(x) ∼ π2

3
− 4

[
cosx− cos 2x

22
+

cos 3x

32
− . . .

]
.

Protože periodické prodloužeńı funkce f je spojitá funkce
a má po částech spojitou derivaci, plat́ı podle věty (11.8)
rovnost s(π)=f(π)⇒ π2

3 −4
[
cos π− cos 2π

22 + cos 3π
32 −. . .

]
=π2 .

Tedy
π2

6
=

∞∑
k=1

1

k2
.

Cvičeńı 11.1 : Najděte Fourierovu řadu funkce

f(x) =
{ 0 , −π ≤ x ≤ 0,

x , 0 < x < π,

podle základńıho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

[ f(x) ∼ π
4
− 2

π

(
cosx+ 1

32
cos 3x+ 1

52
cos 5x+ . . .

)
+(

sinx− 1
2

sin 2x+ 1
3

sin 3x− . . .
)
. ]

Základńı úloha Fourierovy analýzy V literatuře se mı́sto
př́ıvlastku ”Fouriero-
va”už́ıvá také
př́ıvlastek ”harmo-
nická”(analýza,
syntéza; pozor však:
Fourierova řada 6=
harmonická řada).

K dané periodické funkci f(x), x ∈ R (tj. např. k periodickému
prodloužeńı funkce dané na intervalu 〈a, a+ T )) máme určit

a) frekvence ωk harmonických složek,

b) amplitudy rk harmonických složek (tj. koeficienty ak, bk),

c) fáze ϕk harmonických složek,
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neboli Fourierovu řadu funkce f vyjádřit ve tvaru Chceme, aby platilo
ak cosα + bk sinα =
r sin(ϕ+ α) = r sinϕ
cosα + r cosϕ sinα .
Tedy
ak=r sinϕ, bk=r cosϕ
⇒ r =

√
a2
k + b2

k ,
ϕ = arctg ak

bk
.

a0

2
+
∞∑
k=1

(
ak cos

2πkx

T
+ bk sin

2πkx

T

)
=

∞∑
k=0

tzv. harmonická složka︷ ︸︸ ︷
rk sin(ωkx+ ϕk) ,

potom rk =
√
a2
k + b2

k, ωk =
2πk

T
, ϕk = arctg

ak
bk
.

Základńı úloha Fourierovy syntézy

Ze známých frekvenćı, amplitud a fáźı určit (”rekonstruovat”)

funkci f(x), která je součtem řady
∞∑
k=0

rk sin(ωkx + ϕk), a určit

jej́ı hodnoty ve vybraných bodech x ∈ R.
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11.5 Obecné Fourierovy řady

Definice 11.11 : (A) Označme L1(〈a, b〉) množinu (prostor)
funkćı f (reálných nebo komplexńıch) proměnné x ∈ 〈a, b〉

takových, že integrál
b∫
a

|f(x)| dx existuje, včetně př́ıpadu,

že funkce f je na 〈a, b〉 integrovatelná v nevlastńım smyslu.
Podobně symbolem L2(〈a, b〉) označ́ıme množinu funkćı f , pro

než integrál
b∫
a

|f(x)|2 dx existuje ve výše zmı́něném smyslu.

(B) Pro každé dvě funkce f, g ∈L2(〈a, b〉) definujeme skalárńı
součin těchto funkćı jako reálné č́ıslo

(f, g) =

b∫
a

f(x)g(x) dx (pro reálné funkce),

př́ıpadně jako komplexńı č́ıslo

(f, g) =

b∫
a

f(x)g(x) dx (pro komplexńı funkce).

Nezáporné č́ıslo

‖f‖2 =
√

(f, f) =

 b∫
a

|f(x)|2 dx


1
2

se nazývá norma funkce f v prostoru L2(〈a, b〉) (tzv. L2-
norma).

(C) Funkce f, g ∈ L2(〈a, b〉) se nazývaj́ı ortogonálńı (orto-
gonálńı na 〈a, b〉; ortogonálńı ve smyslu uvedeného skalárńıho
součinu; ortogonálńı v L2(〈a, b〉)), plat́ı-li

(f, g) = 0 .

(D) Posloupnost {ϕk} (spočetný systém) funkćı ϕk∈L2(〈a, b〉),
k = 1, 2, 3, . . . se nazývá ortogonálńı systém (na 〈a, b〉, resp.
v L2(〈a, b〉)), plat́ı-li

(ϕk, ϕj)
{ = 0 , k 6= j ,
6= 0 , k = j .

Zat́ım předpokládá-
me, že funkce f jsou
Riemannovsky inte-
grovatelné.
Obecně se však
značeńı L1(〈a, b〉)
použ́ıvá pro tzv.
Lebesgueovsky in-
tegrovatelné funkce,
ke kterým patř́ı i
funkce, které nemaj́ı
Riemann̊uv integrál
(např. Dirichletova
funkce).
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Poznámka 11.8 : Lze snadno ověřit, že námi definovaný
skalárńı součin splňuje následuj́ıćı obecné vlastnosti :

a) (f, g) = (g, f),

b) (f1 + f2, g) = (f1, g) + (f2, g),

c) (αf, g) = α(f, g), α ∈ R,

d) (f, f) ≥ 0 , když (f, f) = 0, pak f(x) = 0 s.v. (skoro
všude - tzn. s výjimkou spočetně mnoha bod̊u).

Cvičeńı 11.2 : Dokažte, že funkce 1√
x
∈ L1(〈0, 1〉) , ale

1√
x
/∈ L2(〈0, 1〉) . [

1∫
0

∣∣ 1√
x

∣∣ dx = 2 ,
1∫
0

∣∣ 1√
x

∣∣2 dx =∞ ]

Př́ıklady ortogonálńıch systémů

1. Systém sin̊u {sinx, sin 2x, . . . , sin kx, . . .} je orto-
gonálńım systémem na 〈0, π〉, tj.

π∫
0

sin jx sin kx dx = 0 pro k 6= j;

dále pak

‖ sin kx‖2 =

 π∫
0

(sin kx)2 dx

 1
2

=

√
π

2
, k = 1, 2, . . . .

Funkce systému jsou 2π-periodické.

2. Obecný systém sin̊u
{

sin πx
l , sin 2πx

l , . . . , sin kπx
l , . . .

}
je

ortogonálńım systémem na 〈0, l〉. Zde

l∫
0

sin
jπx

l
sin

kπx

l
dx = 0 pro k 6= j,

∣∣∣∣∣∣∣∣sin kπxl
∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=

 π∫
0

(
sin

kπx

l

)2

dx

 1
2

=

√
l

2
, k = 1, 2, . . . .

Funkce systému jsou 2l-periodické (2l = T ).
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3. Systém kosin̊u
{

1
2 , cosx, cos 2x, . . . , cos kx, . . .

}
je or-

togonálńım systémem na 〈0, π〉.
Zde ∣∣∣∣∣∣∣∣12

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

√
π

2
, ‖ cos kx‖2 =

√
π

2
, k = 1, 2, . . . .

Funkce systému jsou 2π-periodické.

4. Obecný systém kosin̊u
{

1
2 , cos πx

l , cos 2πx
l , . . . , cos kπx

l , . . .
}

je ortogonálńım systémem na 〈0, l〉. Zde∣∣∣∣∣∣∣∣12
∣∣∣∣∣∣∣∣

2

=

√
l

2
,

∣∣∣∣∣∣∣∣cos
kπx

l

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

√
l

2
, k = 1, 2, . . . .

Funkce systému jsou 2l-periodické.

5. Trigonometrický systém{
1
2 , cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . . , cos kx, sin kx, . . .

}
je

ortogonálńım systémem na intervalu 〈−π, π〉, resp. na každém
intervalu 〈c, c+ 2π〉. Zde máme∣∣∣∣∣∣∣∣12

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

√
π

2
, ‖ cos kx‖2 =

√
π, ‖ sin kx‖2 =

√
π.

Uvědomte si, že funkce sinx, sin 2x jsou ortogonálńı jak na
〈0, π〉, tak na 〈−π, π〉.

6. Obecný trigonometrický systém{
1
2 , cos πx

l , sin πx
l , . . . , cos kπx

l , sin kπx
l , . . .

}
je ortogonálńım

systémem na intervalu 〈−l, l〉, resp. na každém intervalu
〈c, c+ 2l〉. Plat́ı totiž vzorce

c+2l∫
c

cos kπx
l cos jπx

l dx=

{
0 k 6= j,

∣∣∣∣1
2

∣∣∣∣
2

=
√

l
2 ,

l k = j 6= 0,
∣∣∣∣cos kπx

l

∣∣∣∣
2

=
√
l,

2l k = j = 0,

c+2l∫
c

sin kπx
l sin jπx

l dx =

{ 0 k 6= j,

l k = j 6= 0,
∣∣∣∣sin kπx

l

∣∣∣∣
2

=
√
l,

2l k = j = 0,
c+2l∫
c

cos kπx
l sin jπx

l dx = 0 pro všechna k, j.

Funkce systému jsou 2l-periodické.
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7. Systém Legendreových polynom̊u
{
Pk(x)

}
={

1, x, 1
2(3x2 − 1), 1

2(5x3 − 3x), . . . , 1
2nn!

dn

dxn (x2 − 1)n, . . .
}

je ortogonálńım systémem na 〈−1, 1〉, nebot’ plat́ı

1∫
−1

Pk(x)Pj(x) dx = 0, k 6= j;

 1∫
−1

(
Pk(x)

)2
dx


1
2

= ‖Pk(x)‖2 =

√
2

2k + 1
.

Funkce tohoto systému nejsou periodické.

Př́ıklad 11.16 : Vlastńı funkce vk(x) okrajové úlohy

Lv = −(p(x)v′)′+q(x)v = λv, v(0) = v(1) = 0, x ∈ (0, 1)

př́ıslušné navzájem r̊uzným vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2, . . . tvoř́ı
ortogonálńı systém na 〈0, 1〉.

Definice 11.12 : Necht’ f ∈ L2 a necht’ {ϕk} ⊂ L2 je orto-
gonálńı systém ve smyslu skalárńıho součinu v L2. Č́ısla

ck =
(f, ϕk)

‖ϕk‖2
2

se nazývaj́ı Fourierovy koeficienty funkce f podle orto-
gonálńıho systému {ϕk} a řada

∞∑
k=1

ckϕk

se nazývá Fourierovou řadou funkce f podle ortogonálńıho
systému {ϕk}.

Př́ıklad 11.17 : Pro funkci f ∈ L2(〈c, c+2l〉) a pro obecný
trigonometrický systém sestroj́ıme řadu

∞∑
k=1

ckϕk(x) =
a0

2
+

+∞∑
k=1

(
ak cos

kπx

l
+ bk sin

kπx

l

)
,

c0 = a0, c1 = a1, c2 = b1, . . . atd. ,
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v ńıž

a0 =
(f, 12 )

‖ 12‖
2
2

=

c+2l∫
c

f(x) 1
2 dx

l
2

= 1
l

c+2l∫
c

f(x) dx,

ak =
(f,cos kπxl )

‖ cos kπxl ‖
2
2

= 1
2

c+2l∫
c

f(x) cos kπx
l dx, k = 1, 2, . . . ,

bk =
(f,sin kπx

l )

‖ sin kπx
l ‖

2
2

= 1
2

c+2l∫
c

f(x) sin kπx
l dx, k = 1, 2, . . . .

Př́ıklad 11.18 : Pro funkci f ∈ L2(〈0, π〉) a pro systém
{sinx, sin 3x, sin 5x, . . .} sestroj́ıme řadu

b1 sinx+ b3 sin 3x+ b5 sin 5x+ . . . ,

kde

bk =
(f, sin kx)

‖ sin kx‖2
2

=
2

π

π∫
0

f(x) sin kx dx, k liché.

Zde vycháźıme ze skutečnosti, že i tento ”neúplný”systém
sin̊u je ortogonálńım systémem na 〈0, π〉.

Př́ıklad 11.19 : Pro funkci f ∈ L2(〈0, π〉) a pro systém
sin̊u {sinx, sin 2x, sin 3x, . . .} sestroj́ıme řadu

b1 sinx+ b2 sin 2x+ b3 sin 3x+ . . . ,

v ńıž jsou koeficienty bk určeny stejným vzorcem jako v předcházej́ıćım
př́ıkladě, ale pro k = 1, 2, 3, . . . .

Poznámka 11.9 : Posledńı dva př́ıklady nás upozorňuj́ı na
závažnou skutečnost. Např́ıklad pro funkci f(x) = sin 2x,
x ∈ 〈0, π〉 budou všechny koeficienty bk Fourierovy řady
podle ”neúplného”systému sin̊u nulové (součet řady je
nulová funkce) a koeficienty bk Fourierovy řady podle
”úplného”systému budou nulové s výjimkou b2 = 1. Součtem
této řady pak bude př́ımo funkce f(x) = sin 2x. V obecněǰśı
poloze si zde opět klademe otázku, jakou souvislost má
součet Fourierovy řady s(x) s funkćı f(x), pro ńıž byla
Fourierova řada konstruována.
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Věta 11.9 : (Minimálńı vlastnost Fourierových koeficient̊u)
Necht’ {ϕk} je ortogonálńı systém (v L2) a necht’

sn(x) =
n∑
k=1

ckϕk(x), kde ck =
(f, ϕk)

‖ϕk‖2
2

,

je částečný součet Fourierovy řady funkce f ∈ L2 a ck jsou
př́ıslušné Fourierovy koeficienty. Necht’ dále

σn(x) =
n∑
k=1

dkϕk(x)

je libovolná lineárńı kombinace funkćı daného ortogonálńıho
systému. Potom plat́ı

‖f − sn(x)‖2 = min
σn
‖f − σn(x)‖2 ,

tj. ze všech lineárńıch kombinaćı typu σn(x) má nejmenš́ı
vzdálenost od funkce f ta lineárńı kombinace, v ńıž jsou koe-
ficienty rovny Fourierovým koeficient̊um.

Důkaz : Druhá mocnina vzdálenosti vzhledem k L2-normě
je

‖f−σn(x)‖2
2 =‖f−

n∑
k=1

dkϕk‖2
2 =
(
f−

n∑
k=1

dkϕk, f−
n∑
k=1

dkϕk

)
=

= (f, f)− 2
n∑
k=1

dk(f, ϕk) +
n∑
k=1

∑n
j=1 dkdj(ϕk, ϕj) =

= (f, f)− 2
n∑
k=1

dk(f, ϕk) +
n∑
k=1

d2
k‖ϕk‖2

2 = φ(d1, d2, . . . , dn),

kde φ je kvadratická funkce proměnných d1, d2, . . . , dn. Z nutných
podmı́nek minima ∂φ

∂dk
= 0, k = 1, 2, . . . , n dostaneme

−2(f, ϕk) + 2dk‖ϕk‖2
2 = 0,

tj.

dk =
(f, ϕk)

‖ϕk‖2
2

= ck.

Protože ∂2φ
∂d2k

= 2‖ϕk‖2
2 > 0, ∂2φ

∂dk ∂dj
= 0, funkce φ nabývá

minima pro dk = ck.
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Z předcházej́ıćıho d̊ukazu vyplývá, že

φ(c1, c2, . . . , cn) = ‖f‖2
2 − 2

n∑
k=1

ck(f, ϕk) +
n∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2 =

= ‖f‖2
2 −

n∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2, nebot’ (f, ϕk) = ck‖ϕk‖2
2.

Protože

‖f − sn(x)‖2
2 = ‖f‖2

2 −
n∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2 ≥ 0,

pak pro každé n = 1, 2, . . . plat́ı

γn ≡
n∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2 ≤ ‖f‖2
2.

Posloupnost {γn} je rostoućı a omezená, a proto řada
∞∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2

konverguje a plat́ı tzv. Besselova nerovnost
∞∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2 ≤ ‖f‖2
2,

z ńıž plyne
lim

k→+∞
ck = 0 .

Poznámka 11.10 :

(i) Obsah věty (11.9) lze ilustrovat obrázkem, v němž
sn je ortogonálńım pr̊umětem funkce f ∈ L2 do
konečnědimenzionálńıho podprostoru určeného lineárně
nezávislým systémem funkćı {ϕk}nk=1.

(ii) Plat́ı (f − sn, sn) = 0.

Věta 11.10 : Fourierova řada funkce f ∈ L2 podle orto-
gonálńıho systému {ϕk} konverguje silně k funkci f právě
tehdy, když plat́ı tzv. Parsevalova rovnost

∞∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2 = ‖f‖2
2.

Důkaz : vyplývá z d̊usledku věty (11.9), tj. ze vztahu

‖f − sn(x)‖2
2 = ‖f‖2

2 −
n∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2 .

Funkce f je tedy silná limita (limita ve smyslu normy v L2)
posloupnosti

{
sn(x)

}
.
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Poznámka 11.11 : Konverguje-li Fourierova řada funkce f
vzhledem k úplnému systému stejnoměrně, pak konverguje
silně, a plat́ı tedy Parsevalova rovnost. Obrácené tvrzeńı už
neplat́ı.

Poznámka 11.12 : Řada
n∑
k=1

c2
k‖ϕk‖2

2 konverguje -viz d̊ukaz

věty (11.9). Protože

‖sn+p(x)− sn(x)‖2
2 = ‖

n+p∑
k=n+1

ckϕk‖2
2 =

n+p∑
k=n+1

c2
k‖ϕk‖2

2,

potom posloupnost
{
sn(x)

}
, a tedy i řada

∞∑
k=1

ckϕk kon-

verguje. Neńı-li splněna Parsevalova rovnost, pak obecně
{sn(x)} nekonverguje k funkci f , ale k nějaké funkci

s(x) = lim
n→∞

sn(x) ,

a plat́ı pouze (f −s, ϕk) = 0, k = 1, 2, 3, . . ., a nikoliv f = s.

Poznámka 11.13 :

(i) Splněńı Parsevalovy rovnosti je ekvivalentńı požadavku,
aby neexistovala nenulová funkce, která by byla orto-
gonálńı ke všem funkćım ϕk, k = 1, 2, . . . .

(ii) Ortogonálńı systém {ϕk} je uzavřený v L2, když neexis-
tuje nenulová funkce, která by byla ortogonálńı ke všem
funkćım systému.

(iii) Ortogonálńı systém {ϕk} je úplný, právě když plat́ı
aspoň jedna podmı́nka:

a) př́ıslušná Fourierova řada funkce f konverguje
(silně) k funkci f ,

b) plat́ı Parsevalova rovnost.

(iv) Když systém {ϕk} je úplný, pak je uzavřený.

(v) Systém sin̊u {sin kx}∞k=1 je ortogonálńım systémem na
〈−π, π〉, nikoliv však uzavřeném. Součet Fourierovy
řady funkce f podle neuzavřeného systému obecně neńı
roven funkci f .
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Př́ıklad 11.20 : Fourierova metoda řešeńı okrajové úlohy.
Fourierovy řady
se uplatňuji v celé
řadě aplikaćı. Jsou
např́ıklad velmi
užitečným nástrojem
řešeńı okrajových
úloh (tzv. Fourierova
metoda), dále se pak
využ́ıvaj́ı v num-
erické matematice
(problém minimal-
izace chyby aproxi-
mace). V neposledńı
řadě se o teorii
Fourierových řad
oṕırá teoreticky i
prakticky d̊uležitá
Galerkinova metoda.

Mějme okrajovou úlohu

−y′′ = x, y(0) = 0, y(1) = 0, x ∈ (0, 1).

1. krok: Urč́ıme vlastńı č́ısla a vlastńı funkce pomocné okra-
jové úlohy

−v′′ = λv, v(0) = 0, v(1) = 0.

Dostaneme systém vlastńıch funkćı

vk(x) = sin kπx ( ortogonálńıch na 〈0, 1〉)

a jim odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ısla λk = (kπ)2, k = 1, 2, 3, . . . .

2. krok: Vyjádř́ıme pravou stranu rovnice ve tvaru Fourierovy
řady podle źıskaného ortogonálńıho systému vlastńıch funkćı.

x =
∞∑
k=1

ck sin kπx, ck = 2

1∫
0

x sin kπx dx =
{ 1

kπ , k liché ,

− 1
kπ , k sudé .

3. krok: Řešeńı y(x) hledáme ve tvaru řady

y(x) =
∞∑
k=1

dk sin kπx.

Za předpokladu, že lze řadu derivovat (dvakrát), dosad́ıme
do rovnice (okrajové podmı́nky jsou splněny)

∞∑
k=1

(kπ)2dk sin kπx =
∞∑
k=1

ck sin kπx.

Odtud

dk =
ck

(kπ)2
=
{ 1

(kπ)3 , k liché,

− 1
(kπ)3 , k sudé.

Takže funkce

y(x) =
1

π3

(
sin πx

13
− sin 2πx

23
+

sin 3πx

33
− sin 4πx

43
+ . . .

)
je řešeńım dané okrajové úlohy.
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12 Skalárńı funkce v́ıce reálných proměnných

12.1 Prostor Rn

Symbolem Rn označujeme množinu všech uspořádaných
n-tic reálných č́ısel, tj. Rn={x : x=[x1, x2, . . . , xn]}, xi∈R .
Množinu Rn chápeme bud’ jako množinu bod̊u, nebo jako vek-
torový prostor, pokud v této množině zavedeme algebraické
operace splňuj́ıćı axiómy lineárńıho prostoru. Vektory znač́ıme
~x = (x1, x2, . . . , xn), č́ısla xi, i = 1, . . . , n se nazývaj́ı složky
(souřadnice) vektoru (bodu).

Definice 12.1 : Necht’ ~x, ~y, ~z ∈ Rn, potom pomoćı
následuj́ıćıch vztah̊u definujeme

1. skalárńı součin vektor̊u ~x, ~y

~x · ~y =
n∑
i=1

xiyi ,

2. normu vektoru ~x

‖~x ‖ =

√√√√ n∑
i=1

x2
i =
√
~x · ~x ,

3. vzdálenost bod̊u x,y (”délka vektoru ~x− ~y ”)

ρ(~x, ~y ) = ‖x− y‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2 .

Vektorový prostor,
v němž je definován
skalárńı součin se
nazývá euklei-
dovský prostor.
Pro skalárńı součin se
také použ́ıvá značeńı
(~x, ~y ) .

Z uvedených definic bezprostředně plyne:

1. Pro libovolné ~x, ~y ∈ Rn plat́ı

a) ~x · ~y = ~y · ~x ,

b) (~x+ ~y ) · ~z = ~x · ~z + ~y · ~z ,

c) (α~x ) · ~y = α~x · ~y pro libovolné α ∈ R ,

d) ~x · ~x > 0 pro ~x 6= ~0 .
Vektor ~0=(0, 0, . . . , 0)
se nazývá nulový
vektor.

2. Pro libovolné ~x, ~y ∈ Rn plat́ı:

a) ‖~x ‖ > 0 pro ~x 6= ~0, ‖~0 ‖ = 0 ,

b) ‖α~x ‖ = |α| ‖~x ‖ pro libovolné α ∈ R ,

c) ‖~x+ ~y ‖ ≤ ‖~x ‖+ ‖~y ‖ (trojúhelńıková nerovnost) .
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3. Pro libovolné ~x, ~y, ~z ∈ Rn plat́ı:

a) ρ(~x, ~y ) ≥ 0 ; ρ(~x, ~y ) = 0, právě když ~x = ~y,

b) ρ(~x, ~y ) = ρ(~y, ~x ),

c) ρ(~x, ~z ) ≤ ρ(~x, ~y ) + ρ(~y, ~z ) .

4. Pro každé ~x, ~y ∈ Rn plat́ı Cauchyova-Schwarzova nerovnost

|~x · ~y | ≤ ‖~x ‖ · ‖~y ‖
tj. ∣∣∣∣ n∑

i=1

xiyi

∣∣∣∣ ≤
√

n∑
i=1

x2
i ·
√

n∑
i=1

y2
i

5. Pro nenulové ~x, ~y existuje č́ıslo ϕ ∈ 〈0, π〉, které se nazývá
úhlem vektor̊u ~x, ~y , takové, že

ϕ = arccos
~x · ~y

‖~x ‖ · ‖~y ‖
,

nebot’ |~x · ~y | ≤ ‖~x ‖ · ‖~y ‖ ⇔ −1 ≤ ~x·~y
‖~x ‖·‖~y ‖ ≤ 1 a odtud

vyplývá ~x · ~y = ‖~x ‖ · ‖~y ‖ cosϕ pro jisté ϕ ∈ 〈0, π〉.
x

y

0

ϕ

~x

~y

Cvičeńı 12.1 : Dokažte ekvivalenci trojúhelńıkové nerovnosti
a Schwarzovy nerovnosti.

[ ‖~x ‖2 +2‖~x ‖ ‖~y ‖+‖~y ‖2 = (‖~x ‖+‖~y ‖)2 ≥ ‖~x+~y ‖2 = (~x+~y, ~x+~y ) =

(~x, ~x ) + (~x, ~y ) + (~y, ~x ) + (~y, ~y ) = ‖~x ‖2 + 2(~x, ~y ) + ‖~y ‖2 ⇔ ‖~x ‖ ‖~y ‖ ≥
|(~x, ~y )|. ]

Definice 12.2 : (okoĺı, otevřená množina v Rn)
Množinu U(x0) = {x ∈ Rn : ‖x − x0‖ < ε} nazveme okoĺı
bodu x0 .
Množinu P (x0) = {x ∈ Rn : 0 < ‖x − x0‖ < ε} nazveme
prstencové okoĺı bodu x0 .
Řekneme, že bod x0 ∈ Ω je vnitřńım bodem množiny Ω,
jestliže existuje okoĺı Uε(x0) takové, že Uε(x0) ⊂ Ω .
Množinu vnitřńıch bod̊u množiny Ω znač́ıme int Ω a nazýváme
vnitřkem množiny Ω .
Množina Ω se nazývá otevřená, když Ω = int Ω (je tvořena
pouze vnitřńımi body).
Množina Ω se nazývá souvislá, jestliže jej́ı libovolné dva body
lze spojit křivkou a Ω je oblast, jestliže je otevřená a souvislá.

Z geometrického po-
hledu je okoĺı bodu
vlastně koule, jej́ıž
povrch je tvořen
sférou
{x∈Rn :‖x−x0‖=ε}.
Podobně nazýváme
kvádrem množinu
{x∈Rn : ai ≤ xi ≤ bi;
ai, bi∈R, i=1, . . . , n}.

Jestliže nadefinujeme
otevřené množiny, po-
tom hovoř́ıme o topo-
logii daného prostoru.
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Definice 12.3 : (uzavřená množina)
Bod x0 ∈ Rn se nazývá hromadný bod množiny Ω, jestliže
každé jeho prstencové okoĺı P (x0) obsahuje alespoň jeden bod
x ∈ Ω .
Takový bod množiny Ω, který neńı jej́ım hromadným bodem,
se nazývá izolovaný bod množiny Ω .
Bod x0 ∈ Rn je hraničńım bodem Ω, když každé jeho okoĺı
U(x0) obsahuje jak body x ∈ Ω, tak body y 6∈ Ω .
Hranice množiny Ω je tvořena jej́ımi hraničńımi body.
Znač́ıme ji ∂Ω .
Uzávěr množiny Ω je množina Ω = Ω ∪ ∂Ω .
Řekneme, že množina Ω je uzavřená, jestliže Ω = Ω.
Řekneme, že množina Ω je omezená, jestliže
∃K∈ R ∀x ∈ Ω : ‖x‖ < K .

Okoĺı hromadného
bodu obsahuje
nekonečně mnoho
bod̊u množiny Ω .
Kolem izolovaného
bodu existuje okoĺı,
které celé nelež́ı v Ω .
Část okoĺı hraničńıho
bodu lež́ı v množině,
část vně množiny Ω .

Uzavřená množina se
rovná svému uzávěru,
obsahuje svou hranici.

Omezená množina lež́ı
v kouli o poloměru K.

Definice 12.4 : (posloupnost v Rn)
Zobrazeńı f : N→ Rn přǐrazuj́ıćı každému k∈N bod (vektor)
xk ∈ Rn nazýváme posloupnost (bod̊u, vektor̊u) v Rn.
Znač́ıme f = {xk} .

Definice 12.5 : (konvergentńı posloupnost)
Posloupnost {xk} ⊂ Rn je konvergentńı v Rn, jestliže

∃x0 ∈ Rn ∀ ε > 0 ∃ k0 ∈ N ∀ k ∈ N : k > k0 ⇒ ‖xk−x0‖ < ε .

Ṕı̌seme lim
k→+∞

xk = x0 , resp. xk → x0 pro k → +∞ .

Protože máme euk-
leidovský vektorový
prostor Rn, hovoř́ıme
o konvergenci vzhle-
dem k eukleidovské
normě. Analogicky
definujeme konver-
genci vzhledem k jiné
normě či jiné metrice. Věta 12.1 : (konvergence po složkách)

Posloupnost {xk} je konvergentńı v Rn právě tehdy, když
posloupnosti všech složek {xki} jsou konvergentńı v R, tj.

xk → x0 ⇔ xki → x0i, i = 1, 2, . . . , n .

Důkaz : plyne ze vztah̊u

|xki − x0i| ≤ ‖xk − x0‖ =

√√√√ n∑
i=1

(xki − x0i)
2 .

Poznamenejme, že uzavřená množina obsahuje limity všech kon-
vergentńıch posloupnost́ı prvk̊u této množiny, tj. plat́ı: Ω ⊂ Rn

je uzavřená (Ω = Ω) právě tehdy, když každá konvergentńı
posloupnost prvk̊u z Ω má limitu v Ω .
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12.2 Základńı vlastnosti funkćı v Rn

Definice 12.6 : (funkce n-proměnných)
Necht’ Ω ⊂ Rn. Zobrazeńı f : Ω → R přǐrazuj́ıćı každému
argumentu x ∈ Ω funkčńı hodnotu f(x) se nazývá reálná
funkce n reálných proměnných definovaná na Ω .
Znač́ıme f :x→f(x) , f=f(x) . ,
Množina

G = {[x, f(x)] ∈ Rn+1 : x ∈ Ω}
se nazývá graf funkce f .
Množina

HC = {x ∈ Ω : f(x) = C} , C ∈ R ,

se nazývá hladina (vrstevnice) funkce f . (Je to množina
bod̊u definičńıho oboru, v nichž funkce f nabývá stejné
funkčńı hodnoty).

Definičńım oborem
D(f) funkce f je tedy
množina Ω .

Př́ıklad 12.1 : Grafem funkce f : R2 → R dané předpisem
f(x1, x2) = x2

1 +x2
2 je paraboloid a jej́ı hladiny jsou kružnice

o poloměru
√
C .

Definice 12.7 : (limita funkce n-proměnných)
Necht’ je dána funkce f : Ω → R, Ω ⊂ Rn a necht’ x0 je
hromadný bod množiny Ω . Jestliže ∃L ∈ R takové, že

1. ∀{xk}, xk ∈ Ω, xk 6= x0 : xk → x0 ⇒ f(xk)→ L ,

2. ∀ε>0∃δ(ε)>0∀x ∈ Ω, 0<‖x−x0‖<δ ⇒ |f(x)−L|<ε ,

3. ∀U(L) ⊂ R ∃P (x0) ⊂ R : f(Ω ∩ P (x0)) ⊂ U(L) ,

pak řekneme, že funkce f má v bodě x0 limitu L (vlastńı)
a ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = L .

Jednotlivé podmı́nky
v definici limity jsou
ekvivalentńı.
Také se nazývaj́ı
Heineho, Cauchyho,
popř. topologická
definice limity.

Příklady

Cvičeńı 12.2 : Modifikujte Cauchyho definici limity pro

lim
x→x0

f(x) =∞ a lim
x→∞

f(x) = L .

[∀K>0∃δ(K)>0∀x ∈ Ω, 0<‖x−x0‖<δ ⇒ f(x)>K ,

∀ε>0∃K>0∀x ∈ Ω, ‖x‖ > K ⇒ |f(x)−L|<ε , ]
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Př́ıklad 12.2 :

Vypoč́ıtáme limitu funkce f(x, y) = x3 − y3 v bodě [1, 2] .

Necht’ {xk}, {yk} jsou libovolné posloupnosti reálných č́ısel
takové, že xk → 1 a yk → 2 .

Pak x3
k → 1, y3

k → 8⇒ f(xk, yk) = x3
k − y3

k → 1− 8 = −7.
Tedy lim

[x,y]→[1,2])
(x3 − y3) = −7 .

Využ́ıváme větu 4.6 z
MA1 o algebře limit
funkćı jedné reálné
proměnné.

Polož́ıme-li y = c x ,
pak v limitě dostane-
me lim

[x,y]→[0,0]

y
x

= c .

K limitńımu bodu se
bĺıž́ıme po př́ımkách.
Pozor tato metoda
je vhodná pouze k
d̊ukazu neexistence
limity, nikoli jej́ı
existence.

Př́ıklad 12.3 : Stanovme lim
[x,y]→[0,0]

y
x .

Zvoĺıme posloupnost {xk, yk} = {1
k ,

c
k}, c ∈ R, pak dostaneme

lim
k→∞

c
k
1
k

= c . Vid́ıme, že daná funkce nemá v bodě [0, 0] lim-

itu. (Č́ıslo c můžeme volit libovolně, tedy neexistuje č́ıslo L,
ke kterému se bĺıž́ı funkčńı hodnoty funkce f .)

Věta 12.2 : (jednoznačnost limity, algebra limit)

1. Má-li funkce f v bodě x0 limitu (vlastńı), potom je tato
limita jediná.

2. Existuj́ı-li lim
x→x0

f(x) = Lf , lim
x→x0

g(x) = Lg, potom plat́ı

lim
x→x0

f(x) ± g(x) = Lf ± Lg, lim
x→x0

f(x)g(x) = Lf · Lg,

lim
x→x0

f(x)
g(x) =

Lf
Lg
, Lg 6= 0 .

Důkaz : Analogicky jako u funkćı jedné proměnné, viz
věta 4.2 MA1.

Definice 12.8 : (částečné limity, v́ıcenásobné limity v R2)
Mějme funkci f = f(x, y) definovanou v okoĺı bodu [x0, y0].
Existuje-li pro každé pevné y

lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y),

nazývá se částečná (parciálńı) limita funkce f
v proměnné x. Existuje-li

L1 = lim
y→y0

ϕ(y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y),

nazývá se dvojnásobnou limitou funkce f v bodě [x0, y0] .
Analogicky definujeme pro pevné x

ψ(x) = lim
y→y0

f(x, y) a L2 = lim
x→x0

ψ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y).
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Př́ıklad 12.4 : Pro funkci f(x, y) = xy
x2+y2 najdeme dvojnásobné

limity v bodě [0, 0] .

lim
y→0

lim
x→0

xy

x2 + y2
= lim

x→0
lim
y→0

xy

x2 + y2
= 0 .

Limitu funkce f budeme hledat ”po př́ımkách”y = kx, po-
tom

lim
[x,y]→[0,0]
y=kx

xy

x2 + y2
= lim

x→0

kx2

k2x2 + x2
=

k

k2 + 1
,

tud́ıž hledaná limita neexistuje.

Př́ıklad 12.5 : Hledáme limity funkce f , kde

f(x, y) =
{ x sin 1

y + y sin 1
x x 6= 0, y 6= 0,

0 x = 0, y = 0 ,

v okoĺı bodu [0, 0].

Z odhadu
∣∣∣x sin 1

y+y sin 1
x

∣∣∣≤|x|+|y| plyne lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y)=0,

ale limity lim
y→0

x sin 1
y , lim

x→0
y sin 1

x neexistuj́ı, tud́ıž neexistuj́ı

ani dvojnásobné limity.

Existence a rovnost
dvojnásobných limit
nezaruč́ı existenci
limity funkce v bodě
a obráceně z existence
limity nevyplývá exis-
tence dvojnásobných
limit.
Přesto, jestliže exis-
tuje (dvojná) limita a
”vnitřńı limity”, pak
existuj́ı dvojnásobné
limity.

Věta 12.3 : (vztah dvojné limity a dvojnásobných limit)
Necht’ funkce f = f(x, y) je definovaná (aspoň) v prstencovém
okoĺı P ([x0, y0]) bodu [x0, y0] a existuje limita

lim
[x,y]→[x0,y0]

f(x, y) = L.

Necht’ dále existuj́ı částečné limity

lim
x→x0

f(x, y) = ϕ(y), [x0, y] ∈ P ([x0, y0]),

lim
y→y0

f(x, y) = ψ(x), [x, y0] ∈ P ([x0, y0]).

Potom existuj́ı dvojnásobné limity

L1 = lim
y→y0

ϕ(y) = lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y),

L2 = lim
x→x0

ψ(x) = lim
x→x0

lim
y→y0

f(x, y)

a plat́ı L1 = L2 = L. (Tedy existence L, ϕ(x), ψ(x) je
postačuj́ıćı podmı́nkou pro existenci L1, L2 a jejich rovnost
L.)
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Důkaz : Je založen na skutečnosti, že za uvedených předpoklad̊u
pro dostatečně malé δ a body [x, y] splňuj́ıćı

0 <
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 < δ plat́ı |ϕ(y) − f(x, y)| < ε1

a |f(x, y)−L| < ε2 . Odtud dostaneme |ϕ(y)−L| < ε1 +ε2 .

Definice 12.9 : (Spojitost)
Funkce f : Ω→ R je spojitá v hromadném bodě x0 množiny
Ω ⊂ Rn, jestliže

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

Funkce f je spojitá na množině Ω, je-li spojitá v každém
bodě x ∈ Ω. Bod x0 je bodem nespojitosti funkce, neńı-li
v něm funkce f spojitá.

Funkce f je spo-
jitá, když pro
každou posloupnost
xk → x0 , posloupnost
funkčńıch hodnot
{f(xk)} konverguje
k č́ıslu f(x0). V izolo-
vaném bodě x0∈Ω se
funkce f považuje za
spojitou, je-li v tomto
bodě definována.
Jestliže v bodě nespo-
jitosti existuje vlastńı
limita funkce f , pak
ř́ıkáme, že nespojitost
je odstranitelná.

Věta 12.4 : (vlastnosti spojitých funkćı)

1. Součet, rozd́ıl, součin, pod́ıl (s výjimkou nulových hodnot
jmenovatele) spojitých funkćı je funkce spojitá.

2. Je-li f definovaná v nějakém okoĺı x0, spojitá v bodě x0

a f(x0) 6= 0, potom existuje okoĺı U(x0) bodu x0, v němž

sign f(x) = sign f(x0) ∀x ∈ U(x0) .

3. (O mezihodnotě). Je-li f spojitá na souvislé množině
Ω ⊂ Rn a když pro x1,x2 ∈ Ω je f(x1) 6= f(x2), potom
pro každé č́ıslo y lež́ıćı mezi č́ısly f(x1), f(x2) existuje
aspoň jedno x0 ∈ Ω takové, že f(x0) = y.

4. (Weierstrass). Je-li funkce f spojitá na kompaktńı (tzn.
omezené a uzavřené) množině Ω ⊂ Rn, potom je na Ω
omezená a existuj́ı body xm,xM ∈ Ω takové, že

f(xm) = inf
x∈Ω

f(x) ; f(xM) = sup
x∈Ω

f(x)

(těmto č́ısl̊um se ř́ıká minimum, resp. maximum funkce
na množině Ω).

5. Je-li funkce f spojitá na kompaktńı množině Ω ⊂ Rn,
potom je na Ω stejnoměrně spojitá, tj. pro každé dvě
posloupnosti {xm} , {xk} z Ω takové, že ‖xm−xk‖ → 0,
plat́ı |f(xm)− f(xk)| → 0 .

Porovnejte větu 12.4 s
větou 6.6 z MA1.
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Př́ıklad 12.6 :

1. Funkce f(x, y) = y
x2+y2 je spojitá v každém bodě

[x, y] 6= (0, 0), ale v bodě (0, 0) spojitá neńı, a nav́ıc
nespojitost neńı odstranitelná.

2. Funkce f(x, y) =
{ x sin 1

y + y sin 1
x xy 6= 0 ,

0 xy = 0 ,

je spojitá v bodě [0, 0], avšak v každém okoĺı tohoto
bodu existuj́ı body nespojitosti (body souřadnicových
os).

3. Funkce f(x, y) =
{ xy2

x2+y2 x2 + y2 6= 0 ,

0 x2 + y2 = 0 ,

je spojitá v bodě [0, 0], což dokážeme přechodem k
polárńım souřadnićım. Polož́ıme x = r cosϕ, y = r sinϕ,
potom

lim
[x,y]→[0,0]

xy2

x2+y2 = lim
r→0

ϕ∈〈0,2π)

r3 cosϕ(sinϕ)2

r2 = 0 .

Při přechodu k
polárńım souřadnićım
plat́ı následuj́ıćı
ekvivalence
[x, y] → [0, 0] ⇔
‖[x, y]− [0, 0]‖ → 0⇔√
x2 + y2 → 0 ⇔√
r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ
→ 0⇔ r → 0+.
Pomoćı tohoto
přechodu lze tedy
dokázat existence
limity funkce.

12.3 Derivace a diferenciál

Definice 12.10 : (derivace podle vektoru, parciálńı derivace)
Mějme funkci f : Ω → R, Ω ⊂ Rn, x0 ∈ Ω a existuje okoĺı
U(x0) ⊂ Ω .
Je dán (pevný) vektor ~s ∈ Rn, ~s = (s1, s2, . . . , sn). Jestliže
existuje konečná limita

lim
t→0

f(x0 + t~s )− f(x0)

t
=

d

dt
f(x0 + t~s )|t=0 =

∂f(x0)

∂~s
,

pak se nazývá derivace funkce f v bodě x0 podle vek-
toru ~s (nebo také variace funkce f v bodě x0) ,
je-li ~s jednotkový vektor, tj. ‖~s ‖ = 1, pak se tato limita
nazývá derivace funkce f v bodě x0 ve směru ~s.
Jestliže ~s = ~ei (jednotkový vektor ve směru osy xi), potom

∂f(x0)

∂~ei
=
∂f(x0)

∂xi

a hovoř́ıme o parciálńı derivaci funkce f v bodě x0 po-
dle xi a o funkci f ř́ıkáme, že je derivovatelná v bodě x0

podle proměnné xi.
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Př́ıklad 12.7 : Uvažujeme funkci f(x, y) = xy2 , vektor
~s = (s1, s2) = (1, 2) a bod [x0, y0] = [1, 1] . Potom dostaneme

∂f(x0,y0)
∂~s = lim

t→0

f(x0+ts1,y0+ts2)−f(x0,y0)
t

= lim
t→0

(1+t)(1+t·2)2−1
t

= lim
t→0

1+4t+4t2+t+4t2+4t3−1
t = 5 ,

∂f(x0,y0)
∂~e1

= ∂f(1,1)
∂x = lim

t→0

f(1+t·1,1+t·0)−f(1,1)
t

= lim
t→0

(1+t)(1+t·0)2−1
t = 1 ,

∂f(x0,y0)
∂~e2

= ∂f(1,1)
∂y = lim

t→0

f(1+t·0,1+t·1)−f(1,1)
t

= lim
t→0

(1+t·0)(1+t·1)2−1
t = 2 .

Z definice (12.9) pro funkci dvou proměnných plyne
∂f(x0,y0)

∂x = lim
t→0

f(x0+t,y0)−f(x0,y0)
t , ∂f(x0,y0)

∂y = lim
t→0

f(x0,y0+t)−f(x0,y0)
t .

Obecně plat́ı

∂f(x0)

∂xi
= lim

t→0

f(x01, . . . , x0i + t , x0i+1, . . . , x0n)− f(x01, . . . , x0n)

t
.

Z uvedených vztah̊u vyplývá, že parciálńı derivace poč́ıtáme de-
rivováńım podle př́ıslušné proměnné (ostatńı proměnné se chovaj́ı
jako konstanty). Např́ıklad

∂(xy2)

∂x
= y2 ,

∂(xy2)

∂y
= 2xy .

Geometrický význam derivace ve směru

Máme funkci f : Ω → R , vnitřńı bod x0 ∈ Ω , vektor ~s
s jednotkovou normou ‖~s ‖= 1 a úsečku p : x = x0 + t~s, t ∈ I,
I = (−δ, δ), δ > 0 , p ⊂ Ω .

Polož́ıme g(t) = f(x0 + t~s ), potom graf funkce g : I → R je
dán pr̊unikem grafu funkce f a roviny %, která obsahuje úsečku p
a je kolmá k rovině-xy .

Plat́ı

g′(0) = lim
t→0

g(t)− g(0)

t− 0
= lim

t→0

f(x0 + t~s )− f(x0)

t
=
∂f(x0)

∂~s
.

Hodnota derivace funkce f ve směru ~s je tud́ıž rovna směrnici
tečny τ ∈% ke grafu funkce f v bodě x0 . Tato směrnice se rovná
tangens úhlu tečny τ a př́ımky p (prodloužeńı úsečky p) .
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Definice 12.11 : (diference, totálńı diferenciál)
Je dán vnitřńı bod x0∈Ω⊂Rn. Pro libovolné x∈Ω označ́ıme
~h = x− x0. Vektor ~h = (h1, h2, . . . , hn) (=∆x=dx , hi=dxi)
nazveme diferenćı argumentu.

1. Funkci proměnné ~h ∈ Rn

∆f(x0,~h) = f(x0 + ~h)− f(x0) = f(x)− f(x0)

nazveme diferenćı funkce f v bodě x0 vzhledem k ~h
(tzv. totálńı diference).

2. Funkce f se nazývá diferencovatelná v bodě x0 ,
existuje-li okoĺı U(x0) ⊂ Ω , vektor ~A = (A1, A2, . . . An) ,
a funkce ω(~h) (proměnné ~h) splňuj́ıćı podmı́nku

lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0

tak, že ∀x ∈ U(x0) plat́ı

f(x)− f(x0) = f(x0 + ~h)− f(x0) = ~A · ~h+ ω(~h) .

Funkce f je diferencovatelná na Ω, je-li diferencov-
atelná v každém bodě x ∈ Ω .

3. U diferencovatelné funkce se lineárńı forma ~A ·~h nazývá
(totálńım) diferenciálem funkce f v bodě x0 a znač́ı
se

df = df(x0,~h) = ~A · ~h , ~h ∈ Rn

a vektor ~A = (A1, A2, . . . , An) se nazývá totálńı
derivace funkce f v bodě x0 nebo také gradient
funkce f v bodě x0 . Už́ıvá se označeńı

~A = grad f(x0) = ∇f(x0) = f ′(x0) .

Diferenciál pak zapisujeme ve tvaru

df(x0,~h) = grad f(x0) · ~h = ∇f(x0)~h = f ′(x0) dx .

Pro funkci
f(x, y) = x2 + 3y je
~h = (x− x0, y − y0)

a ∆f(x0,~h) =
x2 − x2

0 + 3y − 3y0 =
(x+ x0)(x− x0)

+3(y − y0) =
(2x0 + x− x0)(x− x0)

+3(y − y0) =
(2x0, 3)(x− x0, y− y0)
+(x− x0)2.
Tedy
~A = grad f = (2x0, 3)

a ω(~h) = (x− x0)2,
nebot’

lim
‖~h‖→0

(x−x0)2√
(x−x0)2+(y−y0)2

=0.

Diferenciál df se rovná
skalárńımu součinu
gradientu grad f a di-
ference argumentu ~h.

Př́ıklad 12.8 : Urč́ıme diferenciál funkce f(x, y) = xy2

v bodě x0 = [x0, y0] . Plat́ı

f(x, y)− f(x0, y0) = f(x0 + h1, y0 + h2)− f(x0, y0) =

(x0+h1)(y0+h2)
2−x0y

2
0 =y2

0h1+2x0y0h2+2y0h1h2+x0h
2
2+h1h

2
2.
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Odtud A1 =y2
0 , A2 =2x0y0 , ω(~h) = 2y0h1h2+x0h

2
2+h1h

2
2 .

Zbývá dokázat lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0 , tedy lim

‖~h‖→0

2y0h1h2+x0h
2
2+h1h

2
2√

h21+h22
=[

h1 = r cosϕ
h2 = r sinϕ

]
= lim

r→0
ϕ∈〈0,2π)

2y0r
2 cosϕ sinϕ+x0r

2 sin2ϕ+r3 cosϕ sin2ϕ
r =0.

Diferenciál funkce f = xy2 v bodě x0 = [x0, y0] má tvar
df(x0,~h) = (y2

0, 2x0y0) · ~h = y2
0h1+2x0y0h2 .

12.4 Vlastnosti diferencovatelných funkćı

Pro funkcif(x, y)=xy2,
bod [x0, y0] = [1, 1]
a směr ~s = (1, 2) z
př́ıkladu (12.7) máme
∂f(x0)
∂~s

= (y2
0, 2x0y0) · ~s

= (1, 2) · (1, 2) = 5 .

Gradient výše
uvedené funkce
má v kartézském
systému tvar
grad f = (y2, 2xy).

Věta 12.5 : (vlastnosti diferencovatelné funkce)
Je-li funkce f diferencovatelná v bodě x0, potom

1. je v bodě x0 spojitá,

2. existuje v bodě x0 derivace funkce f podle libovolného
vektoru ~s (tedy existuj́ı i všechny parciálńı derivace)
a plat́ı

∂f(x0)

∂~s
= grad f(x0) · ~s ,

3. pokud v Rn uvažujeme kartézský souřadnicový systém
a za bázi voĺıme jednotkové vektory ve směru os systému,
pak

Ai =
∂f(x0)

∂xi
, grad f(x0) =

(
∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xn

)
x0

.

Důkaz :

1. Na okoĺı U(x0) bodu x0 plat́ı podle předpokladu
f(x0+~h)−f(x0) = grad f(x0)·~h+ω(~h) a pro ‖~h‖ → 0

je ω(~h)

‖~h‖
→ 0⇒ ω(~h)→ 0, pak také f(x0+~h)−f(x0)→0,

tedy funkce f je spojitá v bodě x0 .

2. Nyńı voĺıme ~h = t~s , pak plat́ı f(x0 + t~s )−f(x0) =

grad f(x0) · t~s+ ω(t~s ), kde ω(t~s)
‖t~s‖ → 0⇒ ω(t~s)

t → 0 .

Odtud plyne ∂f(x0)
∂~s = lim

t→0

f(x0+t~s )−f(x0)
t = grad f(x0) ·~s .

3. Pouze v kartézském souřadnicovém systému, tj. ve stan-
dardńı bázi Rn, je ~A = A1~e1 +A2~e2 + . . .+An~en, tedy

∂f(x0)

∂xi
=
∂f(x0)

∂~ei
=grad f(x0)·~ei=(A1, . . . , An)·~ei=Ai .
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D̊usledek 12.1 : věty (12.5) Diferenciál funkce f v bodě x
(v kartézském souřadnicovém vyjádřeńı) můžeme psát ve
tvaru

df(x,~h) =
∂f(x)

∂x1
dx1+

∂f(x)

∂x2
dx2+. . .+

∂f(x)

∂xn
dxn , ~h = dx .

Např́ıklad diferenciál funkce f(x, y) = xy2 má tvar

df(x, (dx, dy)) =
∂f(x)

∂x
dx+

∂f(x)

∂y
dy = y2 dx+ 2xy dy .

Př́ıklad 12.9 : Uvedeme funkci, která má v bodě [0, 0]
parciálńı derivace, ale neńı v tomto bodě spojitá :

f(x, y) =
{ 0 xy = 0 .

1 xy 6= 0 .

Potom lim
[x,y]→(0,0)

f(x, y) neexistuje, avšak existuj́ı limity

lim
h1→0

f(0 + h1, 0)− f(0, 0)

h1
=
∂f(0, 0)

∂x
= 0 ,

lim
h2→0

f(0, 0 + h2)− f(0, 0)

h2
=
∂f(0, 0)

∂y
= 0 .

Př́ıklad 12.10 : Funkce, která má parciálńı derivace v celém
R2, ale je v bodě [0, 0] nespojitá:

f(x, y) =
{ xy

x2+y2 x2 + y2 > 0 ,

0 x2 + y2 = 0 .

Podobně jako v předcházej́ıćım př́ıkladě z definice vypočteme
fx(0, 0) = ∂f

∂x(0, 0) = 0 , fy(0, 0) = ∂f
∂y (0, 0) = 0 ; avšak

lim
[x,y]→[0,0]

f(x, y) neexistuje, nebot’ lim
x→0
y=kx

kx2

x2+k2x2 = k
1+k2 .

Př́ıklad 12.11 : Funkce, která má parciálńı derivace v celém
R2, je spojitá v R2 (viz př́ıklad (12.6),3.), ale neńı diferen-
covatelná v bodě [0, 0] :

f(x, y) =
{ xy2

x2+y2 x2 + y2 > 0 ,

0 x2 + y2 = 0 .

Potom plat́ı

∂f(x, y)

∂x
=
y4 − x2y2

(x2 + y2)2
,

∂f(x, y)

∂y
=

2x3y

(x2 + y2)2
,
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∂f(0, 0)

∂x
= fx(0, 0) = 0 ,

∂f(0, 0)

∂y
= fy(0, 0) = 0

(na osách je funkce f nulová).
Pokud by funkce f byla diferencovatelná v počátku, pak
pro vektor ~h s dostatečně malou normou muśı platit

f([0, 0] + (h1, h2))− f(0, 0) = 0 · h1 + 0 · h2 + h1h
2
2

h21+h22
= ω(~h)

a lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0 .

Avšak limita lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= lim

[h1,h2]→[0,0]

h1h
2
2√

h21+h22 (h21+h22)
neexis-

tuje, tedy funkce f neńı diferencovatelná v počátku.
Na př́ıkladech jsme
ukázali, že existence
parciálńıch derivaćı
neńı v Rn, n ≥ 2
ekvivalentńı diferen-
covatelnosti. Ekviva-
lence je platná pouze
v R (věta 7.2, MA1).

Věta 12.6 : (postačuj́ıćı podmı́nka diferencovatelnosti)
Necht’ funkce f má v okoĺı U(x0) bodu x0 parciálńı derivace
∂f
∂xi

, i = 1, 2, . . . , n . Jsou-li tyto parciálńı derivace spojité
v bodě x0, potom je funkce f diferencovatelná v bodě x0 .

Důkaz : Pro jednoduchost se omeźıme na funkci dvou
proměnných, tedy x0 = [x0, y0]. Voĺıme vektor ~h tak, aby
x0 + ~h ∈ U(x0), potom funkce f(x, y0) proměnné x je spo-
jitá na intervalu 〈x0, x0 + h1〉 a derivovatelná na intervalu
(x0, x0 + h1) . Podle Lagrangeovy věty o středńı hodnotě
(věta 7.7, MA1) potom ∃ϑ1 ∈ (0, 1) takové, že plat́ı

f(x0 + h1, y0)− f(x0, y0) = f ′x(x0 + ϑ1h1, y0)h1 ,

a podobně ∃ϑ2 ∈ (0, 1) takové, že plat́ı

f(x0 +h1, y0 +h2)−f(x0 +h1, y0) = f ′y(x0 +h1, y0 +ϑ2h2)h2 .

Pro diferenci ∆f(x0, y0, h1, h2) = ∆f funkce f tedy máme

∆f =f(x0+h1, y0+h2)−f(x0, y0)
=f(x0+h1, y0+h2)−f(x0+h1, y0)+f(x0+h1, y0)−f(x0, y0)
= f ′y(x0 + h1, y0 + ϑ2h2)h2 + f ′x(x0 + ϑ1h1, y0)h1 .

Označ́ıme-li

ω1(h1, h2) = f ′x(x0 + ϑ1h1, y0)− f ′x(x0, y0),
ω2(h1, h2) = f ′y(x0 + h1, y0 + ϑ2h2)− f ′y(x0, y0) ,

pak diferenci ∆f můžeme psát ve tvaru

∆f = f ′x(x0, y0)h1 + f ′y(x0, y0)h2 + ω1h1 + ω2h2︸ ︷︷ ︸
ω(~h)

.
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Zbývá dokázat rovnost lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖
= 0 . Plat́ı∣∣∣ω(~h)

‖~h‖

∣∣∣ =
∣∣∣ω1h1 +ω2h2√

h21+h22

∣∣∣ ≤ |ω1 + ω2| ≤ |f ′x(x0 + ϑ1h1, y0) −
f ′x(x0, y0)|+ |f ′y(x0 + h1, y0 + ϑ2h2)− f ′y(x0, y0)| → 0 ,

kde platnost limitńıho přechodu pro ‖~h‖ → 0 vyplývá ze
spojitosti parciálńıch derivaćı v bodě [x0, y0] .

Tedy funkce f je v bodě [x0, y0] diferencovatelná.

Pozor, obrácené
tvrzeńı k větě (12.6)
neplat́ı. Funkce

f(x, y)=
{x2sin 1

x
x 6= 0

0 x = 0
je diferencovatelná v
počátku, jej́ı parciálńı
derivace podle x však
zde neńı spojitá.

Věta 12.7 : (algebra diferenciálu a gradientu)
Necht’ funkce f, g jsou diferencovatelné na množině Ω a pro
body x ∈ Ω označ́ıme df = df(x, dx) = grad f(x) · dx ,
dg = dg(x, dx) = grad g(x) · dx , potom na Ω plat́ı

d(cf) = c df , grad (cf) = c grad f ,
d(f ± g) = df ± dg , grad (f ± g) = grad f ± grad g ,
d(fg) = g df + fdg , grad (fg) = g grad f + fgrad g ,

d
(
f
g

)
= g df−fdg

g2 , grad
(
f
g

)
= g grad f−fgrad g

g2 , g(x) 6= 0 .

Důkaz : Je podobný jako u funkćı jedné proměnné. (MA1,
věta 7.3)

Věta 12.8 : (diferenciál a derivace složené funkce)
Necht’ funkce u = u(x, y), v = v(x, y) jsou diferencovatelné
v bodě [x0, y0] a funkce f(u, v) je diferencovatelná v bodě
[u0, v0] , kde u0 = u(x0, y0) , v0 = v(x0, y0) . Potom složená
funkce f(u(x, y), v(x, y)) je diferencovatelná v [x0, y0] a plat́ı
(v bodě [x0, y0])

df = ∂f
∂u du+ ∂f

∂v dv

= ∂f
∂u

(
∂u
∂x dx+ ∂u

∂y dy
)

+ ∂f
∂v

(
∂v
∂x dx+ ∂v

∂y dy
)

=
(
∂f
∂u

∂u
∂x + ∂f

∂v
∂v
∂x

)
︸ ︷︷ ︸

∂f
∂x

dx+
(
∂f
∂u

∂u
∂y + ∂f

∂v
∂v
∂y

)
︸ ︷︷ ︸

∂f
∂y

dy .

Celou větu (12.8) lze
formulovat a dokázat
pro složenou funkci

f(~u(x))=f(u1, . . . , um).

Potom

∂f

∂xi
=

m∑
j=1

∂f

∂uj

∂uj
∂xi

.

Také hovoř́ıme o
”řetězovém pravidlu”.

Př́ıklad 12.12 : Funkce u(x, y) = −2xy , v(x, y) = x + y
jsou diferencovatelné na R2 a funkce f(u, v) = u + v2 je
také diferencovatelná na R2 .
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Pro diferenciál složené funkce f(u(x, y), v(x, y)) tedy na R2

plat́ı

df = 1 du+ 2v dv
= 1 [(−2y) dx− 2x dy] + 2(x+ y)(dx+ dy)
= 2x dx+ 2y dy .

Zároveň f(u(x, y), v(x, y)) = −2xy + (x + y)2 = x2 + y2 ,
tedy df = 2x dx+ 2y dy .

Při přechodu k polár-
ńım souřadnićım
x=r cosϕ , y=r sinϕ
má jednotkový vek-
tor ve ”směru r”tvar
~̂e1 = (cosϕ, sinϕ) a
pro jednotkový vek-
tor ve ”směru ϕ”plat́ı
~̂e2 = (− sinϕ, cosϕ) .

Matice přechodu M
od báze ~e1, ~e2 k bázi
~̂e1,~̂e2 má tedy tvar

M=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

Nyńı vyjádř́ıme gradi-
ent funkce f = f(x, y)
v novém souřadném
systému, tedy

(∂f
∂x
, ∂f
∂y

)·
(

cosϕ −sinϕ
sinϕ cosϕ

)
=
(
∂f
∂x

cosϕ+ ∂f
∂y

sinϕ,

∂f
∂x

(− sinϕ)+ ∂f
∂y

cosϕ
)
.

Zároveň z diferenciálu
složené funkce plyne
∂f
∂r

= ∂f
∂x

∂x
∂r

+ ∂f
∂y

∂y
∂r

=

∂f
∂x

cosϕ+ ∂f
∂y

sinϕ a

∂f
∂ϕ

= ∂f
∂x

∂x
∂ϕ

+ ∂f
∂y

∂y
∂ϕ

=

∂f
∂x

(−r sinϕ)+ ∂f
∂y
r cosϕ.

Porovnáńım dostane-
me pro gradient fun-
kce f v polárńıch sou-
řadnićıch

grad f =

(
∂f

∂r
,

1

r

∂f

∂ϕ

)
.

Př́ıklad 12.13 : (derivace paraboloidu podél kružnice)

Necht’ f(x, y) = x2+y2 a x(r, t) = r cos t , y(r, t) = r sin t .

Potom
df

dt
=
df

dx

dx

dt
+
df

dy

dy

dt
= 2x(−r sin t) + 2y(r cos t) =

2r2(− cos t sin t+ sin t cos t) = 0 .

Věta 12.9 : (vlastnosti gradientu)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě x .

i) Polož́ıme-li ~z = grad f(x)
‖grad f(x)‖ , tedy ‖~z ‖ = 1 , potom plat́ı

∂f(x)
∂~z = max

‖~s ‖=1

∂f(x)
∂~s , ~s je libovolný vektor (změna funkce ve

směru gradientu je největš́ı).

ii) Vektor grad f(x0)(6= ~o ) je kolmý k tečné varietě (př́ımka,
rovina, . . .) hladiny H = {x : f(x) = f(x0)} v bodě x0 .

Důkaz :

i) Z věty (12.5) plyne ∂f(x)
∂~s = grad f(x) · ~s . Z Cauchy –

Schwarzovy nerovnosti dostaneme pro ‖~s ‖ = 1 vztah

∂f(x)

∂~s
≤ ‖grad f(x)‖ · ‖~s ‖ = ‖grad f(x)‖ .

Zároveň pro vektor ~z plat́ı

∂f(x)

∂~z
(x) = grad f(x) · grad f(x)

‖grad f(x)‖
= ‖grad f(x)‖ .

Odtud plyne prvńı tvrzeńı věty.
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ii) Pro jednoduchost voĺıme funkci f : R2 → R . Hladinu
H = {[x, y] ∈ R2 : f(x, y) = C)} poṕı̌seme para-
metricky x = x(t), y = y(t) . Tedy f(x(t), y(t)) =
C . Funkci f budeme nyńı derivovat podle proměnné
t (podél hladiny H) . Potom plat́ı

df

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
= grad f ·

(
∂x

∂t
,
∂y

∂t

)
= 0 .

Odtud je vidět, že tečný vektor (dxdt ,
dy
dt ) k hladině je

kolmý ke grad f =
(
∂f
∂x ,

∂f
∂y

)
.

Př́ıklad 12.14 : Máme k funkci f(x, y) = x3 − y2, bodu
B = [1, 2] a vektoru ~v = (3, 4) určit směr největš́ıho r̊ustu
v bodě B a derivaci podle vektoru ~v.

Směr největš́ıho r̊ustu funkce f v bodě B je dán vektorem
grad f(1, 2) = (3x2 , −2y)[1,2] = (3,−4).

Pro derivace podle vektoru ~v plat́ı
∂f(1,2)
∂~v = grad f(1, 2) · ~v = (3,−4) · (3, 4) = 0 .

Vid́ıme, že vektor ~v = (3, 4) je tečný vektor k hladině

H = {[x, y] : x3 − y2 = −3} v bodě B = [1, 2] .

Definice 12.12 : (tečné lineárńı variety)
Graf lineárńı funkce u : Rn → R dané předpisem

u(x) = ~a ·x+d = a1x1 + · · ·+anxn+d , kde ~a ∈ Rn, d ∈ R .

se nazývá nadrovina v Rn+1 a procháźı-li bodem [x0, u0], pak
lze vyjádřit pomoćı rovnice

u− u0 = ~a · (x− x0) = a1(x1 − x01) + · · ·+ an(xn − x0n) .

Necht’ funkce f : Rn → R je diferencovatelná v bodě x0,
grad f(x0) 6= ~o , potom

1. tečná nadrovina k hladině H={x∈Rn :f(x)=f(x0)}
funkce f procházej́ıćı bodem x0 má rovnici

grad f(x0) · (x− x0) = 0 .

2. tečná nadrovina ke grafu funkce u = f(x) , x ∈ Rn

v bodě grafu [x0, u0] ∈ Rn+1, kde u0 = f(x0), je dána
rovnićı

u− u0 = grad f(x0) · (x− x0) .

Libovolný vektor
x−x0 tečné nadroviny
k hladině je kolmý k
vektoru grad f(x0) .

Pro f : R2 → R
má tečná nadrov-
ina k hladině
(tj. př́ımka) tvar
f ′x(x -x0)+f ′y(y - y0)=0
a tečná nadrovina ke
grafu funkce (tj. rov-
ina) má tvar u− u0 =
f ′x(x−x0)+f ′y(y−y0) .
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Poznámka 12.1 : Graf funkce u = f(x) je vlastně nulovou
hladinou funkce g(x, u) = f(x)− u = 0 .
Tečná nadrovina k hladině funkce g v bodě [x0, u0] má tedy
tvar grad g(x0) · ([x, u] − [x0, u0]) = 0 a odtud dostaneme
grad f(x0) · (x− x0)− 1(u− u0) = 0 .

Př́ıklad 12.15 : Je dána funkce f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.
Hladiny této funkce jsou kulové plochy, které lež́ı v R3; graf
funkce f lež́ı v R4. Hladina procházej́ıćı bodem [x0, y0, z0]
má rovnici x2 + y2 + z2 = u0 , u0 = x2

0 + y2
0 + z2

0 .

Tečná rovina k této hladině v bodě [x0, y0, z0] má rovnici

a1(x−x0)+a2(y−y0)+a3(z−z0) = 0 , ~a = grad f(x0, y0, z0) ,

tj.
2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) = 0 .

Tečná nadrovina ke grafu této funkce lež́ı v R4 a má rovnici

u− u0 = 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0) + 2z0(z − z0) .

Cvičeńı 12.3 : Ke grafu funkce f(x, y) = x2 + y2 v R2

určete rovnici tečné roviny (v R3) v bodě B = [1, 2, ?] .
[B = [1, 2, f(1, 2)] = [1, 2, 5] , grad f(1, 2) = (2x, 2y)[1,2] = (2, 4) ⇒
tečná rovina je u− 5 = 2(x− 1) + 4(y − 2) . ]

Definice 12.13 : (směr r̊ustu, poklesu)
Vektor ~s ∈ Rn, (‖~s ‖= 1) se nazývá směrem r̊ustu (pok-
lesu) funkce f v bodě x0 , jestliže

∃ δ > 0 : f(x0 + t~s ) > (<)f(x0), ∀ t ∈ (0, δ) ,

tj. ve směru ~s se hodnota funkce f zvětšuje (zmenšuje).

Věta 12.10 : (směr r̊ustu, poklesu diferencovatelné funkce)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě x0 . Vektor ~s ∈ Rn,

je směrem r̊ustu (poklesu) funkce f v bodě x0 , jestliže

grad f(x0) · ~s > 0 (grad f(x0) · ~s < 0) .

(Tedy vektory grad f(x0) a ~s sv́ıraj́ı ostrý (tupý) úhel.)

Př́ıklad 12.16 : Určete, zda vektor ~s = (1, 3) je směrem
r̊ustu(poklesu) funkce f(x, y) = x2 + y2 v bodě B = [1, 1] .
Protože grad f(1, 1) · ~s = (2, 2) · (1, 3) = 8 > 0, tak vektor
~s je směrem r̊ustu funkce f v bodě B .
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12.5 Řešitelnost funkcionálńıch rovnic

Motivačńı př́ıklady:

1. Řeš́ıme-li diferenciálńı rovnici (2x+y) dx+(x+2y) dy = 0 ,
pak dostaneme funkcionálńı rovnici x2 + xy + y2−C = 0 .

Kdy a kde existuje řešeńı uvedené funkcionálńı rovnice ?

2. Řešeńım rovnice y2 − x = 0 jsou např. funkce

y =
√
x , y = −

√
x , x ≥ 0

(množiny dvojic (x,
√
x), (x,−

√
x)).

Pro x < 0 neńı rovnice řešitelná v R (neexistuje reálná
funkce y = f(x), která by splňovala rovnici).
Pro x ≥ 0 je rovnice řešitelná, má dvě spojitá řešeńı a
nekonečně mnoho nespojitých řešeńı.
Pro x ≥ 0, y ≥ 0 je rovnice řešitelná jednoznačně, tj. mezi
nezápornými funkcemi existuje jediné řešeńı.

x

y

y
2
− x = 0

0

Definice 12.14 : (řešeńı funkcionálńı rovnice)
Mějme funkci F (x, y) : Ω × R → R , Ω ⊂ Rn a uvažujeme
rovnici o n + 1 neznámých F (x, y) = 0 . Funkce y =
y(x), x ∈ Ω se nazývá globálńım řešeńım této rovnice,
jestliže

∀x ∈ Ω : F (x, y(x)) = 0 .

Jestliže ∀x ∈ U(x0) ⊂ Ω : F (x, y(x)) = 0, pak y = y(x) se
nazývá lokálńım řešeńım dané rovnice.

Při popisu řešeńı rov-
nice F (x, y) = 0 vlast-
ně zkoumáme
”nulovou”hladinu
funkce F (x, y).

Při tom nás zaj́ımá:
1. Jak zaruč́ıme exis-
tenci řešeńı rovnice.
2. Jak zaruč́ıme
existenci jediného
řešeńı.
3. Jaké jsou vlastnosti
řešeńı (spojitost,
diferencovatel-
nost).

Funkce y = f(x), se
také nazývá implic-
itńı řešeńı rovnice
F (x, y) = 0.

Věta 12.11 : (o globálńı řešitelnosti)
Předpokládáme, že funkce F (x, y) je definována na obdélńıku
〈a, b〉× 〈c, d 〉 ⊂ R2 a pro každé pevné x0 ∈ 〈a, b〉 je funkce
F (x0, y) spojitá v proměnné y. Jestliže plat́ı

F (x, c) · F (x, d) ≤ 0 ∀x ∈ 〈a, b〉 ,

potom existuje alespoň jedna funkce y = y(x) definovaná
na 〈a, b〉 taková, že je řešeńım rovnice F (x, y) = 0, tj. plat́ı

F (x, y(x)) = 0 ∀x ∈ 〈a, b〉 .
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Důkaz : Necht’ x0 ∈ 〈a, b〉 je libovolné, ale pevné, pak
funkce h(y) = F (x0, y) je spojitá na 〈c, d〉 a splňuje podmı́nku
h(c) ·h(d) ≤ 0. Podle věty 6.6 z MA1 existuje alespoň jedno
č́ıslo y0 takové, že plat́ı

h(y0) = 0 , tj. F (x0, y0) = 0 .

T́ımto zp̊usobem ke každému x ∈ 〈a, b〉 urč́ıme y ∈ 〈c, b〉,
neboli existuje alespoň jedna funkce y = y(x), x ∈ 〈a, b〉,
která splňuje rovnici F (x, y) = 0 ∀x ∈ 〈a, b〉 .

Předchoźı věta zaručuje pouze existenci globálńıho řešeńı, niko-
liv jednoznačnost (může existovat daľśı funkce y = y(x), která je
řešeńım). Jednoznačnost zaruč́ıme jistou podmı́nkou monotonie.

Věta 12.12 : (o lokálńı řešitelnosti, o implicitńı funkci)
Předpokládáme, že:

1. funkce F = F (x, y) je definovaná a spojitá na nějakém
okoĺı U([x0, y0]) bodu [x0, y0] ,

2. je splněna rovnost F (x0, y0) = 0 ,

3. funkce Fy = ∂F (x,y)
∂y je definovaná na okoĺı U([x0, y0]),

spojitá v bodě [x0, y0] a ∂F (x0,y0)
∂y 6= 0 .

Potom:

a) existuje okoĺı I bodu x0 a existuje funkce y = y(x) defi-
novaná na I;

b) tato funkce y = y(x) je jediným (lokálńım) řešeńım
rovnice F (x, y) = 0 na I, tj. F (x, y(x)) = 0 ∀x ∈ I;

c) funkce y = y(x) je spojitá na I a splňuje podmı́nku
y0 = y(x0) .

Nutnost spojitosti
parciálńı derivace
Fy ilustruje př́ıklad
funkce F (x, y) =
y − x2 y − x2 ≥ 0,

x ≥ 0 ∧ y ≥ 0
0 y − x2 ≤ 0,

x ≥ 0 ∧ y ≥ 0
y x ≤ 0 ∨ y ≤ 0,

-2

-1

0

1

2

-2

0

2

4

-2

0

2

4

-2

-1

0

1

2

-2

0

2

4

která je diferencov-
atelná v bodě [0, 0],
ale na okoĺı počátku
neexistuje právě jedno
řešeńı y = y(x)
rovnice F (x, y) = 0.

Příklady

Důkaz :

Necht’ Fy(x0, y0) = ∂F (x0,y0)
∂y > 0 (pro Fy(x0, y0) < 0 je d̊ukaz

podobný). Ze spojitosti funkce Fy plyne, že existuje okoĺı
Ũ([x0, y0]) bodu [x0, y0], ve kterém je Fy[x, y] > 0 (plyne z
věty (12.4) 2.) . Voĺıme y1 < y0 < y2 tak, že [x0, y1], [x0, y2] ∈
Ũ([x0, y0]). Protože Fy > 0, tak funkce F (x, y) je rostoućı
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funkćı v proměnné y na Ũ([x0, y0]). Zároveň F [x0, y0] = 0,
tedy F (x0, y1) < 0 a F (x0, y2) > 0.

Ze spojitosti funkćı F (x, y1), F (x, y2) plyne, že existuje
otevřený interval I obsahuj́ıćı x0, ve kterém F (x, y1) < 0
a F (x, y2) > 0 pro každé x ∈ I ⊂ Ũ([x0, y0]).

Tedy funkce F je spojitá na I×〈y1, y2〉 rostoućı v proměnné y
a F (x, y1) · F (x, y2) < 0. Z předchoźı věty (12.11) a mono-
tonie v y vyplývá, že ke každému x ∈ I existuje právě jedno
y(x) takové, že F (x, y(x)) = 0 .

Nyńı dokážeme, že tato funkce y = y(x) je na intervalu I
spojitá.

Necht’ xn → x ⊂ I . Ukážeme, že lim
n→∞

y(xn) = y(x). Vı́me,

že y1 < yn = y(xn) < y2 pro každé n . Předpokládejme pro
spor, že yn 6→ y = y(x), potom

i) lim
n→∞

yn= ỹ 6= y. V tomto př́ıpadě ze spojitosti funkce F

na okoĺı bodu [x0, y0] plyne 0 = F (xn, yn) → F (x, ỹ) = 0,
což je však spor s již dokázanou jednoznačnost́ı nulového
bodu y, který odpov́ıdá x ∈ I (F (x, y) = 0).

ii) nebo lim sup yn > lim inf yn . Z definice supréma vyplývá,
že existuje vybraná posloupnost {ynk} z posloupnosti {yn}
taková, že ynk → ys = lim sup yn. Zároveň F (xnk, ynk)=0,
tedy opět ze spojitosti funkce F plyne F (x, ys) = 0. Podobně
dostaneme rovnost F (x, yi) = 0, kde yi = lim inf yn. To je
znovu spor s jednoznačnost́ı bodu y .

Věta 12.13 : (O derivaci řešeńı)
Jsou-li splněny všechny předpoklady věty (12.12) o funkci
F (x, y) a nav́ıc funkce F (x, y) je diferencovatelná v bodě
[x0, y0] (nebo jsou-li Fx, Fy spojité v bodě [x0, y0]), potom
lokálńı řešeńı y = y(x) rovnice F (x, y) = 0 je funkce difer-
encovatelná v bodě x0 a plat́ı

y′(x0) = −Fx[x0, y0]

Fy[x0, y0]
.

Důkaz : Vı́me, že existuje interval I obsahuj́ıćı bod x0

a funkce y = y(x) definovaná na I tak, že F (x, y(x)) = 0
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∀x ∈ I, funkce y = y(x) je spojitá na I a splňuje podmı́nku
y0 = y(x0) .

Z diferencovatelnosti funkce F (x, y) v bodě [x0, y0] vyplývá

0 = F (x, y(x))−F (x0, y0) = Fx(x0, y0)h1 +Fy(x0, y0)h2 +

ω(~h) ; ω(~h)√
h21+h22

→ 0 , ~h = (h1, h2) = (x− x0, y(x)− y0) .

Vyděĺıme uvedenou rovnost ‖~h‖ a uprav́ıme

0 = Fx(x0, y0)
h1
‖~h‖

+ Fy(x0, y0)
h2
‖~h‖

+ ω(~h)

‖~h‖
=

Fx(x0, y0)
x−x0√

(x−x0)2+(y−y0)2
+Fy(x0, y0)

y−y0√
(x−x0)2+(y−y0)2

+ω(~h)

‖~h‖
=

Fx(x0, y0)
1√

1+
(
y−y0
x−x0

)2 + Fy(x0, y0)
y−y0
x−x0√

1+
(
y−y0
x−x0

)2 + ω(~h)

‖~h‖
.

Ze spojitost funkce y = y(x) plyne, když x−x0 = h1 → 0 ,
pak h2 = y(x)− y(x0)→ 0 a také ‖~h‖ → 0 .

Nyńı budeme pro spor předpokládat, že lim
x→x0

y−y0
x−x0 = ±∞,

pak z předchoźı rovnosti limitńım přechodem pro x → x0

dostaneme 0 = Fy(x0, y0) , což je spor s předpokladem.

Opět uprav́ıme posledńı rovnost do tvaru

0 = 1√
1+
(
y−y0
x−x0

)2 (Fx(x0, y0) + Fy(x0, y0)
y−y0
x−x0

)
+ ω(~h)

‖~h‖
,

a limitńım přechodem pro x→ x0 dostaneme

0 = lim
x→x0

(
Fx(x0, y0) + Fy(x0, y0)

y−y0
x−x0

)
= Fx(x0, y0) + Fy(x0, y0) y

′(x0) .

Odtud již plyne tvrzeńı věty.

Poznámka 12.2 : Věty (12.11), (12.12), (12.13) jsou speciálńı
př́ıpady tzv. věty o implicitńı funkci. Implicitńı funkćı
se obvykle nazývá funkce, kterou my zde označujeme jako
lokálńı řešeńı funkcionálńı rovnice. Vzorec Fx + Fy y

′ = 0
z věty (12.13) se také často nazývá vzorcem pro ”implicitńı
derivováńı”.
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Př́ıklad 12.17 : Rovnice x − y2 = 0 v okoĺı bodu [0, 0]
nemá podle věty (12.16) zaručenou jednoznačnou (lokálńı)
řešitelnost, nebot’ ∂F

∂y = −2y|[0,0] = 0 . V okoĺı bodu [0, 0]

má daná rovnice dvě řešeńı y =
√
x, y = −

√
x .

V bodě [1, 1] je ∂F
∂y = −2y

∣∣∣
[1,1]
6= 0 a úloha má jedno řešeńı

y =
√
x a jej́ı derivaci v bodě x0 = 1 lze stanovit z rovnice

1− 2y · y′ = 0 , tj. y′(1) = x
2y

∣∣∣
[1,1]

= 1
2 .

Naše předchoźı úvahy můžeme rozš́ı̌rit i na rovnici o větš́ım
počtu neznámých nebo na soustavu rovnic o větš́ım počtu neznámých.
To je obsahem následuj́ıćı věty, kterou uvedeme bez d̊ukazu.

Věta 12.14 : (Obecná věta o lokálńı řešitelnosti)
Předpokládejme, že

1. funkce F = F (x, y) = F (x1, x2, . . . , xn, y) je diferencov-
atelná v bodě [x0, y0] ∈ Rn+1 a v jeho okoĺı;

2. plat́ı F (x0, y0) = 0 ;

3. funkce Fy(x, y) (n+1 proměnných) je spojitá a nenulová
v bodě [x0, y0] .

Potom plat́ı:

a) existuje okoĺı U(x0) bodu x0 , okoĺı U(y0) bodu y0 ∈ R
a funkce y = y(x) definovaná v okoĺı U(x0),

b) funkce y = y(x) je jediným řešeńım rovnice F (x, y) = 0
v okoĺı U(x0), tj. plat́ı F (x, y(x)) = 0 ∀ x ∈ U(x0),
y(x) ∈ U(y0),

c) tato funkce je diferencovatelná v bodě x0 a plat́ı

y0 = y(x0) ,

∂y(x)

∂xi
= −Fxi(x0,y0)

Fy(x0,y0) , i = 1, 2, . . . , n .

Př́ıklad 12.18 : Mějme rovnici xy + xz + yz − 11 = 0. Po-
sud’me řešitelnost této rovnice v okoĺı bodu M = [1, 2, 3] .
Funkce F (x, y, z) = xy+xz+yz−11 je diferencovatelná po-
dle všech proměnných (tj. v R3) a Fy = x+ z, Fz = x+ y.
Dále je Fz(M) = 3 6= 0, a tedy v okoĺı bodu M existuje
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jediné řešeńı z= f(x, y) dané rovnice, toto řešeńı je difer-
encovatelné a plat́ı

zx(1, 2) = ∂z(1,2)
∂x = −Fx(M)

Fz(M) = − y+z
x+y

∣∣∣
M

= −5
3 ,

zy(1, 2) = ∂z(1,2)
∂y = −Fy(M)

Fz(M) = −x+z
x+y

∣∣∣
M

= −4
3 .

V tomto př́ıpadě řešeńı rovnice můžeme stanovit explicitně:
z = 11−xy

x+y a př́ıslušné derivace pak vypoč́ıtat derivováńım.

Př́ıklad 12.19 : (Nejednoznačná řešitelnost funkcionálńıch
rovnic)

Věty (12.11) – (12.14) uvád́ı podmı́nky jednoznačné řešitelnosti
rovnic F (x, y) = 0, resp. F (x, y) = 0.

V aplikaćıch nás však často zaj́ımaj́ı takové body (tzv. sin-
gulárńı body rovnice) [x, y] ∈ R2, v nichž plat́ı

F (x, y) = 0 , Fx(x, y) = 0 , Fy(x, y) = 0 .

V tomto př́ıpadě si pomůžeme parametrizaćı a hledáme
dvojici funkćı (křivku) x = x(t), y = y(t), t ∈ I splňuj́ıćı
podmı́nky

∀ t ∈ I : F (x(t), y(t)) = 0 ,

∃ t ∈ I : x = x(t) , y = y(t) (křivka procháźı bodem x, y).

Je zřejmé, že v okoĺı singulárńıch bod̊u rovnice nemuśı být
zmı́něná křivka grafem žádné funkce typu y = f(x), resp.
x = ϕ(y).

Bod [x, y] = [0, 0] je singulárńım bodem rovnice

x3 + y3 − 3axy = 0 , a > 0 .

Zde

x(t) =
3at

1 + t3
, y(t) =

3at2

1 + t3
, t 6= −1, t = 0 .

Křivka se nazývá Descart̊uv list. V okoĺı bodu [0, 0] má
daná rovnice čtyři řešeńı.

Zde poznamenejme, že neumı́me poskytnout obecnou metodu,
jak k dané rovnici stanovit uvedenou dvojici parametrických
funkćı. Geometricky řečeno jde o problém, jak nejvhodněji
parametrizovat křivku, která je dána rovnićı.

x

y

x
3
+ y

3
− 3xy = 0

0
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12.6 Derivace a diferenciály vyšš́ıch řád̊u. Taylorova
věta.

Věta 12.15 : (věta o středńı hodnotě)

i) (Složková verze). Necht’ funkce f : Ω → R je spoji-
tá v oblasti Ω ⊂ Rn a na nějakém okoĺı U(x0) ⊂ Ω
bodu x0 = [x01, x02, . . . , x0n] existuj́ı parciálńı derivace
∂f
∂xi

, i = 1, 2, . . . , n . Potom pro každý bod x ∈ U(x0),
x = [x1, x2, . . . , xn] existuj́ı ξi ∈ (x0i, xi), i = 1, 2, . . . , n
tak, že plat́ı formule

f(x)− f(x0) =
∂f(ξ1, x2, . . . , xn)

∂x1
(x1 − x01)+

∂f(x01, ξ2, x3, . . . , xn)

∂x2
(x2 − x02)+

· · ·+ ∂f(x01, x02, . . . , ξn)

∂xn
(xn − x0n) .

ii) (Vektorová verze). Necht’ funkce f : Ω → R je
diferencovatelná v oblasti Ω ⊂ Rn, která obsahuje body
xt = x0 + t(x−x0), 0 ≤ t ≤ 1. Potom existuje τ ∈ (0, 1)
takové, že plat́ı

f(x)− f(x0) = grad f(x0 + τ(x− x0)) · (x− x0) .

Poznamenejme, že
existence parciálńıch
derivaćı funkce
f na okoĺı bodu x0

nezaručuje spojitost
funkce f na tomto
okoĺı, viz př́ıklad
12.10.

Důkaz :

a) (pro jednoduchost je uveden pro funkci 2 proměnných:)
Z existence parciálńıch derivaćı funkce f = f(x, y)
vyplývá, že ve směru os lze použ́ıt Lagrangeovu větu
o středńı hodnotě z MA1 (věta 7.7). Potom

f(x, y)−f(x0, y0) = (f(x, y)−f(x0, y))+(f(x0, y)−f(x0, y0))

=
∂f(ξ1, y)

∂x
(x−x0)+

∂f(x0, ξ2)

∂y
(y−y0) .

b) Označ́ıme g(t) = f(x0+t(x−x0)), t ∈ 〈0, 1〉. Z předpokladu
plyne, že funkce g(t) je spojitá na 〈0, 1〉 a diferencov-
atelná na (0, 1). Proto existuje τ ∈ (0, 1) tak, že

g(1)− g(0) = g′(τ)(1− 0) .

Zároveň plat́ı g(1) = f(x), g(0) = f(x0) a
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g′(τ) = lim
t→τ

f(x0+t(x−x0))−f(x0+τ(x−x0))
t−τ (t− τ = r)

= lim
r→0

f(x0+τ(x−x0)+r(x−x0))−f(x0+τ(x−x0))
r (z definice)

= ∂f(x0+τ(x−x0))
∂(x−x0) (z věty (12.5))

= grad f(x0 + τ(x− x0)) · (x− x0) .

Odtud již plyne tvrzeńı b) věty.

Definice 12.15 : (druhá parciálńı derivace)
Necht’ funkce f : Ω → R má parciálńı derivaci ∂f

∂xi
v okoĺı

U(x0) ⊂ Ω. Existuje-li, pak se následuj́ıćı limita

lim
t→0

1

t

(
∂f(x0 + t~ej)

∂xi
− ∂f(x0)

∂xi

)
=

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)∣∣∣∣
x0

,

nazývá druhá parciálńı derivace funkce f v bodě x0.
Znač́ıme

∂

∂xj

(
∂f

∂xi

)∣∣∣∣
x0

=
∂2f(x0)

∂xj∂xi
.

Podobně definujeme vyšš́ı parciálńı derivace, např.

∂

∂xk

(
∂2f

∂xj∂xi

)∣∣∣∣
x0

=
∂3f(x0)

∂xk∂xj∂xi
.

Necht’ funkce f je diferencovatelná na okoĺı U(x0). Je-li každá

z funkćı ∂f(x)
∂xi

, i = 1, 2, . . . , n diferencovatelná v bodě x0,
ř́ıkáme, že funkce f je v bodě x0 dvakrát diferencovatelná.

Jestliže je funkce f
dvakrát diferencov-
atelná, pak existuj́ı di-
ferenciály jejich
parciálńıch derivaćı a
tedy existuj́ı i druhé
parciálńı derivace
funkce f v bodě x0 .

U funkćı, které nejsou
dvakrát diferencova-
telné, nemuśı platit
záměnnost smı́̌sených
parciálńıch derivaćı.
Např́ıklad pro funkci

f=
{xy x2−y2

x2+y2
[x,y] 6=[0,0]

0 [x,y]=[0,0]

neplat́ı věta 12.16 v
počátku.

Věta 12.16 : (záměnnost parciálńıch derivaćı)
Je-li funkce f dvakrát diferencovatelná v bodě x0, potom

∂2f(x0)

∂xi∂xj
=
∂2f(x0)

∂xj∂xi
, i, j = 1, 2, . . . , n ;

tj. druhé derivace jsou záměnné.

Důkaz : Pro jednoduchost provedeme d̊ukaz pouze pro
funkci dvou proměnných f = f(x, y) . Polož́ıme x0 =[x0, y0],
zvoĺıme h ∈ R tak, že [x0 +h, y0 +h] ∈ U(x0) a definujeme

F (h)= 1
h2

[
f(x0+h, y0+h)−f(x0+h, y0)−f(x0, y0+h)+f(x0, y0)

]
.
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Označ́ıme ∂f
∂x = fx ,

∂f
∂y = fy ,

∂2f
∂x∂y = fxy ,

∂2f
∂y∂x = fyx . Z

předpokladu existence parciálńıch derivaćı funkce f na okoĺı
U(x0) a věty (12.15) (o středńı hodnotě) plyne existence
č́ısla τx ∈ (0, 1) takového, že

F (h)= 1
h

[
fx(x0 + τxh, y0 + h)− fx(x0 + τxh, y0)

]
.

Z diferencovatelnosti parciálńıch derivaćı funkce f v bodě
[x0, y0] vyplývá

fx(x0+τxh, y0+h)−fx(x0, y0)=fxx(x0, y0)τxh+fyx(x0, y0)h+o(h).

fx(x0 + τxh, y0)− fx(x0, y0) = fxx(x0, y0)τxh+ o(h) .

Tedy
F (h)=fyx(x0, y0) + o(h)

h → fyx(x0, y0) .

Analogicky dostaneme

F (h)= 1
h2

[
f(x0+h, y0+h)−f(x0, y0+h)−f(x0+h, y0)+f(x0, y0)

]
= 1

h

[
fy(x0 + h, y0 + τyh)− fy(x0, y0 + τyh)

]
→ fxy(x0, y0) .

Neboli
fyx(x0, y0) = fxy(x0, y0) .

Pro ”malé o(h)”plat́ı

lim
h→0

o(h)

h
= 0 .

Př́ıklad 12.20 : Funkce f(x, y) = x2y má parciálńı derivace

∂f

∂x
= 2xy ,

∂f

∂y
= x2

a pro smı́̌sené parciálńı derivace plat́ı

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 2x .

Věta 12.17 : Necht’ funkce f je diferencovatelná na okoĺı
U(x0). Jsou-li parciálńı derivace ∂2f(x)

∂xi∂xj
, i, j = 1, 2, . . . , n

spojité v bodě x0, pak funkce f je dvakrát diferencovatelná
v bodě x0.

Důkaz : Ze spojitosti druhých parciálńıch derivaćı a věty
12.6 plyne diferencovatelnost prvńıch parciálńıch derivaćı
funkce f v bodě x0, tedy funkce f je dvakrát diferencov-
atelná v bodě x0.
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Definice 12.16 : (druhý diferenciál)
Předpokládejme, že funkce f má v bodech x ∈ U(x0) difer-
enciál df(x,~h) = grad f(x) · ~h . Pro pevné ~h je df(x,~h) :
U(x0)→ R funkćı x. Diferenciál funkce df(x,~h) (proměnné
x) v bodě x0 opět vzhledem k ~h se nazývá druhým difer-
enciálem funkce f v bodě x0 a znač́ı se

d(df(x,~h))|x0
= d2f(x0,~h) ; ~h = (dx1, dx2, . . . , dxn) .

Plat́ı

df(x,~h)− df(x0,~h) = d2f(x0,~h) + ω(~h) , lim
‖~h‖→0

ω(~h)

‖~h‖2
→ 0 .

Diferenciál k-tého řádu definujeme rekurentně

d(dk−1f(x,~h)) = dkf(x,~h) .

Pro dvakrát diferencovatelnou funkci f dostanemeU dvakrát diferen-
covatelné funkce f
existuj́ı diferenciály
parciálńıch derivaćı,
tedy i gradientu a
proto i diferenciál
diferenciálu.

V maticové symbolice

je ~hT =

 h1
...
hn

.

d2f(x,~h) = d(df(x,~h)) = d(grad f(x) · ~h) =
n∑
j=1

d
(
∂f(x)
∂xj

)
hj

=
n∑
j=1

n∑
i=1

∂
∂xi

(
∂f(x)
∂xj

)
hihj =

n∑
j=1

( n∑
i=1

∂2f(x)
∂xi∂xj

hi

)
hj .

Takže
d2f(x,~h) = ~h ·H(x) · ~hT ,

kde H(x) je Hessova matice s prvky ∂2f(x)
∂xi∂xj

, i, j = 1, 2, . . . , n .

Druhý diferenciál je kvadratická forma v proměnné ~h.

Pro funkci dvou
proměnných plat́ı

d2f = ∂2f
∂x2
dx2+

2 ∂2f
∂y∂x

dxdy + ∂2f
∂y2
dy2.

Při výpočtu Hessovy
matice, si můžeme po-
moci pravidlem ”gra-
dient na gradient”,
tedy
H = gradT(grad f) =(
gradT(∂f

∂x
) grad T (∂f

∂y
)
)

=

 ∂
∂x

(∂f
∂x

) ∂
∂x

(∂f
∂y

)

∂
∂y

(∂f
∂x

) ∂
∂y

(∂f
∂y

)

.

Př́ıklad 12.21 : Pro funkci f(x, y) = x2 + xy je

df = (y + 2x) dx+ x dy = (y + 2x, x)
( dx
dy

)
,

d2f = d(y+2x) dx+d(x) dy = (2 dx+1 dy) dx+(1 dx+0 dy) dy

=
(
2 dx+1 dy, 1 dx+0 dy

)( dx
dy

)
=
(

(dx, dy)
( 2

1

)
, (dx, dy)

( 1
0

))( dx
dy

)
= (dx, dy)

(
2 1

1 0

)(
dx

dy

)
= 2 dx2 + 2 dxdy + 0 dy2 .

H =

( ∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂y2

)
=

(
2 1

1 0

)
.
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Formálńı pravidlo pro výpočet diferenciálu vyšš́ıho řádu funkce
f = f(x1, x2, . . . , xn) :

dkf=

(
∂

∂x1
dx1+

∂

∂x2
dx2+· · ·+ ∂

∂xn
dxn

)k
f .

Pro funkci dvou
proměnných plat́ı
d3f =
∂3f
∂x3
dx3+3 ∂2f

∂2x∂y
dx2dy+

+3 ∂2f
∂x∂2y

dxdy2+∂3f
∂y3
dy3.

Německý matematik
Ludwig Otto Hesse
Hesse (1811-1874).

se věnoval předevš́ım
studiu algebraických
rovnic a teorii invari-
ant̊u.

Poznamenejme, že
derivace funkce g v
bodě 0 je vlastně
derivace funkce f v
bodě x0 podle vektoru
x − x0, viz definice
12.10.

Druhá derivace ve směrech ~s, ~r

∂2f(x)

∂~r ∂~s
= lim

t→0

1

t

[
grad f(x+ t~r)~s T −grad f(x)~s T

]
= ~r ·H(x) ·~s T .

Věta 12.18 : (Taylorova věta)
Necht’ funkce f : Ω → R je v okoĺı U(x0) ⊂ Ω bodu x0 ∈ Ω
(k + 1)-krát diferencovatelná. Potom pro každé x ∈ U(x0)
polož́ıme ~h = x− x0 a Taylor̊uv rozvoj funkce f v bodě x0

je dán vztahem

f(x)−f(x0)=df(x0,~h)+
d2f(x0,~h)

2!
+· · ·+d

kf(x0,~h)

k!
+Rk+1(x0,~h),

kde

Rk+1(x0,~h) =
1

(k + 1)!
dk+1f(x0 + ϑ(x− x0),~h), 0 < ϑ < 1 .

Důkaz : Polož́ıme g(t) = f(x0 + t(x − x0)) . Vyjádř́ıme
jednotlivé derivace funkce g pomoćı funkce f :

g′(0)=lim
t→0

g(t)−g(0)
t =grad f(x0) · (x− x0)=df(x,~h) ,

g′(t)=lim
ξ→t

g(ξ)−g(t)
ξ−t =lim

ξ→t
f(x0+ξ~h)−f(x0+t~h)

ξ−t =grad f(x0 +t~h) ·~h,

g′′(0) = lim
t→0

g′(t)−g′(0)
t = lim

t→0

grad [f(x0+t~h)−f(x0)]
t · ~h

=

(
lim
t→0

1
t

(
∂(f(x0+t~h)−f(x0))

∂x1

)
, · · · , lim

t→0

1
t

(
∂(f(x0+t~h)−f(x0))

∂xn

))
·~h

=
(
∂2f
∂x21
h1 + . . .+ ∂2f

∂xn∂x1
hn , · · · , ∂2f

∂x1∂xn
h1 + . . .+ ∂2f

∂x2n
hn

)
·~h

= ~h ·


∂2f
∂x21

∂2f
∂x1∂x2

. . . ∂2f
∂x1∂xn

...
...

...
...

∂2f
∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

. . . ∂2f
∂x2n

 · ~hT = ~h ·H(x0) · ~hT

= d2f(x0,~h) .

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hesse.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Hesse.html
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Analogicky postupujeme při výpočtu g′′(t), g′′′(t) · · · . Protože
funkce f je (k + 1)-krát diferencovatelná, pak i funkce g je
(k + 1)-krát diferencovatelná a z Taylorova rozvoje (MA1
věta 7.9) funkce jedné reálné proměnné dostaneme

g(t)−g(0) =
g′(0)

1!
t+

g′′(0)

2!
t2 + · · ·+ g(k+1)(ξ)

(k + 1)!
tk+1, ξ∈(0, t) .

Odtud a z rovnosti g(1)−g(0) = f(x)−f(x0) plyne tvrzeńı
věty.

Př́ıklad 12.22 : Taylor̊uv rozvoj funkce f(x, y) = x v bodě
x0 = [x0, y0] pro k = 1 je dán vztahy:

f(x, y)−f(x0, y0)= ∂f(x0,y0)
∂x (x−x0)+ ∂f(x0,y0)

∂y (y−y0)+R2(x0,x),

R2(x0,x)= 1
2!

(
∂2f(ξ0,η0)

∂x2 (x−x0)
2+2∂

2f(ξ0,η0)
∂x∂y (x−x0)(y−y0)

+∂2f(ξ0,η0)
∂y2 (y−y0)

2
)
, ξ0 ∈ (x0, x) ; η0 ∈ (y0, y).

Tedy x− x0 = 1 · (x− x0) + 0 .

Taylorovu formuli použ́ıváme pro aproximaci diference
∆f = f(x)− f(x0) pomoćı diferenciál̊u.

Př́ıklad 12.23 : Pro funkci f(x, y) = xy lze diferenci
∆f = xy − x0y0 psát ve tvaru

∆f = f(x, y)− f(x0, y0) ≈ ∂f(x0,y0)
∂x ∆x+ ∂f(x0,y0)

∂y ∆y ,

xy − x0y0 ≈ y0 ∆x+ x0 ∆y

kde chyba aproximace je

R2(x0, y0, x, y) = ∆x ·∆y = (x− x0) · (y − y0) .

Graf funkce
f(x, y) = xy s tečnou
rovinou v bodě [1, 0].
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13 Základńı pojmy optimalizace v Rn

13.1 Lokálńı a globálńı extrémy

Definice 13.1 : (Extrémy) Máme f : Ω 7→ R , x0∈Ω .
(A) Č́ıslo f(x0) se nazývá lokálńı minimum (maximum)
funkce f , když existuje okoĺı U(x0) bodu x0 takové, že plat́ı

f(x0) ≤ f(x) (f(x0) ≥ f(x)) ∀x ∈ U(x0) ∩ Ω.

Bod x0 je pak bod lokálńıho minima (maxima) na
množině Ω . Ṕı̌seme

f(x0) = min
x∈U(x0)∩Ω

f(x),
(
f(x0) = max

x∈U(x0)∩Ω
f(x)

)
.

Pokud pro x 6= x0 plat́ı ostré nerovnosti, potom hovoř́ıme
o ostrém (lokálńım) minimu (maximu).
(B) Č́ıslo f(x0) se nazývá globálńı minimum (maxi-
mum) funkce f na Ω, plat́ı-li

f(x0) ≤ f(x) (f(x0) ≥ f(x)) ∀x ∈ Ω .

Ṕı̌seme

f(x0) = min
x∈Ω

f(x),
(
f(x0) = max

x∈Ω
f(x)

)
.

Bod x0 je pak bod globálńıho minima (maxima) na
množině Ω . Extrémem funkce f rozumı́me maximum nebo
minimum této funkce.

PříkladyVěta 13.1 : (Nutná podmı́nka existence lokálńıho extrému)
Necht’ funkce f : Ω 7→ R je v bodě x0 ∈ Ω diferencovatelná
(definice (12.2)) a má v tomto bodě lokálńı extrém. Potom

df(x0,~h) = 0 ∀~h ∈ Rn , (⇒ grad f(x0) = 0) .

Pozor nulové parciálńı
derivace neznamenaj́ı
nulový diferenciál,
např. funkce

f(x, y) =
{ 0 x 6= y
x x = y

má parciálńı derivace
v bodě [0, 0] rovny
nule, ale neńı zde
diferencovatelná, ani
nenabývá v bodě [0, 0]
extrému.

Důkaz : (sporem)

Necht’ ∃~h 6= 0 ∈ Rn takové, že df(x0,~h) > 0 .

(Pro df(x0,~h) < 0 je d̊ukaz podobný).

Tedy df(x0,~h) = grad f(x0) · ~h = lim
t→0

f(x0+t~h)−f(x0)
t > 0 .

Odtud vyplývá, že existuje δ > 0 takové, že
f(x0 + t~h)− f(x0) > 0 pro t ∈ (0, δ) ,

f(x0 + t~h)− f(x0) < 0 pro t ∈ (−δ, 0) ,

což je spor s definićı extrému funkce f v bodě x0 .
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Definice 13.2 : (Stacionárńı bod)
Necht’ f je diferencovatelná funkce v bodě x0 . Bod x0 ∈ Ω se
nazývá stacionárńı bod diferencovatelné funkce f , když

grad f(x0) = 0 .

Body, ve kterých difer-
enciál funkce neexis-
tuje nebo je nulový,
se nazývaj́ı kritické
body funkce f (viz
MA1 definice 7.4).

Př́ıklad 13.1 :

Pro funkci f(x1, x2) = 2x2
1 + 2x2

2− 2x1x2− 4x1− 6x2 máme

grad f(x1, x2) = (4x1 − 2x2 − 4 , 4x2 − 2x1 − 6) .

V bodě [0, 0] určuje grad f(0, 0) = (−4,−6) směr největš́ıho
r̊ustu funkce f a −grad f = (4, 6) určuje směr největš́ıho
poklesu. Např́ıklad vektor ~v = (1, 0) určuje směr poklesu
v bodě [0, 0], nebot’ grad f ·~v = (−4,−6) · (1, 0) = −4 < 0 .

Pro stacionárńı body plat́ı

4x1 − 2x2 − 4 = 0

4x2 − 2x1 − 6 = 0

⇒ x1 = 7
3 ,

x2 = 8
3 .

Graf funkce x2 − y2.

Př́ıklad 13.2 :

1. Pro funkci f(x, y) = x2 + y2 je grad f = (2x, 2y) a bod
A = [0, 0] je stacionárńı bod. Bod A je bodem minima
funkce f a všechny směry jsou v tomto bodě směry
r̊ustu.

Pro druhý diferenciál funkce f plat́ı:

d2(x0,~h) = 2 dx2 + 2 dy2 > 0 ∀~h = (dx, dy) 6= (0, 0) .

2. Pro funkci f(x, y) = x2 − y2 je grad f = (2x,−2y)
a opět bod A = [0, 0] je stacionárńı bod funkce f . Na
př́ımce y = 0 má funkce f(x, 0) = x2 minimum v bodě
x = 0 a na př́ımce x = 0 má funkce f(0, y) = −y2

maximum v bodě y = 0 .

Pro druhý diferenciál funkce f nyńı plat́ı:

d2(x0,~h) = 2 dx2 − 2 dy2 . Odtud dostaneme

d2(x0, (1, 0)) = 2 > 0 , d2(x0, (0, 1)) = −2 < 0 .

Závěr: Stacionárńı bod [0, 0] je ve směru ~s = (1, 0) bo-
dem minima funkce f a ve směru ~s = (0, 1) je bodem
maxima funkce f (bod [0, 0] je tzv. sedlový bod).
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Věta 13.2 : (Postačuj́ıćı podmı́nky existence lokálńıho
extrému)
Necht’ funkce f : Ω 7→ R, Ω ⊂ Rn je dvakrát diferencovatelná
ve vnitřńım bodě x0 ∈ Ω a df(x0,~h) = 0 ∀~h ∈ Rn . Jestliže

1. d2f(x0,~h) > 0 ∀~h ∈ Rn, ~h 6= ~0 ,

pak je v bodě x0 ostré lokálńı minimum ;

2. d2f(x0,~h) < 0 ∀~h ∈ Rn, ~h 6= ~0 ,

pak je v bodě x0 ostré lokálńı maximum ;

3. ∃~h1 6= ~0 : d2f(x0,~h1) = 0 a d2f(x0,~h) ≥ 0 nebo
d2f(x0,~h) ≤ 0 ∀~h ∈ Rn ,

pak (zat́ım) nemůžeme rozhodnout,

4. ∃~h1,~h2 ∈ Rn :

d2f(x0,~h2) < 0 , pak ve směru ~h2 je funkce konkávńı
(v x0 je maximum),

d2f(x0,~h3) > 0 , pak ve směru ~h3 je funkce konvexńı
(v x0 je minimum),

v bodě x0 nenastává extrém, ale x0 je sedlový bod.

Graf funkce −x2 + y3,
která má stacionárńı
bod [0, 0] a
d2f = −2 dx2 +6y dy2.
V bodě [0, 0] plat́ı

d2f = −2 dx2 ≤ 0 .

Ve směru ~h1 = (0, 1)
je d2f([0, 0], (0, 1)) = 0
a neumı́me tedy podle
věty 13.2 rozhodnout
o typu extrému v bodě
[0, 0].

Důkaz : Funkce f je dvakrát diferencovatelná v bodě x0,
tedy podle definice (12.15) existuje okoĺı U(x0), na kterém
je funkce f diferencovatelná. Z věty (12.11) vyplývá pro
x = x0 + ~h ∈ U(x0) existence τ ∈ (0, 1) takového, že

f(x0 + ~h)− f(x0) = df(x0 + τ~h,~h)=
1

τ
df(x0 + τ~h, τ~h) .

Zároveň z definice druhého diferenciálu dostaneme

df(x0+τ~h, τ~h)−df(x0, τ~h)=d2f(x0, τ~h)+ω(τ~h), ω(τ~h)

‖τ~h‖2
→ 0.

Nyńı využijeme předpokladu věty df(x0,~h) = 0 a rovnosti
d2f(x0, τ~h) = τ 2d2f(x0,~h), tedy

f(x0 + ~h)− f(x0)=τ
(
d2f(x0,~h) + ‖~h‖2 ω(τ~h)

‖τ~h‖2

)
=τ ‖~h‖2

(
d2f(x0,

~h

‖~h‖
) + ω̃(~h)

)
, ω̃(~h) = ω(τ~h)

‖τ~h‖2
.



102 Matematická analýza 2

Protože druhý diferenciál d2f(x0,
~h

‖~h‖
) je spojitý v proměn-

né ~h, nabývá podle věty (12.4) na kompaktńı množině
M = {~v : ‖~v ‖ = 1} (jednotková sféra) svého minima
v nějakém vektoru ~v0 . Odtud a z předpokladu d2f(x0,~h)>

0 máme d2f(x0,
~h

‖~h‖
) ≥ d2f(x0, ~v0) = A > 0 . Neboli

f(x0 + ~h)− f(x0) ≥ τ ‖~h‖2
(
A+ ω̃(~h)

)
.

Pro dostatečně malé ~h je A + ω̃(~h) > 0 (ω̃(~h) → 0), tedy
f(x0 +~h)−f(x0) > 0 a v bodě x0 je ostré lokálńı minimum.

ad 2) Za předpokladu d2f(x0,~h)<0 dospějeme analogickým
zp̊usobem k závěru, že v dostatečně malém okoĺı bodu x0

je f(x0 + ~h) − f(x0) záporné a v bodě x0 je ostré lokálńı
maximum.

Zbývaj́ıćı podmı́nky nejsou podmı́nkami pro extrém (a proto
neńı co dokazovat), pouze logicky doplňuj́ı seznam znaménkových
možnost́ı druhého diferenciálu.

Poznámka 13.1 : Uvedeme ekvivalentńı podmı́nky či ek-
vivalentńı názvy př́ıslušných vlastnost́ı zahrnutých v
předpokladech věty (13.2). Plat́ı d2f(x0,~h) = ~hH(x0)~h

T

Pro druhý diferenciál
funkce f plat́ı: ∀~h 6= ~0
je

d2f(x0,~h) > 0 .

Hlavńı minory matice
H jsou determinanty
čtvercových submatic,
obsahuj́ıćıch levý hor-
ńı roh H.

1. • kvadratická forma ~hH(x0)~h
T je pozitivně definitńı,

• matice H(x0) je pozitivně definitńı,

• všechny hlavńı minory matice H(x0) jsou kladné, tj.

M1 > 0, M2 > 0, M3 > 0, . . . ,

• všechna vlastńı č́ısla matice H(x0) jsou kladná.

Pro druhý diferenciál
funkce f plat́ı: ∀~h 6= ~0
je

d2f(x0,~h) < 0 .

2. • kvadratická forma ~hH(x0)~h
T je negativně definitńı,

• matice H(x0) je negativně definitńı,

• hlavńı minory matice H(x) pravidelně stř́ıdaj́ı znaménka
a prvńı minor je záporný, tj.

M1 < 0, M2 > 0, M3 < 0, . . . ,

• všechna vlastńı č́ısla matice H(x0) jsou záporná.

3. • kvadratická forma ~hH(x0)~h
T a matice H(x0) jsou poz-

itivně semidefinitńı nebo negativně semidefinitńı,
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• alespoň jeden z hlavńıch minor̊u je nulový a plat́ı

M1≥0, M2≥0, . . . , nebo M1≤0, M2≥0, M3≤0, . . . ,

• vlastńı č́ısla H(x0) jsou nezáporná nebo nekladná, aspoň
jedno je nulové.

Pro druhý diferenciál
funkce f plat́ı: ∀~h 6= ~0
je

d2f(x0,~h) ≤ 0

nebo

d2f(x0,~h) ≥ 0

a ∃~h1 6= ~0 :

d2f(x0,~h1) = 0 .

∃~h2 6= ~0 :

d2f(x0,~h2) > 0

a ∃~h3 6= ~0 :

d2f(x0,~h3) < 0 .

4. • kvadratická forma ~hH(x0)~h
T a matice H(x0) jsou in-

definitńı,

• pro znaménka minor̊u nenastává ani jeden z předchoźıch
př́ıpad̊u,

• vlastńı č́ısla matice H(x0) jsou kladná i záporná.

Př́ıklad 13.3 : Vyšetř́ıme lokálńı extrémy funkce

f(x1, x2) = 2x2
1 + 2x2

2 − 2x1x2 − 4x1 − 6x2.

Stacionárńı bod x0 urč́ıme ze soustavy

4x1 − 2x2 = 4 ,
−2x1 + 4x2 = 6 .

Odtud

x0 =
[

7
3 ,

8
3

]
, H =

(
4 −2
−2 4

)
,

M1 = 4 > 0 ,
M2 = 12 > 0 .

Hessova matice (a tedy i druhý diferenciál) je pozitivně
definitńı. Proto funkce f má v bodě x0 minimum:

min f(x1, x2) = f
(

7
3 ,

8
3

)
= −114

9 .

Poznámka 13.2 : Bod x0 ∈ Rn je sedlový bod funkce f :
Rn 7→ R, jestliže grad f(x0) = 0 a plat́ı

∃ δ1, δ2 > 0, ~h1,~h2 ∈ Rn : f(x0+t1~h1) ≤ f(x0) ≤ f(x0+t2~h2),
∀ ti ∈ (−δi, δi) , i = 1, 2 .

V prvńım směru ~h1 nabývá funkce f maxima a v druhém
směru ~h2 nabývá minima v bodě x0 .

Př́ıklad 13.4 : Vyšetř́ıme stacionárńı body funkce

f(x, y) = x3 + y3 − 3xy . Vypočteme

grad f(x, y) =

(
3x2 − 3y
3y2 − 3x

)
, H(x, y) =

(
6x , −3
−3 , 6y

)
.



104 Matematická analýza 2

Stac. bod H Vlast. č́ısla Typ H Typ bodu

A = [0, 0]

(
0 −3
−3 0

)
λ1 = 3
λ2 = −3

indefinitńı sedlový

B = [1, 1]

(
6 −3
−3 6

)
λ1 = 9
λ2 = 3

pozitivně
definitńı

minimum

Všimneme si podrobněji druhého diferenciálu d2f = ~hH~hT

= (h1, h2)

(
0 −3
−3 0

)(
h1

h2

)
= −6h1h2 ve stacionárńım

bodě A = [0, 0]. Zvolme ~h = (1, 1) a uvažujeme danou
funkci f(x, y) na př́ımce x = t, y = t, tj. funkci g(t) =
f(t, t) = 2t3 − 3t2. Protože g′′(0) = −6 < 0, pak na dané
př́ımce (tj. ve směru vektoru ~h = (1, 1)) nabývá funkce f
maxima pro t = 0.
Zvoĺıme-li ~h = (1,−1), pak na př́ımce x = t, y = −t
nabývá funkce f svého minima (g′′(0) = 6 > 0, kde g(t) =
f(t,−t) = 3t2) pro t = 0.

Př́ıklad 13.5 : Vyšetř́ıme stacionárńı body funkce f , kde
f(x, y) = x4 + y4 − (x+ y)2 . Plat́ı

grad f(x, y) =
(
4x3 − 2(x+ y) , 4y3 − 2(x+ y)

)
,

H[x, y] =

(
12x2 − 2 −2
−2 12y2 − 2

)
. Potom

Stac. bod H Hlavńı minory Typ bodu

[1, 1]

(
10 −2
−2 10

)
M1 = 10 > 0
M2 = 96 > 0

bod minima

[−1,−1]

(
10 −2
−2 10

)
M1 = 10 > 0
M2 = 96 > 0

bod minima

[0, 0]

(
−2 −2
−2 −2

)
M1 = −2 < 0
M2 = 0

Podle věty
(13.2) nelze
rozhodnout

Vyšetř́ıme funkci f(x, y) v bodě [0, 0] na př́ımkách

a) x = t, y = t : g(t) = f(t, t) = 2t4−4t2; g′′(0) = −8 < 0
maximum;

b) x = −t, y = t : g(t) = f(−t, t) = 2t4; g(4)(0) = 48 > 0
(prvńı nenulová derivace v bodě t = 0 je sudá a kladná)

minimum.

Odtud je vidět, že bod [0, 0] je sedlovým bodem funkce f .
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13.2 Extrémy vzhledem k podmnožině

Budeme vyšetřovat extrémy dané spojité funkce f v Rn na
takových podmnožinách V ⊂ Rn, které se daj́ı charakterizovat
systémem podmı́nek ve tvaru rovnost́ı nebo nerovnost́ı. Těmto
podmı́nkám ř́ıkáme vazbové podmı́nky a množině V ř́ıkáme
množina př́ıpustných bod̊u.

PříkladyDefinice 13.3 : (Úlohy s vazbami)
Mějme funkci f : Ω 7→ R, Ω ⊂ Rn je otevřená množina.

(A) Mějme spojité funkce hj(x) : Rn 7→ R, j = 1, 2, . . . , p ,
p < n a označme

V = {x ∈ Rn ∩ Ω : hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p}.
Úloha naj́ıt extrém funkce f na množině př́ıpustných bod̊u V
se nazývá optimalizačńı úloha s vazbami typu rovnosti.

(B) Mějme spojité funkce gi(x) : Rn 7→ R, i = 1, 2, . . . ,m
a označme

V̂ = {x ∈ Ω : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m} .
Úloha naj́ıt extrém funkce f na množině př́ıpustných bod̊u
V̂ se nazývá optimalizačńı úloha s vazbami typu
nerovnosti.

Je-li př́ıpustná množina V určena jak vazbami typu
rovnosti, tak vazbami typu nerovnosti, hovoř́ıme o úloze se
smı́̌senými vazbami (úloha optimálńıho ř́ızeńı).

Č́ıslo f(x0), ve kterém funkce f nabývá minima (max-
ima) vzhledem k množině V (viz definice (13.1)), se nazývá
lokálńı vázané minimum (maximum) a x0 je bodem
lokálńıho vázaného minima (maxima) (tedy extrému).

Na fotbalové utkáńı
prodáváme vstupenky
na stáńı za cenu x
a sezeńı za cenu y.
Jejich prodejnost po-
pisuj́ı funkce p1(x, y),
p2(x, y), pro které
plat́ı z kapacitńıch
d̊uvod̊u omezeńı
0 ≤ p1(x, y) ≤ S1,
0 ≤ p2(x, y) ≤ S2 .
Našim úkolem je
stanovit ceny x, y tak,
abychom maximalizo-
vali zisk, tedy vyřešit
úlohu

max
[x,y]∈V

(p1(x,y)x+p2(x,y)y),

kde V = {[x, y] ∈ R2 :
0 ≤ p1(x, y) ≤ S1, 0 ≤
p2(x, y) ≤ S2}.

Př́ıklad 13.6 : Je dána funkce f(x1, x2) = 2x2
1 + 2x2

2 −
2x1x2−4x1−6x2. Určete extrém funkce f na jednorozměrné
lineárńı varietě (př́ımce) x = t~s, ~s = (1, 1).

řešeńı: Na př́ımce x1 = t, x2 = t vyšetř́ıme funkci f(t, t) =
g(t) = 2t2 − 10t. Pro t = 5

2 je g′
(

5
2

)
= 0, g′′

(
5
2

)
= 4 > 0.

V bodě
[

5
2 ,

5
2

]
nabývá funkce f tzv. relativńıho minima

(minima vzhledem k dané varietě).
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Poznámka 13.3 : (řešitelnost optimalizačńı úlohy)
Jestliže množina V ⊂ Rn je kompaktńı (omezená a uzavřená)
a funkce f je spojitá na V , potom z věty (12.4) vyplývá, že
úlohy na hledáńı extrému (optima) min{f(x) : x ∈ V } ,
max{f(x) : x ∈ V } jsou řešitelné, tj. existuje jak min

x∈V
f(x),

tak max
x∈V

f(x) .

Př́ıklad 13.7 :

1) (optimalizačńı úloha s vazbami typu rovnosti)

Řeš́ıme úlohu min{f(x, y) : [x, y] ∈ V }, kde

f(x, y) = x2+y2 a př́ıpustná množina V je dána předpisem
V = {[x, y] ∈ R2 : y + x− 1 = 0} .

”Geometrická metoda”

Řezem grafu funkce f rovinou rovnoběžnou s osou z procházej́ıćı
”př́ımkou V ”je parabola.

V bodě [x0, y0] = [0,5 ; 0,5] je jej́ı minimum.

”Přechod k jedné proměnné”

Dosad́ıme y = −x+ 1 do funkce f , dostaneme funkci jedné
proměnné f(x, y(x)) = x2 + (−x + 1)2 = 2(x2 − x + 1

2) =
2((x − 1

2)2 + 1
4) . Tato funkce má minimum v bodě x0 = 1

2

⇒ y0 = 1
2 .

”Metoda gradientu”

”Př́ımka V ”je nulovou hladinou funkce h(x, y) = y+x−1 .
Gradient funkce h (pokud existuje), je ”kolmý”k hladině V
(přesněji k tečně hladiny V .)

Gradient funkce f v bodě [x0, y0] vázaného extrému vzhle-
dem k množině V je také kolmý k V .

Oba gradienty jsou tedy lineárně závislé, nebo-li existuje
λ ∈ R takové, že

grad f(x0, y0) + λ gradh(x0, y0) = 0 ∧ h(x0, y0) = 0 .

Konkrétně

2x0 + λ · 1 = 0
2 y0 + λ · 1 = 0
y0 + x0 − 1 = 0

 x0 =
1

2
, y0 =

1

2
, λ = −1 .
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T́ımto zp̊usobem však źıskáme pouze bod, ve kterém může
být extrém funkce f vzhledem k množině V .

2) (optimalizačńı úloha s vazbami typu nerovnosti)

Řeš́ıme úlohu min{f(x, y), [x, y] ∈ V̂ } , kde

f(x, y) = x2+y2 ; a př́ıpustná množina V̂ je dána předpisem
V̂ = {[x, y] ∈ R2 : g(x, y) = y + x− 1 ≤ 0} .

Jestliže bod [x0, y0] je vnitřńı bod množiny V̂ a funkce f
nabývá v tomto bodě extrému, pak podle věty (13.1) plat́ı

grad f(x0, y0) = 0

(pro diferencovatelnou funkci).

Jestliže bod [x0, y0] je hraničńım bodem množiny V̂ (neboli
g(x0, y0) = 0) a funkce f nabývá v tomto bodě extrému
vzhledem k jej́ı hranici ∂V̂ (= V ), pak podle prvńı části
př́ıkladu existuje λ̂ ∈ R tak, že plat́ı

grad f(x0, y0) + λ̂ grad g(x0, y0) = 0

(opět pro diferencovatelné funkce).

Obě předchoźı podmı́nky můžeme najednou zapsat ve tvaru

i) λ̂ g(x0, y0) = 0

ii) grad f(x0, y0) + λ̂ grad g(x0, y0) = 0 .

Konkrétně

λ̂ · (x0 + y0 − 1) = 0

(2x0, 2y0) + λ̂ · (1, 1) = (0, 0)

 x0 = 1
2 , y0 = 1

2 , λ̂ = −1

x0 = 0 , y0 = 0 , λ̂ = 0 .

V bodě [0, 0] je zřejmě minimum funkce f vzhledem k množině
V̂ . V bodě [1

2 ,
1
2 ] je minimum funkce f vzhledem k hranici

množiny ∂V̂ . Zbývá zjistit, zda je v tomto bodě extrém
vzhledem k celé množině V̂ .

Gradient funkce g směřuje ven z množiny V̂ . Připomeňme,
že gradient určuje směr největš́ıho r̊ustu funkce. Z rovnosti
grad f(x0, y0) = −λ̂ g(x0, y0) pak pro λ̂ < 0 plyne, že funkce
f ”roste k hranici”množiny V̂ (na hranici může být maxi-
mum) a naopak pro λ̂ > 0 klesá k hranici (může tam být
minimum).
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Konkrétně v našem př́ıkladě je λ̂ = −1, funkce f roste k
hranici, ale na hranici ∂V̂ nabývá minima, tedy vzhledem
k množině V̂ nemá funkce f v bodě [1

2 ,
1
2 ] extrém.

Věta 13.3 : (Karushovy – Kuhnovy – Tuckerovy nutné
podmı́nky vázaného extrému)

Necht’ Ω je otevřená množina a funkce f : Ω 7→ R je diferen-
covatelná na Ω .

i) Necht’ x0 je bod vázaného lokálńıho extrému funkce f
vzhledem k množině

V = {x ∈ Ω ⊂ Rn : hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p, p < n} ,

kde hj(x) jsou spojitě diferencovatelné funkce na Ω,
a necht’ vektory gradhj(x0) , j = 1, 2, . . . , p , jsou
lineárně nezávislé. Potom grad f(x0) je lineárńı kom-
binaćı vektor̊u gradhj(x0) , j = 1, 2, . . . , p , tj. existuj́ı
reálná č́ısla λ1, λ2, . . . , λp taková, že v bodě extrému
plat́ı

grad f(x0) +

p∑
j=1

λj gradhj(x0) = ~0 .

ii) Necht’ x0 je bod lokálńıho vázaného extrému funkce f

vzhledem k množině

V̂ = {x ∈ Ω ⊂ Rn : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m} ,

kde gi(x) jsou spojitě diferencovatelné funkce na Ω .

Necht’ I = {i : gi(x0) = 0} je množina index̊u těch
vazeb, ve kterých v bodě x0 nastává rovnost (tzv. ak-
tivńı vazba), a necht’ vektory grad gi(x0), i ∈ I, jsou
lineárně nezávislé. Potom existuj́ı č́ısla λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂m
taková, že v bodě extrému x0 plat́ı:

a) λ̂i gi(x0) = 0, λ̂i ≥ 0 pro minimum, i = 1, 2, . . . ,m

λ̂i ≤ 0 pro maximum, i = 1, 2, . . . ,m

b) grad f(x0) +
m∑
i=1

λ̂i grad gi(x0) = ~0 .
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Důkaz : i) Omeźıme se na funkce f : R2 7→ R.

Necht’ (x0, y0) je bod vázaného extrému funkce f s vazbou

h(x, y) = 0 . Z předpokladu gradh(x0, y0) 6= 0 plyne ∂h(x0,y0)
∂y 6=

0 nebo ∂h(x0,y0)
∂x 6= 0 .

Předpokládejme, že ∂h(x0,y0)
∂y 6= 0 (pro ∂h(x0,y0)

∂x 6= 0 je d̊ukaz
podobný). Pak rovnice h(x, y) = 0 je podle věty (12.17)
v okoĺı bodu [x0, y0] jednoznačně řešitelná a existuje difer-
encovatelná funkce y = y(x), pro kterou h(x, y(x)) = 0,
y0 = y(x0). Odtud plyne

dh(x, y(x))

dx
(x0) = 0⇔ ∂h(x0, y0)

∂x
+
∂h(x0, y0)

∂y

dy(x0)

dx
= 0 .

V bodě vázaného extrému x0 funkce f muśı platit (nutná
podmı́nka extrému funkce jedné proměnné x)

df(x, y(x))

dx
(x0) = 0⇔ ∂f(x0, y0)

∂x
+
∂f(x0, y0)

∂y

dy(x0)

dx
= 0 .

Z posledńıch dvou vztah̊u dostaneme (pro fy = 0 je fx = 0

a λ̂ = 0)

−fx(x0, y0)

fy(x0, y0)
= −hx(x0, y0)

hy(x0, y0)
.

Odtud vyplývá, že existuje konstanta λ̂ taková, že plat́ı
fx + λ̂ hx = 0 , fy + λ̂ hy = 0 , neboli

grad f(x0, y0) + λ̂ gradh(x0, y0) = 0 .

ii) Pro bod x0 ∈ int V̂ je nutná podmı́nka extrému funkce f
grad f(x0) = 0 (věta 13.1), tud́ıž pro λ̂i = 0 jsou podmı́nky
a), b) splněny.

Pro x0 ∈ ∂V̂ dostaneme z prvńı části d̊ukazu této věty

podmı́nku b) grad f(x0) +
m∑
i=1

λ̂i grad gi(x0) = ~0 .

Pokud je v bodě x0 minimum (pro maximum je d̊ukaz
podobný) funkce f vzhledem k množině V̂ , potom

∃U(x0)∀x ∈ U(x0) ∩ V̂ : f(x) ≥ f(x0).

Odtud vyplývá pro derivaci podle vektoru x−x0 nerovnost

0 ≤ ∂f(x0)
∂(x−x0) = grad f(x0) (x− x0). Spolu s podmı́nkou b)
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dostaneme
m∑
i=1

λ̂i grad gi(x0) (x− x0) ≤ 0.

Pro neaktivńı vazby (i /∈ I, gi(x0) 6= 0) polož́ıme λ̂i = 0 .

Pro aktivńı vazby voĺıme x∈ ∂V̂ tak, že ∃ k∈I : gk(x)<0
∧ gi(x) = 0 , i ∈ I , i 6= k , (jednu vazbu vynecháme).
Protože hranice množiny V̂ je tvořena nulovými hladinami
funkćı gi, plat́ı podle druhé části věty (12.9) rovnosti

grad gi(x0) (x − x0) = 0 , i 6= k . Odtud a z předchoźı
nerovnosti plyne λ̂k grad gk(x0) (x− x0) ≤ 0 .

Protože gk(x) < 0∧gk(x0) = 0, tak grad gk(x0) (x−x0) < 0,
tedy λ̂k ≥ 0 . (Pro grad gk(x0) (x − x0) = 0 , dostaneme
lineárńı závislost vektor̊u grad gk(x0), grad gi(x0), i 6= k ,
což je ve sporu s předpokladem.)

Př́ıklad 13.8 : Najděte extrém funkce f(x, y) = x2 + y2

vzhledem k př́ıpustné množině V , která je určená podmı́nkou
h(x, y) = x2

4 + y2 − 1 = 0 .

”Geometricky”

Hladiny funkce f jsou kružnice se středem v počátku a
př́ıpustná množina V je elipsa se středem v počátku.

V bodech [−2, 0] , [2, 0] má funkce f maximum vzhledem
k množině V .

V bodech [0,−1] , [0, 1] má funkce f minimum vzhledem k
množině V .

”Přechod k jedné proměnné”

Polož́ıme x = 2 cos t , y = sin t , t ∈ 〈0, 2π) .

Potom f(t) = 4 cos2 t+ sin2 t , f ′(t) = −3 sin 2t, f ′(t) = 0
pro t1 = 0, t2 = π

2 , t3 = π, t4 = 3π
2 .

Zároveň f ′′(0) = f ′′(π) = −12 < 0⇒ maximum a f ′′(π2 ) =
f ′′(3π

2 ) = 12 > 0⇒ minimum.

”Kuhnovy – Tuckerovy nutné podmı́nky”

V bodě [x, y] vázaného extrému funkce f muśı platit

grad f(x, y) + λ gradh(x, y) = 0 ∧ h(x, y) = 0 . Tedy
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2x+ λ x
2 = 0

2y + λ 2y = 0

x2

4 + y2 − 1 = 0


x = 0 , y = ±1 , λ = −1 ,

y = 0 , x = ±2 , λ = −4 .

Posledńı metodou jsme źıskali (ne vždy všechny) body, ve
kterých může být extrém funkce f vzhledem k množině V .
Pomoćı následuj́ıćı metody se pokuśıme rozhodnout, zda v
daných bodech je vázané maximum nebo minimum funkce f .

Metoda Lagrangeovy funkce
Tato metoda je
velmi univerzálńı a
řada je- j́ıch modi-
fikaćı se využ́ıvá v
mnoha numerických
metodách.
Samotná Lagrangeova
funkce je základem
tzv. teorie duality.

Základńı myšlenka metody spoč́ıvá v tom, že se pro optimal-
izačńı úlohu sestroj́ı pomocná Lagrangeova funkce tak, že nutné
podmı́nky minima pro úlohu s vazbami (věta (13.4) se stanou
podmı́nkami stacionárńıho bodu Lagrangeovy funkce.

Pro úlohu z předchoźıho př́ıkladu definujeme Lagrangeovu
funkci vztahem

L(x, y, λ) = f(x, y) + λh(x, y) .

Koeficient λ se nazývá Langrange̊uv multiplikátor. Pro body
[x, y] ∈ V plat́ı L(x, y, λ) = f(x, y), to znamená, že funkce L , f
maj́ı stejné extrémy vzhledem k množině V .

Pro stacionárńı bod [x, y, λ] Lagrangeovy funkce L plat́ı

gradL(x, y, λ) = ~0, tedy

∂L
∂x = ∂f

∂x + λ ∂h
∂x = 0

∂L
∂y = ∂f

∂y + λ ∂h
∂y = 0

⇔ grad f + λ gradh = 0 ,

∂L
∂λ = h(x, y) = 0 ,

což odpov́ıdá nutným podmı́nkám vázaného extrému.

Nyńı budeme předpokládat, že funkce f , h jsou dvakrát difer-
encovatelná a odvod́ıme vztah pro druhý diferenciál Lagrangeovy
funkce.
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d2L =
∂2L

∂x2
dx2 +

∂2L

∂y2
dy2 +

∂2L

∂λ2︸︷︷︸
=0

dλ2

+2

(
∂2L

∂x∂y
dx dy +

∂2L

∂x∂λ
dx dλ+

∂2L

∂y∂λ
dy dλ

)
=

∂2f

∂x2
dx2 + 2

∂2f

∂x∂y
dx dy +

∂2f

∂y2
dy2

+λ

(
∂2h

∂x2
dx2 + 2

∂2h

∂x∂y
dx dy +

∂2h

∂y2
dy2

)
+2

(
∂h

∂x
dx+

∂h

∂y
dy

)
︸ ︷︷ ︸

=dh=0 vazba

dλ

= d2f + λ d2h .

Druhý diferenciál La-
grangeovy funkce mů-
žeme vypoč́ıtat i po-
stupně d2L = d(dL) =
d(Lxdx+Lydy+Lλdλ)
= d ( fx dx + fy dy +
λ (hx dx + hy dy ) +
h dλ) = d2f + λ d2h .

Př́ıklad 13.9 : Vrát́ıme se k předchoźımu př́ıkladu (13.8),
kde hledáme extrém funkce f(x, y) = x2 + y2 vzhledem
k př́ıpustné množině V = {[x, y] ∈ R2 ; x2

4 + y2 − 1 = 0} .

Druhý diferenciál Lagrangeové funkce je dán vztahem

d2L = 2 dx2 + 2 dy2 + λ (1
2 dx

2 + 2 dy2)

a vazbová podmı́nka je dh = x
2 dx+ 2y dy = 0 .

Ve stacionárńıch bodech Lagrangeové funkce plat́ı

[0,±1] , λ = −1 stac. body [±2, 0] , λ = −4
dy = 0 vazba dx = 0

d2L = 3
2 dx

2 > 0 (dx, dy) 6= ~0 d2L = −6 dy2 < 0
minimum typ extrému maximum

Poznamenejme, že v bodech [±2, 0] je maximum funkce f
i vzhledem k množině V̂ = {[x, y] ∈ R2 ; x2

4 + y2 − 1 ≤ 0} ,

nebot’ funkce f směrem k hranici ∂V̂ roste (λ = −4 < 0).

Naopak v bodech [0,±1] neńı extrém funkce f vzhledem
k množině V̂ .

Poznámka 13.4 : V úlohách s vazbami najdeme metodou
Lagrangeovy funkce body, v nichž může nastat extrém
(vycháźıme z nutných podmı́nek). Na př́ıkladu (13.9) jsme
ukázali, že postačuj́ıćı podmı́nky lze źıskat z druhého diferen-
ciálu Lagrangeovy funkce.
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Věta 13.4 : (postačuj́ıćı podmı́nky vázaného extrému)

Necht’ funkce f : Ω 7→ R je dvakrát diferencovatelná na
otevřené množině Ω ⊂ Rn .

i) Necht’ funkce hj : Ω 7→ R , j = 1, 2, . . . , p, p < n maj́ı
spojité parciálńı derivace na Ω a jsou dvakrát diferencovatelné
v bodě x0 ∈ V , kde

V = {x ∈ Ω : hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , p, p < n} .
Dále existuj́ı reálná č́ısla λ1, λ2, . . . , λp taková, že v bodě

x0 ∈ V plat́ı grad f(x0) +
p∑
j=1

λj gradhj(x0) = ~0 .

Necht’ vektory gradhj(x0) jsou lineárně nezávislé a pro
každý nenulový vektor dx = (dx1, dx2, . . . , dxn) takový, že
gradhj(x0) · dx = 0, j = 1, 2, . . . , p, plat́ı

d2f(x0, dx) +

p∑
j=1

λj d
2hj(x0, dx) > 0 (< 0) .

Potom x0 je bod ostrého (lokálńıho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k množině V .

ii) Necht’ funkce gi : Ω 7→ R , i = 1, 2, . . . ,m, maj́ı spojité
parciálńı derivace na Ω a jsou dvakrát diferencovatelné v bodě
x0 ∈ V̂ , kde

V̂ = {x ∈ Ω : gi(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . ,m}
Necht’ existuj́ı č́ısla λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂m taková, že v bodě x0 plat́ı:

λ̂i gi(x0) = 0 ∧ λ̂i ≥ 0 (λ̂i ≤ 0), i = 1, 2, . . . ,m ,

grad f(x0) +
m∑
i=1

λ̂i grad gi(x0) = ~0 .

Dále necht’ I = {i : gi(x0) = 0} a vektory grad gi(x0), i∈I
jsou lineárně nezávislé. Nav́ıc necht’ pro každý nenulový vektor
dx = (dx1, dx2, . . . , dxn) takový, že
grad gi(x0) · dx = 0, pro i ∈ I, pro které λ̂i > 0 (λ̂i < 0) ,
grad gi(x0) · dx ≤ 0, pro ostatńı indexy i ∈ I (tj. λ̂i = 0) ,
plat́ı

d2f(x0, dx) +

p∑
i=1

λ̂i d
2gi(x0, dx) > 0 (< 0) .

Potom x0 je bod ostrého (lokálńıho) minima (maxima)
funkce f vzhledem k množině V̂ .

V bodě x0 jsou
tedy splněny nutné
podmı́nky vázaného
lokálńıho extrému
funkce f
vzhledem k množině V,
viz věta (13.3).

Je-li druhý diferenciál
Lagrangeovy funkce
d2L(x0, λ, dx) in-
definitńı v bodě x0,
pak funkce f nemá v
tomto bodě extrém
vzhledem k př́ıpustné
množině V .

Pokud λi>0, potom
nás zaj́ımá, zda je
minimum funkce f
na hranici ∂V̂ , tj.
grad gi(x0) dx = 0 .
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Důkaz : i) Pro jednoduchost předpokládáme f, h :R2→R
a V = {[x, y] ∈ R2 : h(x, y) = 0} . Z d̊ukazu věty (13.3)
v́ıme, že množina V je v okoĺı bodu [x0, y0] tvořena grafem
funkce y : U(x0)→ R, pro kterou h(x, y(x)) = 0 .

Označ́ıme F (x) = f(x, y(x)) , potom dF
dx = ∂f

∂x + ∂f
∂y

dy
dx

a d2F
dx2 = ∂2f

∂x2 + ∂2f
∂y∂x

dy
dx + ∂2f

∂x∂y
dy
dx + ∂2f

∂2y
dy2

dx2 + ∂f
∂y

d2y
dx2 , odtud

d2F = d2f + ∂f
∂yd

2y .

Podobně označ́ıme H(x) = h(x, y(x)) a na V dostaneme
H = dH = d2H = 0, tedy d2H = d2h+ ∂h

∂y d
2y = 0 a také

d2F = d2F + λd2H = d2f + λd2h+
(
∂f
∂y + λ∂h∂y

)
d2y .

Z nutné podmı́nky extrému plyne fx+λhx=0, fy +λhy=
0 a odtud d2F = d2f + λd2h . Z postačuj́ıćı podmı́nky
minima (maxima) pro funkci jedné proměnné d2F

dx2 > (<) 0
dostaneme postačuj́ıćı podmı́nky vázaného minima (max-
ima)

d2f([x0, y0], (dx, dy)) + λd2h([x0, y0], (dx, dy)) > (<) 0

pro vektory (dx, dy) 6= ~0 splňuj́ıćı

dH([x0, y0], (dx, dy)) = gradh(x0, y0)(dx, dy) = 0 .

Př́ıklad 13.10 : Stanovte extrém funkce f(x, y) = xy na
př́ıpustné množině V určené podmı́nkou x+ y − 1 = 0.

L(x, y, λ) = xy + λ(x+ y − 1).

∂L

∂x
= y + λ ,

∂L

∂y
= x+ λ ,

∂L

∂λ
= x+ y − 1 .

Stacionárńı bod

x0 = y0 =
1

2
, λ = −1

2
.

Máme df = ydx+ xdy, d2f = 2dx dy a dx+ dy = 0 na V .
Proto

d2f = 2dx (−dx) = −2dx2 < 0 .

Bod
[

1
2 ,

1
2

]
je bodem maxima funkce f na V ; max f = 1

4 .
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Př́ıklad 13.11 : Stanovte extrém funkce f(x, y, z) = xy +
yz + xz na množině V = {[x, y, z] ∈ R3 : xyz − 1 = 0}.
Lagrangeova funkce: L(x, y, z, λ) = xy+yz+xz+λ(xyz−1).

Nutné podmı́nky:

∂L
∂x : y+z +λyz=0

∂L
∂y : x+z+λxz=0

∂L
∂z : y+x+λxy=0

⇒
xy+xz+λxyz=0

xy+yz+λxyz=0

yz+xz+λxyz=0

⇒
x=y, z 6=0,

y=z, x 6=0.

Jde o úlohu naj́ıt mezi
kvádry jednotkového
objemu ten, který má
minimálńı povrch (je
to krychle !).

Př́ıpustným bodem je S = [1, 1, 1]; pak λ = −2. Prověř́ıme
splněńı postačuj́ıćıch podmı́nek podle věty (13.4). Plat́ı
∂2L
∂x2 = 0 , ∂2L

∂x∂y = 1 + λz , ∂2L
∂x∂z = 1 + λy , ∂2L

∂y2 = 0 ,
∂2L
∂y∂z = 1 + λx , ∂2L

∂z2 = 0 . Tedy

d2L(x0, λ,~h) =

= 2(1 + λz)h1h2 + 2(1 + λy)h1h3 + 2(1 + λx)h2h3|S,λ=−2

= −2(h1h2 + h1h3 + h2h3) ;

Vazba

gradh(x, y, z) · ~h =


yz

xz

xy


S

· ~h = h1 + h2 + h3 = 0 .

Dosazeńım h3 = −h1−h2 dostaneme −2(h1h2−h2
1−h1h2−

h1h2 − h2
2) = 2(h2

1 + h1h2 + h2
2) = 1

2(4h2
1 + 4h1h2 + 4h2

2) .

Tato kvadratická forma má pozitivně definitńı matici

(
4 2

2 4

)
(vlastńı č́ısla jsou λ1 = 6 , λ2 = 2), proto bod S = [1, 1, 1]
je bodem minima.
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14 Diferencovatelná zobrazeńı

14.1 Základńı pojmy

x

y

P A

BC

f

x

y

P ′

A′

B′

C ′

Definice 14.1 : (vektorová funkce)
Mějme m funkćı fi : Ω → R, Ω ⊂ Rn , i = 1, 2, . . . ,m .
Zobrazeńı f(x) : Ω 7→ Rm , f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x))
se nazývá vektorová funkce vektorového argumentu.
Funkce fi, i = 1, 2, . . . ,m se nazývaj́ı složky vektorové
funkce.

Př́ıklad 14.1 : Máme vektorovou funkci f : R2 → R2 ,

f = (f1, f2) = (y1, y2) , kde

y1 = 2x1 + x2 ,

y2 = x1 + 3x2 ,
maticově y = A · x , kde A =

(
2 1
1 3

)
.

Body (x1, x2) ∈ R2 zobrazujeme v jednom kartézském systému
a jejich obrazy (y1, y2) ∈ R2 v jiném kartézském systému.

Uvedená vektorová funkce přǐrazuje bod̊um čtverce PABC
body rovnoběžńıka P ′A′B′C ′ tak, že P → P ′, A→ A′, . . . .

Konkrétně čtverec P (0, 0)A(1, 0)B(1, 1)C(0, 1) se zobraźı
na rovnoběžńık P ′(0, 0)A′(2, 1)B′(3, 4)C ′(1, 3) .

Poznamenejme, že obsah rovnoběžńıka meas (P ′A′B′C ′) je
roven 5 a hodnota determinantu matice detA je také 5,
tedy plat́ı

meas (P ′A′B′C ′) = | detA| ·meas (PABC) .

Zároveň plat́ı

A =


∂y1

∂x1

∂y1

∂x2

∂y2

∂x1

∂y2

∂x2

 =

 grad y1

grad y2

 .

Uvedené vlastnosti zobecńıme v následuj́ıćım textu.
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Definice 14.2 : (spojitost vektorové funkce)
Bod y0 ∈ Rm se nazývá limita vektorové funkce f v hro-
madném bodě x0 množiny Ω ⊂ Rn, ṕı̌seme

lim
x→x0

f(x) = y0 ,

když pro každou posloupnost xn → x0 plat́ı f(xn)→ y0.
Když y0 = f(x0), pak ř́ıkáme, že vektorová funkce f
je spojitá v bodě x0 . Vektorová funkce f je spojitá na
Ω ⊂ Rn, je-li spojitá v každém bodě x ∈ Ω.

Věta 14.1 : (spojitost po složkách)

i) Funkce f má v bodě x0 limitu y0 = (y01, y02, . . . , y0m)
právě tehdy, když lim

x→x0

fi(x) = y0i , i = 1, 2, . . . ,m .

ii) Vektorová funkce f je spojitá v bodě x0 právě tehdy, když
funkce fi , i = 1, 2, . . . ,m jsou spojité v bodě x0 .

Důkaz : plyne z nerovnosti |fi(x)−y0i|≤
√

m∑
i=1

(fi(x)− y0i)2.

Definice 14.3 : (diferencovatelnost vektorové funkce)
Vektorová funkce f : Rn → Rm o složkách f1, f2, . . . , fm je
diferencovatelná v bodě x0 ∈ Ω ⊂ Rn, jestliže funkce
fi , i = 1, 2, . . . ,m jsou diferencovatelné v bodě x0 . Difer-
enciálem vektorové funkce f je potom vektor

dfT (x0,~h)=


df1(x0,~h)

df2(x0,~h)
...

dfm(x0,~h)

=


grad f1(x0)~h

grad f2(x0)~h
...

grad fm(x0)~h

= Jf(x0)~h .

Zde opět ~h = x− x0 . Matice Jf(x0) (typu (m,n)), jej́ıž řádky
jsou grad fi(x0), se nazývá derivace vektorové funkce f
v bodě x0 nebo Jacobiova matice vektorové funkce f .
Tuto matici také označujeme

f ′(x) = grad f(x) = Jf(x) =
D(f)

D(x)
=
D(f1, f2, . . . , fm)

D(x1, x2, . . . , xn)
.

Pro m = n se determinant Jacobiovy matice det Jf(x) nazývá
jakobián.
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Definice 14.4 : (regulárńı vektorová funkce)
Vektorová funkce f : Rn 7→ Rn se nazývá regulárńı ve
vnitřńım bodě x ∈ Ω ⊂ Rn, jestliže

1. prvky Jacobiovy matice jsou spojité funkce v bodě x
(tj. f je spojitě diferencovatelná),

2. det Jf(x) 6= 0 .

Vektorová funkce f je regulárńı v Ω, je-li regulárńı v každém
vnitřńım bodě x ∈ Ω.

Pokud det Jf (x) 6=
0, pak také ř́ıkáme,
že matice Jf (x) je
regulárńı.

Věta 14.2 : ( o lokálně inverzńı vektorové funkci)
Necht’ vektorová funkce f : X 7→ Y , X ⊂ Rn, Y ⊂ Rn

je spojitá na X a regulárńı v bodě x0 ∈ X. Potom exis-
tuj́ı okoĺı U(x0) ⊂ X bodu x0 a okoĺı U(y0) ⊂ Y bodu
y0 = f(x0) taková, že f bijektivně (vzájemně jednoznačně)
zobrazuje U(x0) na U(y0). K restrikci f na U(x0) tak exis-
tuje inverzńı vektorová funkce f−1 : U(y0) 7→ U(x0), která je
regulárńı, a plat́ı

D(f−1)

D(y)
(y0) =

(
D(f)

D(x)

)−1

(x0) ,

tj. Jacobiova matice inverzńı vektorové funkce je inverzńı
matićı k Jacobiově matici p̊uvodńı vektorové funkce.

Polárńı souřadnice

Vyšetř́ıme vektorovou funkci f : R2 7→ R2 , (r, ϕ) 7→ (x, y)
danou vztahy

x = r cosϕ,
y = r sinϕ.

Pro libovolné (r, ϕ) ∈ R2 je f diferencovatelná funkce a plat́ı

f ′ = Jf =
D(x, y)

D(r, ϕ)
=

(
cosϕ − r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
; det Jf = r .

Takže pro r 6= 0 je vektorová funkce f regulárńı. Neńı však na

y

x0

r

ϕ

[x, y]

celém prostoru R2 bijektivńı (obrazem r̊uzných bod̊u (r1, ϕ1),
(r1, ϕ1 + 2π) je tentýž bod). Proto označ́ıme

P = {(r, ϕ) ∈ R2 : 0 < r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π} .
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Potom vektorová funkce f zobrazuje množinu P na množinu
X = R2\{(0, 0)} bijektivně a existuje inverzńı vektorová funkce
f−1 : X 7→ P . Tato inverzńı vektorová funkce je dána vztahy:

r =
√
x2 + y2 , ϕ =



arctg y
x , x > 0, y ≥ 0 ,

π
2 , x = 0 , y > 0 ,

π + arctg y
x , x < 0, y ∈ R ,

3π
2 , x = 0 , y < 0

2π + arctg y
x , x > 0, y < 0 .

Vektorová funkce f−1 ((r, ϕ) = f−1(x, y)) se nazývá soustava
polárńıch souřadnic. Pro jakobiovou matici funkce f−1 plat́ı Geometricky má č́ıslo

r význam vzdálenosti
bodu (x, y) od
počátku a č́ıslo ϕ
význam úhlu mezi
pr̊uvodičem bodu
(x, y) a kladným
směrem osy x.

Jf−1 =

(
x√
x2+y2

y√
x2+y2

−y
x2+y2

x
x2+y2

)
=

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ
r

cosϕ
r

)
.

Tedy Jf · Jf−1 =

(
1 0
0 1

)
.

Vektorová funkce f zobraźı počátek do počátku, př́ımku danou
rovnost́ı r = R zobraźı na kružnici vyjádřenou parametricky
rovnicemi x = R cosϕ, y = R sinϕ, ϕ ∈ R . Obrazem př́ımky
ϕ = ϕ1 je polopř́ımka vyjádřená parametrickými rovnicemi
x = r cosϕ1, y = r sinϕ1 (parametr r ≥ 0).

Obrazem vyplněného obdélńıku Ω∆r∆ϕ je vyplněná výseč mezikruž́ı
Ω∆x∆y a plat́ı meas (Ω∆x∆y) ≈ rmeas (Ω∆r∆ϕ) = det Jf ·meas (Ω∆r∆ϕ) .

Věta 14.3 : (geometrický význam jakobiánu)
Necht’ prosté regulárńı zobrazeńı f zobrazuje oblast Ωrϕ, která
obsahuje bod (r0, ϕ0), na oblast Ωxy, potom plat́ı (při označeńı
d = diam Ωrϕ (délka největš́ı možné úsečky lež́ıćı v Ωrϕ ),
meas (Ω) = mı́ra oblasti Ω)

lim
d→0

meas (Ωxy)

meas (Ωrϕ)
= | det Jf(r0, ϕ0)| .

Pro malé d ṕı̌seme přibližnou rovnost

meas (Ωxy) ≈ | det Jf(r0, ϕ0)| ·meas (Ωrϕ) .

Všimněme si, že pro
funkci f : R→ R
(hladká monotónńı)
ṕı̌seme tvrzeńı věty ve
tvaru

lim
|∆x|→0

|∆f |
|∆x|

= |f ′| .
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Cylindrické souřadnice

Necht’ vektorová funkce f je dána transformačńımi rovnicemi

x = r cosϕ ,
y = r sinϕ ,
z = z .

Protože det Jf = r , je na množině V = {(r, ϕ, z) ∈ R3 : 0 <
r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π, −∞ < z < +∞} tato vektorová
funkce regulárńı a prostá a zobrazuje množinu V na množinu
R3 \ {osa z} vzájemně jednoznačně.
Inverzńı vektorová funkce f−1 : (x, y, z) 7→ (r, ϕ, z) , kde

r =
√
x2 + y2

ϕ = jediný kořen rovnic x√
x2+y2

= cosϕ , y√
x2+y2

= sinϕ ,

z = z

se nazývá soustava cylindrických souřadnic.

z

x y

0

r

ϕ

z

[x, y, z]

z

x
y

0

[x, y, z]

r

ϕ
ϑ

Sférické souřadnice

Máme vektorovou funkci f danou transformačńımi rovnicemi

x = r cosϕ cosϑ,
y = r sinϕ cosϑ,
z = r sinϑ.

Potom det Jf = r2 cosϑ a jakobián je roven nule právě tehdy,
když r = 0 nebo ϑ = π

2 +kπ, k ∈ Z . Vektorová funkce f je proto
regulárńı a prostá na množině

V = {(r, ϕ, ϑ) ∈ R3 : 0 < r < +∞, 0 ≤ ϕ < 2π, −π
2
< ϑ <

π

2
}.

Inverzńı vektorová funkce f−1 : (x, y, z) 7→ (r, ϕ, ϑ)

f−1 : r =
√
x2 + y2 + z2,

ϕ = jediný kořen rovnic x√
x2+y2

= cosϕ , y√
x2+y2

= sinϕ ,

ϑ = jediný kořen rovnice sinϑ = z√
x2+y2+z2

se nazývá soustava sférických souřadnic.

Pro pevné ϕ = ϕ0 vznikne souřadnicová plocha, která
je popsaná parametrickými rovnicemi x = r cosϕ0 sinϑ ,
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y = r sinϕ0 sinϑ, z = r cosϑ ; je to (”poledńıková”) rovina
procházej́ıćı osou z.

Pro pevné r = r0 je souřadnicová plocha dána parametric-
kými rovnicemi x = r0 cosϕ sinϑ, y = r0 sinϕ sinϑ, z = r0 cosϑ;
je to kulová plocha o rovnici x2 + y2 + z2 = r2

0 .
Pro pevné ϑ = ϑ0 je souřadnicovou plochou plocha kuželová.
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15 Riemann̊uv integrál v Rn

15.1 Definice a základńı vlastnosti Riemannova integrálu

Definice 15.1 : (Riemann̊uv integrál v R)
(i) Necht’ f : 〈a, b〉 → R je omezená funkce. Množina D =
{x0, x1, . . . , xk ; a = x0 < x1 < x2 < . . . < xk = b} se nazývá
děleńı intervalu 〈a, b〉 a č́ıslo ν(D) = max

0≤i≤k−1
(xi+1 − xi) se

nazývá krok (norma) děleńı D . Označ́ıme

∆xi = xi+1 − xi ;
Mi = sup f(x), x ∈ 〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, . . . , k − 1 ;
mi = inf f(x), x ∈ 〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, . . . , k − 1 .

Každému děleńı D a funkci f přǐrad́ıme č́ısla:
horńı součet

U(f,D) =
k−1∑
i=0

Mi∆xi,

dolńı součet

L(f,D) =
k−1∑
i=0

mi∆xi,

integrálńı součet

J(f,D) =
k−1∑
i=0

f(ξi)∆xi, ξi ∈ 〈xi, xi+1〉 je libovolný bod.

(ii) Řekneme, že funkce f je Riemannovsky inte-
grovatelná na 〈a, b〉 (ṕı̌seme f ∈ R(〈a, b〉)), když existuje
reálné č́ıslo I = I(f) takové, že
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀děleńı D intervalu 〈a, b〉 s ν(D) < δ, ∀ ξi ∈
〈xi, xi+1〉, i = 0, 1, . . . , k − 1 : |J(f,D)− I| < ε .
Ř́ıkáme, že existuje limita integrálńıch součt̊u, a ṕı̌seme

lim
ν(D)→0

k−1∑
i=0

f(ξi)∆xi = I.
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Č́ıslo I se nazývá určitý Riemann̊uv integrál z funkce f
na intervalu 〈a, b〉 a znač́ı se

I =

b∫
a

f(x) dx .

Poznámka 15.1 : Aby byla definice 15.1 korektńı (tj. aby
měla rozumný smysl), je nutný předpoklad omezenosti
funkce f .

Definice 15.2 : (Riemann̊uv integrál v R2)
(i) Necht’ Q = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 ⊂ R2. Necht’ D1, D2 jsou děleńı
interval̊u 〈a, b〉, 〈c, d〉 ve smyslu definice 15.1, tj. množiny
{x0, x1, . . . , xr}, {y0, y1, . . . , ys}. Množina D všech obdélńık̊u

Qjk = 〈xj, xj+1〉 × 〈yk, yk+1〉,

j = 0, 1, . . . , r− 1; k = 0, 1, . . . , s− 1 , se nazývá děleńı
obdélńıku Q a č́ıslo

ν(D) = max
0≤j≤r−1
0≤k≤s−1

√
(∆xj)2 + (∆yk)2,

∆xj = xj+1 − xj,
∆yk = yk+1 − yk,

je krok (norma) děleńı D
Necht’ f : Q→ R je omezená funkce na Q ⊂ R2. Označ́ıme

Mjk = sup f(x, y) , (x, y) ∈ Qjk ;
mjk = inf f(x, y) , (x, y) ∈ Qjk .

Horńı součet př́ıslušný f a děleńı D je definován vztahem

U(f,D) =
r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

Mjk∆xj∆yk .

Dolńı součet př́ıslušný f a děleńı D je definován vztahem

L(f,D) =
r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

mjk∆xj∆yk .
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Integrálńı součet př́ıslušný f a děleńı D je definován vzta-
hem

J(f,D) =
r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

f(ξj, ηk)∆xj∆yk ,

kde (ξj, ηk) ∈ Qjk je libovolný bod.

(ii) Funkce f je Riemannovsky integrovatelná na Q
(ṕı̌seme f ∈ R(Q)), když existuje reálné č́ıslo I = I(f)
takové, že

∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀ děleńı D obdélńıku Q takové, že

ν(D) < δ ∀ (ξj, ηk) ∈ Qjk : |J(f,D)− I| < ε .

Č́ıslo

I = lim
ν(D)→0

J(f,D) = lim
ν(D)→0

r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

f(ξj, ηk)∆xj∆yk

se nazývá dvojný Riemann̊uv integrál funkce f přes
obdélńık Q a znač́ı se

I =

∫∫
Q

f(x, y) dxdy =

∫
Q

f(x, y) dQ .

(iii) Necht’ Ω ⊂ R2 je omezená oblast a na ńı je definovaná
omezená funkce f . Vybereme takový obdélńık Q, aby Ω ⊂ Q,
a sestroj́ıme funkci

F (x, y) =
{ f(x, y) , (x, y) ∈ Ω ,

0 , (x, y) ∈ Q \ Ω .

Dvojný integrál z funkce f přes Ω definujeme vztahem∫
Ω

f dΩ =

∫∫
Ω

f(x, y) dxdy =

∫∫
Q

F (x, y) dxdy .

Řekneme, že f je Riemannovsky integrovatelná na Ω,
ṕı̌seme f ∈ R(Ω).
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Definice 15.3 : (Riemann̊uv integrál v R3)
(i) Necht’ Q = 〈a1, b1〉×〈a2, b2〉×〈a3, b3〉 je kvádr v R3. Necht’

Dl jsou děleńı interval̊u 〈al, bl〉, l = 1, 2, 3.
Množina kvádr̊u

Qijk = 〈xi, xi+1〉 × 〈yj, yj+1〉 × 〈zk, zk+1〉

se nazývá děleńı kvádru Q. Č́ıslo

ν(D) = max
i,j,k

√
(∆xi)2 + (∆yj)2 + (∆zk)2

je krok (norma) děleńı D.
Necht’ f = f(x, y, z) : Q→ R je omezená funkce na Q ⊂ R3.
Analogicky jako v definićıch 15.1, 15.2 se definuj́ı horńı a dolńı
součty př́ıslušné funkci f a děleńı D. Integrálńı součet je
č́ıslo

J(f,D) =
r−1∑
i=0

s−1∑
j=0

p−1∑
k=0

f(ξi, ηj, ζk)∆xi∆yj∆zk ,

kde (ξi, ηj, ζk) ∈ Qijk je libovolný bod.

(ii) Funkce f je Riemannovsky integrovatelná na Q,
ṕı̌seme f ∈ R(Q), existuje-li č́ıslo

I = lim
ν(D)→0

J(f,D)

pro libovolné děleńı D kvádru Q. Znač́ı se

I =

∫∫∫
Q

f(x, y, z) dx dy dz =

∫
Q

f dQ , Q ⊂ R3 .

Č́ıslo I se nazývá trojný Riemann̊uv integrál.

(iii) Necht’ Ω ⊂ R3 je omezená oblast a na ńı je definovaná
omezená funkce f . Vybereme takový kvádr Q, aby Ω ⊂ Q

a sestroj́ıme funkci

F (x, y, z) =
{ f(x, y, z) , (x, y, z) ∈ Ω ,

0 , (x, y, z) ∈ Q \ Ω .
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Funkce f je Riemannovsky integrovatelná na Ω, jestliže
F je integrovatelná na Q, a definujeme∫
Ω

f dΩ =

∫∫∫
Ω

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
Q

F (x, y, z) dxdydz .

Definice 15.4 : (Riemann̊uv integrál v Rn)
(i) Necht’ Q je kvádr v Rn. Množina kvádr̊u

Qi1,i2,...,in = 〈x1
i1
, x1

i1+1〉 × 〈x2
i2
, x2

i2+1〉 × . . .× 〈xnin, x
n
in+1〉 ,

se nazývá děleńı kvádru Q. Č́ıslo

ν(D) = max
i1,...,in

√
(∆x1

i1
)2 + (∆x2

i2
)2 + · · ·+ (∆xnin)

2

se nazývá krok (norma) děleńı D.
Necht’ f = f(x1, x2, . . . , xn) : Q → R je omezená funkce
na Q ⊂ Rn. Analogicky jako v definici 15.2 se definuj́ı horńı a
dolńı součty př́ıslušné funkci f a děleńı D. Integrálńı součet
je č́ıslo

J(f,D) =

k1−1∑
i1=0

. . .

kn−1∑
in=0

f(ξ1
i1
, . . . , ξnin)∆x

1
i1

∆x2
i2
. . .∆xnin ,

kde (ξ1
i1
, . . . , ξnin) ∈ Qi1,...,in je libovolný bod.

(ii) Funkce f se nazývá Riemannovsky integrovatelná na
Q, existuje-li č́ıslo

I = lim
ν(D)→0

J(f,D)

pro libovolné děleńı D kvádru Q. Znač́ı se

I =
∫
. . .
∫

Q

f(x1, x2, . . . , xn) dx1dx2 . . . dxn =

=
∫
Q

fdQ =
∫
Q

f(x) dx , Q ⊂ Rn .

Č́ıslo I se nazývá Riemannovým integrálem v Rn přes Q.
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(iii) Necht’ Ω ⊂ Rn je omezená oblast a na ńı je definovaná
omezená funkce f . Vybereme takový kvádr Q, aby Ω ⊂ Q,
a definujeme funkci

F (x) =
{ f(x) , x ∈ Ω ,

0 , x ∈ Q \ Ω .

Funkce f je integrovatelná na Ω, je-li F integrovatelná na
množině Q, a definujeme∫

Ω

f dΩ =

∫
Ω

f(x) dx =

∫
Q

F (x) dx .

Věta 15.1 : (Kritérium integrovatelnosti)
Omezená funkce f je Riemannovsky integrovatelná na kvádru
(n-rozměrném intervalu) Q ⊂ Rn, n ≥ 1, právě tehdy, když
pro každé ε > 0 existuje děleńı D kvádru Q takové, že
(1) 0 ≤ U(f,D)− L(f,D) < ε .

Důkaz : je budován na celé řadě tvrzeńı a představuje
jádro teorie Riemannova integrálu. Součást́ı této teorie je
mimo jiné též teorie měřitelnosti množin Ω ⊂ Rn.

Věta 15.2 : (d̊usledek kritéria integrovatelnosti)
Funkce f je Riemannovsky integrovatelná právě tehdy, když

inf
D
U(f,D) = sup

D
L(f,D) = I .

Důkaz : Podmı́nka (1) z předchoźı věty je splněna právě
tehdy, když inf

D
U(f,D) ≤ sup

D
L(f,D) . Zároveň pro každé

děleńı D plat́ı

L(f,D) ≤ J(f,D) ≤ U(f,D) .

Odtud plyne lim
ν(D)→0

J(f,D) = I a funkce f je Rieman-

novsky integrovatelná.
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Př́ıklad 15.1 : Dirichletova funkce

f(x) =
{ 1 x je racionálńı č́ıslo,

0 x je iracionálńı č́ıslo,

x ∈ 〈a, b〉, neńı Riemannovsky integrovatelná:

U(f,D) = b − a pro každé děleńı D, nebot’ sup f = 1 na
každém intervalu 〈xi, xi+1〉;
L(f,D) = 0, protože inf f = 0 na každém intervalu 〈xi, xi+1〉.

Př́ıklad 15.2 : Funkce f(x) = 3
2x

1
2 sin 1

x−
1√
x

cos 1
x , x 6= 0,

neńı na žádném intervalu obsahuj́ıćım nulu Riemannovsky
integrovatelná, nebot’ f je neomezená na libovolném okoĺı
nuly. Existuje však Newton̊uv integrál z funkce f , nebot’

F (x) =
{

x
3
2 sin 1

x , x 6= 0 ,
0 , x = 0

je primitivńı funkce k f . Proto

(N )

1∫
0

f(x) dx = F (1)− F (0) = sin 1 .

x

y

0

Graf funkce
f(x)= 3

2
x

1
2 sin 1

x
− 1√

x
cos 1

x Př́ıklad 15.3 : Funkce f(x) =
{ 1 , x ∈ 〈0, 1〉,

0 , x ∈ 〈−1, 0)

je omezená a Riemannovsky integrovatelná. Neńı však Newtonovsky
integrovatelná. Kdyby totiž existovala primitivńı funkce F
k funkci f , pak funkce F muśı být spojitá a muselo by platit

F (x) =
{ x+ c , x ∈ 〈0, 1〉,

c , x ∈ 〈−1, 0),
c ∈ R . Funkce F však neńı

diferencovatelná v bodě 0 , tedy F neńı primitivńı k f .

Poznámka 15.2 : Integrovatelnost funkce (v Riemannově
smyslu) je vlastnost, která se neměńı při změně funkce
v konečně mnoha bodech, tj.:
necht’ f, g jsou definovány na 〈a, b〉, f ∈ R(〈a, b〉) a g se
lǐśı od f v konečně mnoha bodech intervalu 〈a, b〉. Potom
g ∈ R(〈a, b〉) a plat́ı

b∫
a

f(x) dx =

b∫
a

g(x) dx .
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Věta 15.3 : (výpočet Riemannova integrálu)
Necht’ f ∈ R(〈a, b〉) a necht’ existuje primitivńı funkce F
k funkci f na 〈a, b〉, tj. F ′(x) = f(x) , x ∈ 〈a, b〉. Potom
f ∈ N (〈a, b〉) (f má Newton̊uv integrál na 〈a, b〉) a plat́ı

(N )

b∫
a

f(x) dx = (R)

b∫
a

f(x) dx .

Důkaz : Zvolme libovolné děleńı D intervalu 〈a, b〉. Potom

(N )
b∫
a

f(x) dx=
n−1∑
i=0

xi+1∫
xi

f(x) dx=
n−1∑
i=0

(F (xi+1)− F (xi))=

= (věta o středńı hodnotě)

=
n−1∑
i=0

F ′(ξi)(xi+1 − xi) =
n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi .

Protože předpokládáme f ∈ R(〈a, b〉), plat́ı

lim
ν(D)→0

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi = I = (R)

b∫
a

f(x) dx .

T́ım je d̊ukaz proveden.

Věta 15.4 :
Necht’ f ∈ R(〈a, b〉). Potom funkce

F (x) =

x∫
a

f(x) dt

je spojitá na 〈a, b〉. Je-li nav́ıc f spojitá na 〈a, b〉, potom F je
diferencovatelná a plat́ı

F ′(x) = f(x) , x ∈ 〈a, b〉 .

Důkaz : Když f ∈ R(〈a, b〉), potom f je omezená a plat́ı
|f(x)| ≤M, x ∈ 〈a, b〉; protože pro x, x0 ∈ 〈a, b〉 plat́ı

F (x)− F (x0) =

x∫
a

f(x) dt−
x0∫
a

f(x) dt =

x∫
x0

f(x) dt ,
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dostaneme odtud

|F (x)−F (x0)| ≤M

x∫
x0

dt = M |x−x0|, tj. F je spojitá .

Necht’ f je spojitá v bodě x0 ∈ 〈a, b〉, tj. |f(x)− f(x0)| < ε
pro každé x ∈ P (x0, δ). Pak také

∣∣∣∣F (x)− F (x0)

x− x0
− f(x0)

∣∣∣∣ ≤
x∫
x0

|f(x)− f(x0)| dt

|x− x0|
≤ ε|x− x0|
|x− x0|

= ε

pro x ∈ P (x0, δ), tj. F ′(x0) = f(x0).

Poznámka 15.3 :
(i) Má-li omezená funkce f na 〈a, b〉 konečný počet bod̊u ne-
spojitosti, potom existuje zobecněná primitivńı funkce F (x)
(definice 6.8, MA1) a f má zobecněný Newton̊uv integrál .

(ii) Věty o per partes a substituci z̊ustávaj́ı v platnosti i pro
Riemann̊uv integrál.

(iii) Nevlastńı Riemannovy integrály definujeme obdobným
zp̊usobem jako nevlastńı Newtonovy integrály; pro funkci
f ∈ R(〈a, x〉), x > a definujeme

+∞∫
a

f(x) dt = lim
x→+∞

x∫
a

f(x) dt,

b∫
a

f(x) dt = lim
x→b−

x∫
a

f(x) dt .

Definice 15.5 : (hlavńı hodnota (value principle))
Necht’ f je definovaná na množině všech reálných č́ısel R a
f ∈ R(〈a, b〉) pro libovolná a, b ∈ R. Existuje-li limita

lim
r→∞

r∫
−r

f(x) dx = v.p.

∞∫
−∞

f(x) dx ,

nazýváme ji hlavńı hodnotou nevlastńıho integrálu od
−∞ do ∞ z funkce f .
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Poznámka 15.4 :

(i) Pozor! Existuje-li hlavńı hodnota integrálu, pak

lim
r→∞

r∫
a

f(x) dx

existovat nemuśı! Např.

v.p.

∞∫
−∞

sinx dx = lim
r→∞

r∫
−r

sinx dx = 0 ,

ale lim
r→∞

r∫
a

sinx dx neexistuje pro žádné a ∈ R!

(ii) Analogicky definujeme hlavńı hodnotu nevlastńıho in-
tegrálu vlivem funkce:

v.p.

b∫
a

f(x) dx = lim
ε→0+

 c−ε∫
a

f(x) dx+

b∫
c+ε

f(x) dx

 .

Např́ıklad

v.p.

1∫
−1

dx

x
= lim

ε→0

 −ε∫
−1

dx

x
+

1∫
ε

dx

x

 = lim
ε→0

(ln ε− ln ε) = 0 .

Definice 15.6 : (mı́ra množiny)
Omezená množina Ω ⊂ Rn se nazývá měřitelná, je-li funkce
f(x) ≡ 1 integrovatelná na Ω. Hodnota integrálu

meas (Ω) =

∫
Ω

1 dx

se nazývá mı́ra množiny Ω (Jordanova mı́ra).
Množina Ω, pro ńıž plat́ı meas (Ω) = 0, se nazývá množina
mı́ry nula.

Př́ıklad 15.4 :

1) Konečná množina a omezená spojitá křivka maj́ı dvourozměrnou
i trojrozměrnou mı́ru nula. Regulárńı plocha má trojrozměrnou
mı́ru nula.
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2) Necht’ Ω = { 1
n : n ∈ N} , potom

∫
Ω

1 dx = 0 .

Zde vid́ıme, že i mı́ra nekonečné spočetné množiny může
být nula. V př́ıkladu (15.1) (Dirichletova funkce) jsme však
ukázali nekonečnou spočetnou množinu, která je neměřitelná
(v Jordanově smyslu). Tento problém řeš́ı Lebesgueova mı́ra.

Definice 15.7 : (nulová funkce) Jestliže se f lǐśı od nulové
funkce na množině mı́ry nula, řekneme, že f je skoro všude
(ve smyslu Jordanovy mı́ry) nulová. Jinak řečeno∫

Ω

|f(x)| dx = 0 ⇔ f = 0 s.v.

Věta 15.5 : (Vlastnosti integrovatelných funkćı)

1. Necht’ f ∈ R(Ω1) a f ∈ R(Ω2), Ω1 ∩ Ω2 = ∅. Potom
f ∈ R(Ω1 ∪ Ω2) a plat́ı∫

Ω1∪Ω2

f(x) dx =

∫
Ω1

f(x) dx +

∫
Ω2

f(x) dx .

2. Množina R(Ω) je lineárńım prostorem.

3. Je-li f ∈ R(Ω) a g ∈ R(Ω), potom f · g ∈ R(Ω).

4. Je-li f ∈ R(Ω), g ∈ R(Ω) a f(x) ≤ g(x) ∀x ∈ Ω, potom∫
Ω

f(x) dx ≤
∫
Ω

g(x) dx .

5. Je-li f ∈ R(Ω), potom |f | ∈ R(Ω) a plat́ı∣∣∣∫
Ω

f(x) dx
∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|f(x)| dx .

15.2 Metody výpočtu dvojných a trojných integrál̊u

Dvojné a trojné integrály poč́ıtáme analyticky tak, že je převedeme
na tzv. dvojnásobné a trojnásobné integrály, jejichž výpočet
provedeme pomoćı známých metod už́ıvaných pro integrály z funkćı
jedné proměnné.

Příklady
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Věta 15.6 : (Fubiniova věta pro obdélńık)
Necht’ f ∈ R(Q), Q = 〈a, b〉×〈c, d〉. Když f(x, y) ∈ R(〈a, b〉)
pro každé y ∈ 〈c, d〉, potom plat́ı

∫∫
Q

f(x, y) dxdy =

d∫
c

 b∫
a

f(x, y) dx

 dy .

Když f(x, y) ∈ R(〈c, d〉) pro každé x ∈ 〈a, b〉, pak plat́ı

∫∫
Q

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 d∫
c

f(x, y) dy

 dx .

Důkaz : Vyplývá z uzávorkováńı integrálńıho součtu

J(f,D) =
s−1∑
k=0

(r−1∑
j=0

f(ξj, ηk)∆xj

)
∆yk

=
r−1∑
j=0

s−1∑
k=0

f(ξj, ηk)∆xj∆yk=
r−1∑
j=0

(s−1∑
k=0

f(ξj, ηk)∆yk

)
∆xj

a z předpoklad̊u integrovatelnosti.

Dvojný integrál jsme převedli na dvojnásobný a podobně
jako u vztahu dvojné a dvojnásobné limity (viz věta 12.3)
muśı ”vnitřńı limita”existovat, aby nastala rovnost.

Př́ıklad 15.5 : Q = 〈0, 1〉 × 〈1, 3〉. Vypočtěte

I =

∫∫
Q

xy dxdy .

Bud’

I=

3∫
1

 1∫
0

xy dx

dy=

3∫
1

[
xy+1

y + 1

]1

0

dy=

3∫
1

1

y + 1
dy=ln 2

nebo

I=

1∫
0

 3∫
1

xy dy

dx=

1∫
0

[
1

lnx
ey lnx

]3

1

dx=

1∫
0

1

lnx
(e3 lnx−elnx) dx.

V druhém př́ıpadě nelze stanovit primitivńı funkci pomoćı
konečného počtu elementárńıch funkćı.
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Věta 15.7 : (Fubiniova věta pro elementárńı oblast Ω ⊂ R2)

(i) Necht’ f ∈ R(Ω), kde

Ω = {(x, y) ∈ R2 : a ≤ x ≤ b, y1(x) ≤ y ≤ y2(x)}

je tzv. elementárńı oblast určená grafy funkćı y = y1(x) ,
y = y2(x), x ∈ 〈a, b〉. Potom plat́ı

∫∫
Ω

f(x, y) dxdy =

b∫
a

 y2(x)∫
y1(x)

f(x, y) dy

 dx,

pokud vnitřńı integrál existuje pro každé x ∈ 〈a, b〉.
(ii) Necht’ f ∈ R(Ω), kde elementárńı oblast

Ω = {(x, y) ∈ R2 : c ≤ y ≤ d, x1(y) ≤ x ≤ x2(y)}

je určena grafy funkćı x = x1(y) , x = x2(y), y ∈ 〈c, d〉 .
Potom plat́ı

∫∫
Ω

f(x, y) dxdy =

d∫
c

 x2(y)∫
x1(y)

f(x, y) dx

 dy,

pokud vnitřńı integrál existuje pro každé y ∈ 〈c, d〉.

x

y

0

y1(x)

y2(x)

Ω

Důkaz : spoč́ıvá v převodu integrace přes Ω na integraci
přes obdélńık Q (obsahuj́ıćı množinu Ω) ve smyslu definice
(15.2), část (iii) a následném použit́ı věty (15.6).

Př́ıklad 15.6 : Množina Ω je zadána nerovnostmi 0≤x≤1,
x≤ y≤

√
x nebo 0≤ y≤ 1, y2≤x≤ y . Vypočtěte integrál

I =
∫∫
Ω

xy dxdy .

Uvedeme obě fáze výpočtu při použit́ı věty (15.7):
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I =
1∫

0

(√
x∫

x

xy dy

)
dx I =

1∫
0

(
y∫
y2
xy dx

)
dy

⇓ ⇓
1∫

0

[
xy2

2

]√x
x

dx
1∫

0

[
yx2

2

]y
y2
dy

⇓ ⇓
1∫

0

(
x2

2 −
x3

2

)
dx

1∫
0

(
y3

2 −
y5

2

)
dy

⇓ ⇓[
x3

6 −
x4

8

]1

0

[
y4

8 −
y6

12

]1

0

⇓ ⇓
1
24

1
24

Poznámka 15.5 : Řadu oblast́ı v rovině můžeme vyjádřit
jako konečné sjednoceńı elementárńıch oblast́ı: např. pokud
Ω rozděĺıme na čtyři elementárńı oblasti: Ω = Ω1∪Ω2∪Ω3∪
Ω4 . Potom symbolicky∫

Ω

=

∫
Ω1

+

∫
Ω2

+

∫
Ω3

+

∫
Ω4

.

Věta 15.8 : ( Substituce v dvojném integrálu – transformace
souřadnic ve dvojném integrálu)
Necht’ Ωrϕ ⊂ R2 je otevřená měřitelná množina a necht’ funkce
x = x(r, ϕ), y = y(r, ϕ) určuj́ı prosté regulárńı zobrazeńı f
množiny Ωrϕ na množinu Ωxy ⊂ R2. Necht’ dále máme funkci
f : Ωxy → R, která je spojitá na Ωxy. Potom plat́ı∫∫

Ωxy

f(x, y) dxdy =

∫∫
Ωrϕ

f(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) | det Jf | drdϕ,

kde Jf = D(x,y)
D(r,ϕ) je Jacobiova matice zobrazeńı f (viz definice

14.3).

Princip d̊ukazu Uvažujme integrálńı součet

J(f,D) =
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

f(x̂i, ŷj) ∆xi ∆yj︸ ︷︷ ︸
meas (Ωxyij )
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Pro malé ∆xi, ∆yj máme (viz věta (14.3))

meas (Ωxy
ij ) ≈ | det Jf | meas (Ωrϕ

ij ) = | det Jf | ∆ri ∆ϕj .

Proto

J(f,D) ≈
n−1∑
i=0

m−1∑
j=0

f(x(r̂i, ϕ̂j), y(r̂i, ϕ̂j)) | det Jf |r̂i,ϕ̂j ∆ri ∆ϕj .

Limitńım přechodem pro ν(D)→ 0 dostaneme tvrzeńı věty.

Př́ıklad 15.7 : Převod dvojného integrálu funkce f(x, y)
přes Ωxy do polárńıch souřadnic

x = r cosϕ,
y = r sinϕ, r > 0, 0 ≤ ϕ < 2π .

Zde

Jf =

(
∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

)
=

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
; | det Jf |= |r|=r.

Množina Ωxy je obrazem nějaké množiny Ωrϕ (kterou muśıme
určit). Takže∫∫

Ωxy

f(x, y) dxdy =

∫∫
Ωrϕ

f(r cosϕ, r sinϕ) r drdϕ .

Formálně dxdy nahrad́ıme výrazem r drdϕ .

Př́ıklad 15.8 : Vypočtěte

I =

∫∫
Ω

sin
√
x2 + y2 dxdy,

kde
Ω = {(x, y) ∈ R2 : π2 < x2 + y2 < 4π2}.

Vzhledem ke geometrii oblasti Ω (mezikruž́ı) užijeme sub-
stituci do polárńıch souřadnic f : x = r cosϕ , y = r sinϕ .
Zde snadno zjist́ıme, že Ω je obrazem množiny

Ωrϕ = {(r, ϕ) ∈ R2 : π < r < 2π, 0 ≤ ϕ < 2π} .

Máme tedy

I =

∫∫
Ωrϕ

r sin r drdϕ =

2π∫
0

 2π∫
π

r sin r dr


︸ ︷︷ ︸

per partes

dϕ = −6π2 .
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Věta 15.9 : (Fubiniova věta v R3)
Necht’ f ∈ R(Ω), kde Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : (x, y) ∈ S ;
z1(x, y) ≤ z ≤ z2(x, y)}, je tzv. elementárńı oblast určená
grafy funkćı z = z1(x, y), z = z2(x, y), (x, y) ∈ S , kde S je
pr̊umět množiny Ω do roviny xy. Potom plat́ı

∫∫∫
Ω

f(x, y, z) dxdydz =

∫∫
S

 z2(x,y)∫
z1(x,y)

f(x, y, z) dz

 dxdy,

pokud vnitřńı integrál existuje pro každé (x, y) ∈ S .

Poznámka 15.6 : Ve větě 15.7 jsme uvedli dvě možnosti
převodu dvojného integrálu na dvojnásobný. Tyto možnosti
byly dány dvěma možnostmi promı́táńı množiny Ω do
souřadnicových os. U trojného integrálu máme tři možnosti
promı́táńı oblasti Ω do tř́ı souřadnicových rovin, v tvrzeńı
věty je uvedena pouze jedna z nich.

Př́ıklad 15.9 : Vypočtěte I =
∫∫∫

Ω

x dxdydz, kde Ω je

oblast nacházej́ıćı se v 1. oktantu omezená paraboloidem
z = x2 + y2 a rovinou z = 2 . Pr̊umětem Ω do roviny xy je
čtvrtkruh S .

Představ́ıme si řezy oblasti Ω rovnoběžné s rovinou xz. Pro
každé (x, y) ∈ S se nejdř́ıve integruje od z = x2 + y2 do
z = 2 (vnitřńı integrace). Źıskaný dvojný integrál přes S se
převede na dvojnásobný, v němž se nejdř́ıve integruje podle
y od y = 0 do y =

√
2− x2, a nakonec se integruje podle x

od x = 0 do x =
√

2 .

∫∫∫
Ω

x dxdydz =
∫∫
S

(
2∫

x2+y2
x dz

)
dxdy

=
∫∫
S

x(2− x2 − y2) dxdy

=

√
2∫

0

(√
2−x2∫
0

(2x− x3 − xy2) dy

)
dx = 8

√
2

15 .

Výpočet integrálu přes S se oṕırá o větu (15.7).
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Věta 15.10 : (O substituci v trojném integrálu – transfor-
mace souřadnic v trojném integrál)
Necht’ Ωr ⊂ R3 je otevřená měřitelná množina a necht’ funkce
x = x(r, ϕ, ϑ), y = y(r, ϕ, ϑ), z = z(r, ϕ, ϑ) určuj́ı prosté
regulárńı zobrazeńı f zobrazuj́ıćı Ωr na množinu Ωx ⊂ R3.
Necht’ dále máme funkci f : Ωx → R, která je spojitá na Ωx .
Potom plat́ı∫∫∫

Ωx

f(x, y, z) dxdydz

=
∫∫∫
Ωr

f(x(r, ϕ, ϑ), y(r, ϕ, ϑ), z(r, ϕ, ϑ)) | det Jf | drdϕdϑ ,

kde Jf = D(x,y,z)
D(r,ϕ,ϑ) je Jacobiova matice zobrazeńı f .

Princip d̊ukazu je stejný jako v př́ıpadě věty (15.8) pro dvojný
integrál.

Př́ıklad 15.10 : Trojný integrál v cylindrických souřadnićıch.
Mějme zobrazeńı f : Ωr → Ωx dané transformačńımi rovnicemi

x = r cosϕ , y = r sinϕ , z = z ; r > 0, 0 ≤ ϕ < 2π .

Zde | det Jf | = r. Takže∫∫∫
Ωx

g(x, y, z) dxdydz =

∫∫∫
Ωr

g(r cosϕ, r sinϕ, z) r drdϕdz .

Př́ıklad 15.11 : Vypočtěte
∫∫∫

Ω

z
√
x2 + y2 dxdydz, kde

Ω = {(x, y, z) ∈ R3 : 0 ≤ x ≤ 2 ; 0 ≤ y ≤
√

2x− x2 ; 0 ≤
z ≤ a} . Vzhledem k tvaru oblasti Ω (část válce o výšce a)
provedeme substituci do cylindrických souřadnic. Válcová
plocha x2+y2 = 2x má v cylindrických souřadnićıch rovnici
r = 2 cosϕ, nebot’ po dosazeńı do rovnice válcové plochy
dostáváme

r2 cos2 ϕ+ r2 sin2 ϕ = 2r cosϕ .

Pr̊umět Ω do roviny xy je čtvrtkružnice. Takže ϕ∈
(
0, π2
)
,
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r ∈ (0, 2 cosϕ), z ∈ (0, a). Tedy∫∫∫
Ωx

z
√
x2 + y2 dxdydz =

∫∫∫
Ωr

z · r · r drdϕdz =

=

π
2∫

0

2 cosϕ∫
0

a∫
0

z · r2 dzdrdϕ = 1
2a

2

π
2∫

0

2 cosϕ∫
0

r2 dr dϕ =

= 4
3a

2

π
2∫

0

cos3 ϕ dϕ = 4
3a

2

π
2∫

0

(1− sin2 ϕ) cosϕ dϕ =

= 4
3a

2
(
sinϕ− 1

3 sin3 ϕ
)π

2

0
= 8

9a
2 .

Př́ıklad 15.12 : (Trojný integrál ve sférických souřadnićıch.)

Mějme zobrazeńı f : Ωr → Ωx dané transformačńımi rovnicemi
x = r cosϕ cosϑ , y = r sinϕ cosϑ , z = r sinϑ ,

r > 0 , 0 ≤ ϕ < 2π , −π
2 < ϑ < π

2 . Zde | det Jf | = r2 cosϑ .
Takže∫∫∫

Ωx

f(x, y, z) dxdydz =

=
∫∫∫
Ωr

f(r cosϕ sinϑ, r sinϕ sinϑ , r cosϑ) r2 cosϑ drdϕdϑ .

Př́ıklad 15.13 : Vypočtěte I =
∫∫∫

Ω

(x2 + y2) dxdydz, kde

Ω je ”horńı”polovina koule x2 + y2 + z2 ≤ R2.

I =
R∫
0

π
2∫

0

2π∫
0

r2 · cos2 ϑ · r2 cosϑ dϕ dϑ dr

= 2π
R∫
0

π
2∫

0

r4(1− sin2 ϑ) cosϑ dϑ dr

= 2π
R∫
0

r4
(
sinϑ− 1

3 sin3 ϑ
)π

2

0
dr = 4

15π R
5 .

15.3 Užitečné vzorce

Na základě integrálńıch součt̊u lze doplnit vzorce z odst. 8.5,
MA1:

Mı́ra oblasti Ω (integrál z charakteristické funkce)

meas (Ω) =
∫∫
Ω

1 dxdy ; Ω ⊂ R2 (obsah),

meas (Ω) =
∫∫∫

Ω

1 dxdydz ; Ω ⊂ R3 (objem).
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Celková hmotnost tělesa Ω ⊂ R3:
Necht’ % = %(x, y, z) je funkce hustoty tělesa Ω, potom hmotnost
tělesa je dána vzorcem

m =

∫∫∫
Ω

%(x, y, z) dxdydz .

Celkový náboj tělesa Ω ⊂ R3:
Necht’ funkce % = %(x, y, z) popisuje hustotu rozložeńı náboje
v Ω, potom celkový náboj tělesa je dán vzorcem

Q =

∫∫∫
Ω

%(x, y, z) dxdydz .

Statické momenty rovinné oblasti Ω ⊂ R2 vzhledem k souřadnicovým
osám:

Mx =

∫∫
Ω

y %(x, y) dxdy , My =

∫∫
Ω

x %(x, y) dxdy .

Statické momenty tělesa Ω ⊂ R3 vzhledem k souřadnicovým
rovinám:

Mxy =
∫∫∫

Ω

z %(x, y, z) dxdydz ,

Myz =
∫∫∫

Ω

x %(x, y, z) dxdydz ,

Mxz =
∫∫∫

Ω

y %(x, y, z) dxdydz ,

kde % = %(x, y), resp. % = %(x, y, z) je hustota tělesa v bodě
(x, y) ∈ Ω, resp. (x, y, z) ∈ Ω.

Moment setrvačnosti tělesa Ω ⊂ R3 vzhledem k souřadnicovým
osám:

Jx =
∫∫∫

Ω

(y2 + z2) %(x, y, z) dxdydz ,

Jy =
∫∫∫

Ω

(x2 + z2) %(x, y, z) dxdydz ,

Jz =
∫∫∫

Ω

(x2 + y2) %(x, y, z) dxdydz ,

kde % = %(x, y, z) je hustota tělesa v bodě (x, y, z) ∈ Ω.

Souřadnice těžǐstě T = (xT , yT , zT ) tělesa Ω ⊂ R3 :

xT =
Myz

m
, yT =

Mxz

m
, zT =

Mxy

m
.
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Př́ıklad 15.14 : Vypočtěte souřadnice těžǐstě tělesa omezeného
plochami x = 0, z = 0, y = 1, y = 3, x + 2z = 3 , jestliže
hustota tělesa se v každém bodě rovná 1.

m=
∫∫∫

Ω

dxdydz =
3∫

0

3∫
1

3−x
2∫

0

dzdydx =
3∫

0

3∫
1

3−x
2 dydx =

=
3∫

0

(3− x) dx =
[
3x− 1

2x
2
]3

0
= 9

2 .

xT = 2
9

∫∫∫
Ω

x dxdydz = 2
9

3∫
0

3∫
1

3−x
2∫

0

x dzdydx =

= 2
9

3∫
0

3∫
1

x3−x
2 dydx = 2

9

3∫
0

x(3− x) dx = 2
9

[
3
2x

2 − 1
3x

3
]3

0
= 1 .

yT = 2
9

∫∫∫
Ω

y dxdydz = 2
9

3∫
0

3∫
1

3−x
2∫

0

y dzdydx =

= 1
9

3∫
0

3∫
1

y(3− x) dydx = 4
9

3∫
0

(3− x) dx = 4
9

[
3x− x2

2

]3

0
= 2 .

zT = 2
9

∫∫∫
Ω

z dxdydz = 2
9

3∫
0

3∫
1

3−x
2∫

0

z dzdydx =

= 2
9

3∫
0

3∫
1

(3−x)2

8 dydx = 1
18

[
−(3−x)3

3

]3

0
= 1

2 .



Rejstř́ık

úhel vektor̊u, 70
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lokálńı, 86
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eliminačńı metoda, 34

Eulerova rovnice, 20

Fourierova řada, 55
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konvergence v bodě, 43
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