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2 Matematická analýza 1

1 Derivace

Př́ıklad 1.1 : Máme auto, jehož ujetá dráha je popsánaV 17.stolet́ı se ma-
tematici pokoušeli
vyřešit tzv. ”Problém
tečny”- nalezeńı tečny
ke grafu funkce a
”Problém plochy”-
spoč́ıtat obsah plochy
pod grafem funkce.
Na úspěšném vyřešeńı
těchto problémů se
nezávisle na sobě
pod́ıleli Isaac Newton
(1643-1727)

a Gottfried Wilhelm
von Leibniz (1646-
1716). Daľśı rozvoj
v této oblasti vedl
k źıskáńı velkého
množstv́ı matema-
tických poznatk̊u,
které nazýváme
”kalkulus”.

funkćı s(t) . Chceme-li spoč́ıtat jeho pr̊uměrnou rychlost v

v časovém intervalu 〈t0, t〉, pak v = s(t)−s(t0)
t−t0 .

Rozd́ıl ∆t = t−t0 se nazývá diference argumentu, rozd́ıl
∆s(t0,∆t) = s(t) − s(t0) se nazývá diference funkce s

v bodě t0 a pod́ıl s(t)−s(t0)
t−t0 se nazývá poměrná diference

funkce s v bodě t0 .

K výpočtu okamžité rychlosti v0 auta v čase t0 potřebujeme

znát hodnotu limity v0 = lim
t→t0

s(t)−s(t0)
t−t0 .

Definice 1.1 : (derivace) Necht’ funkce f je definována na
okoĺı bodu U(x0). Jestliže existuje limita

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0) (= f ′|x0) ,

pak se nazývá derivace funkce f v bodě x0. (Jestliže

lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0 = ±∞, pak hovoř́ıme o nevlastńı derivaci.)

Jestliže existuje lim
x→x0+

f(x)−f(x0)
x−x0 = f ′+(x0) , pak se nazývá

derivace zprava.

Jestliže existuje lim
x→x0−

f(x)−f(x0)
x−x0 = f ′−(x0) , pak se nazývá

derivace zleva funkce f v bodě x0.

Funkce f ′: x→ f ′(x) , x ∈ I se nazývá derivace funkce f
na množině I.

-
x

6
y

�
�
�
��

@
@
@

@@

f(x) = |x|

}
f(x)− f(x0)︸ ︷︷ ︸

x− x0
xx0

f(x) Př́ıklad 1.2 : Vypoč́ıtáme derivaci funkce f(x)=xn, n∈N,

x ∈ R . Dostaneme f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0 = lim

x→x0

xn−xn0
x−x0 =

lim
x→x0

(x−x0)(xn−1+xn−2x0+ ···+xn−10 )
x−x0 = nxn−1

0 ⇒ (xn)′ = nxn−1 .

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Newton.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/history/Mathematicians/Leibniz.html 
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Definice 1.2 : Necht’ k funkci f : U(x0) → R existuj́ı kon-
stanta A a funkce ω : U(x0)→ R takové, že ∀x ∈ U(x0) :

f(x)− f(x0) = A · (x− x0) + ω(x−x0) ∧ lim
x→x0

ω(x−x0)
x−x0 = 0 ,

pak řekneme, že funkce f je diferencovatelná v bodě x0 .
Polož́ıme h = x− x0 . Funkce

df(x0, h) = A · h

se nazývá diferenciál funkce f v bodě x0.

Věta 1.1 : Funkce f má derivaci v bodě x0 (je derivovatelná
v x0) právě tehdy, když je diferencovatelná v bodě x0 . Nav́ıc
plat́ı

df(x0, h) = f ′(x0) · h .

x

y

diferenciál funkce f

0 x0 x

ω(h)

h

f ′(x0)h

Poznámka 1.1 :

1. Pro funkci f(x) = x je f(x)−f(x0) = 1(x−x0)+0 = h.

Tedy f ′(x) = 1 a df(x0, h) = dx(x0, h) = h , proto
se pro diferenciál funkce f v bodě x0 zavád́ı značeńı

df(x0, h) = f ′(x0) dx .

2. Diferenciál funkce f určuje hlavńı (lineárńı) změnu
funkce f v bodě x0 a použ́ıvá se pro výpočet přibližných
hodnot dané funkce na okoĺı bodu x0 pomoćı vztahu
f(x)

.
= f(x0) + f ′(x0)(x− x0) .

Např́ıklad pro funkci f(x) =
√
x a body x = 4,1 ,

x0 = 4 dostaneme
√

4,1
.
=
√

4+ 1
2
√

4
·(4,1−4) = 2,025 .

3. Rovnice tečny ke grafu funkce f v bodě [x0, f(x0)]
má tvar

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) .

4. Pokud f ′(x0) 6= 0, pak rovnice normály ke grafu
funkce f v bodě [x0, f(x0)] má tvar

y − f(x0) = − 1

f ′(x0)
(x− x0) .
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Věta 1.2 : (algebra derivaćı)
Necht’ existuj́ı derivace f ′(x0) , g′(x0) , pak plat́ı:

i) (a f ± b g)′(x0) = a f ′(x0)± b g′(x0) , a, b ∈ R ,

ii) (f · g)′(x0) = f ′(x0) g(x0) + f(x0) g
′(x0) ,

iii)
(f
g

)′
(x0) =

f ′(x0) g(x0)− f(x0) g
′(x0)

g2(x0)
, g(x0) 6= 0 .

((2x + 1) cosx ex)′ =
2 cosx ex + (2x+ 1)
(cosx ex)′ = 2 cos x ex

+(2x+1)(− sinx) ex+
(2x+ 1) cosx ex .

(tg x)′ =
(

sinx
cosx

)′
=

cosx cosx−sinx(− sinx)
cos2 x

=
1

cos2 x
⇒

(tg x)′ = 1
cos2 x

.

Věta 1.3 : (Derivace složené a inverzńı funkce)
Necht’ funkce f je diferencovatelná v bodě x0 , y0 = f(x0)
a funkce g je diferencovatelná v bodě y0 , potom i složená
funkce g(f(x)) je diferencovatelná v bodě x0 a plat́ı

(g(f(x)))′(x0) = g′(y0) · f ′(x0) .

Necht’ f ′(x0) 6= 0 , pak pro derivaci inverzńı funkce f−1 v bodě
y0 = f(x0) plat́ı

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(f−1(y0))
.

Derivace inverzní funkce

x

f(x)

f−1(x)
y

0 x0

y0

Např́ıklad 1 = (x)′ =
(elnx)′ = elnx ·(lnx)′ =
x · (lnx)′ ⇒

(lnx)′ = 1
x
.

Př́ıklad 1.3 :

1. (ax)′ = (ex ln a)′ = (y = x ln a) = (ey)′ · (x ln a)′ =

ex ln a · ln a⇒ (ax)′ = ax ln a .

2. (arctg y)′(y0) = 1
(tanx)′(x0) = 1

1
cos2(x0)

= 1
cos2(x0)+sin2(x0)

cos2(x0)

=

= 1
1+tan2(x0)

= 1
1+tan2(arctan(y0))

= 1
1+(y0)2 ⇒

(arctg x)′ = 1
1+x2 .
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Tabulka 1: Přehled derivaćı základńıch funkćı

(ex)′ = ex x ∈ R

(ax)′ = ax ln a a > 0, a 6= 1, x ∈ R

(lnx)′ = 1
x

x ∈ (0,∞)

(loga x)′ = 1
x ln a

a > 0, a 6= 1, x ∈ (0,∞)

(xα)′ = αxα−1 α ∈ R, x ∈ (0,∞)

(xn)′ = nxn−1 n ∈ N, x ∈ R

(sinx)′ = cosx x ∈ R

(cosx)′ = − sinx x ∈ R

(tg x)′ = 1
cos2 x

x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ Z

(cotg x)′ = − 1
sin2 x

x 6= kπ, k ∈ Z

(arcsinx)′ = 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

(arccosx)′ = − 1√
1−x2 x ∈ (−1, 1)

(arctg x)′ = 1
1+x2

x ∈ R

(arccotg x)′ = − 1
1+x2

x ∈ R

(sinhx)′ = coshx x ∈ R

(coshx)′ = sinhx x ∈ R

(tghx)′ = 1
cosh2 x

x ∈ R

(cotghx)′ = − 1
sinh2 x

x 6= 0

(argsinhx)′ = 1√
x2+1

x ∈ R

(argcoshx)′ = 1√
x2−1 x ∈ (1,∞)

(argtghx)′ = 1
1−x2 x ∈ (−1, 1)

(argcotghx)′ = 1
1−x2 x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)
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2 Integrály

2.1 Neurčité integrály

Už v́ıme, že derivace s′(t) funkce s(t) popisuj́ıćı ujetou vzdálenost
auta v závislosti na čase t udává jeho rychlost v(t). V této ka-
pitole budeme řešit opačný problém. K dané rychlosti budeme
hledat ujetou vzdálenost.

Definice 2.1 : Funkce F se nazývá primitivńı funkce
k funkci f na množině M , jestliže ∀x ∈M : F ′(x) = f(x) .

Necht’ G,F jsou pri-
mitivńı funkce k fun-
kci f na množině M ,
pak ∀x ∈M plat́ı:
(G − F )′(x) = f(x) −
f(x) = 0 . Odtud vy-
plývá, že existuje kon-
stanta C ∈ R taková,
že G(x)− F (x) = C .

Definice 2.2 : Množina všech primitivńıch funkćı k funkci
f se nazývá neurčitý integrál funkce f a znač́ı se∫

f(x) dx = F (x) + C , C ∈ R .

Konstanta C se nazývá integračńı konstanta.

∫
f(x) dx

Znak integrálu

Integrand

Integrální proměnná

Př́ıklad 2.1 :

1. Funkce s(t) popisuj́ıćı dráhu auta je primitivńı funkćı
k funkci v(t) popisuj́ıćı rychlost auta.

2. Funkce x3 + 2 , x3 − 23 jsou primitivńı k funkci
3x2 na R a pro neurčitý integrál k funkci 3x2 plat́ı∫

3x2 dx = x3 + C , C ∈ R .

Úloha naj́ıt primitivńı funkci je obrácená k úloze nalézt de-
rivaci dané funkce. Z linearity operace derivováńı (věta (1.2) i))
plyne i linearita neurčitého integrálu.

Věta 2.1 : Necht’ funkce f, g maj́ı primitivńı funkce na in-
tervalu I , α, β ∈ R , potom plat́ı∫

[α · f(x)± β · g(x)] dx = α

∫
f(x) dx± β

∫
g(x) dx .

Př́ıklad 2.2 :
∫

3 ex− 2 sin x dx = 3
∫
ex dx− 2

∫
sinx dx =

3 ex + 2 cosx+ C .

Ze znalosti derivaćı základńıch funkćı lze odvodit následuj́ıćı
primitivńı funkce.
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Tabulka 2: Základńı primitivńı funkce

∫
ex dx = ex + C x ∈ R∫
ax dx = ax

ln a
+ C a > 0, a 6= 1, x ∈ R∫

xn dx = xn+1

n+1
+ C n ∈ N, x ∈ R∫

1
x
dx = ln | x | +C x ∈ R \ {0}∫

xα dx = xα+1

α+1
+ C α 6= −1, x ∈ (0,∞)∫

sinx dx = − cosx+ C x ∈ R∫
cosx dx = sinx+ C x ∈ R∫

1
cos2 x

dx = tg x+ C x 6= (2k + 1)π
2
, k ∈ Z∫

1
sin2 x

dx = −cotg x+ C x 6= kπ, k ∈ Z∫
1√

1−x2 dx = arcsinx+ C = − arccosx+ C x ∈ (−1, 1)∫
1

1+x2
dx = arctg x+ C = −arccotg x+ C x ∈ R∫

coshx dx = sinhx+ C x ∈ R∫
sinhx dx = coshx+ C x ∈ R∫

1
cosh2 x

dx = tghx+ C x ∈ R∫
1

sinh2 x
dx = −cotghx+ C x 6= 0∫

1√
1+x2

dx = argsinhx+ C = ln |x+
√

1 + x2 | +C x ∈ R∫
1√
x2−1 dx = argcosh |x | +C = ln |x+

√
x2 − 1 | +C |x | ∈ (1,∞)∫

1
1−x2 dx = argtghx+ C x ∈ (−1, 1)∫
1

1−x2 dx = argcotghx+ C x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)
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Ze vztahu pro derivaci součinu dvou funkćı (věta (1.2) ii))
plyne následuj́ıćı věta.

Věta 2.2 : (integrace per partes)
Necht’ funkce u, v jsou derivovatelné na intervalu I a existuje
primitivńı funkce k součinu u · v′ na I, pak na I plat́ı∫

u′(x) · v(x) dx = u(x) · v(x)−
∫
u(x) · v′(x) dx .

Př́ıklad 2.3 :

1) Vypočtěte integrál
∫
x cosx dx .∫

x cosx dx =

[
u′ = cosx v = x
u = sinx v′ = 1

]
= x sinx−

∫
sinx dx =

x sinx+ cosx+ C .Podobně poč́ıtáme in-
tegrály funkćı

xn cos kx , xn sin kx ,
xnekx , k, n ∈ N .

2) Vypočtěte integrál
∫

loga x dx .∫
loga x dx =

[
u′ = 1 v = loga x
u = x v′ = 1

x ln a

]
= x loga x−

∫
x

x ln a dx =

x loga x− x
ln a + C .

Podobně poč́ıtáme in-
tegrály funkćı

arcsin ax , arccos ax ,
arctg ax , a ∈ R ap.

3) Vypočtěte integrál
∫

1
(1+x2)2 dx .

Obecně označ́ıme In =
∫

1
(1+x2)n dx , n ∈ N a pomoćı

metody ”per partes”dostaneme

In =
∫

1
(1+x2)n dx =

[
u′ = 1 v = 1

(1+x2)n

u = x v′ = −n 2x
(1+x2)n+1

]
= x

(1+x2)n −∫ x(−n 2x)
(1+x2)n+1 dx = x

(1+x2)n + 2n
∫

1+x2−1
(1+x2)n+1 dx = x

(1+x2)n +

2n (
∫

1
(1+x2)n −

1
(1+x2)n+1 dx) = x

(1+x2)n + 2n (In − In+1) .

Odtud vyplývá In+1 = 1
2n

(
x

(1+x2)n + (2n− 1)In

)
.

Nyńı vypoč́ıtáme
∫

1
(1+x2)2 dx = (n = 1)

1
2

(
x

(1+x2)1 + (2− 1)
∫

1
1+x2 dx

)
= 1

2

(
x

1+x2 + arctanx
)

+ C .
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Věta 2.3 : (integrace substitućı)
Necht’ f : D(f) → H(f) , g : D(g) → H(g) a H(f) ⊂ D(g) .
Jestliže funkce f je derivovatelná na D(f) a existuje primi-
tivńı funkce G k funkci g na D(g) , potom na D(f) plat́ı∫

g(f(x)) · f ′(x) dx =

∫
g(y) dy = G(f(x)) + C , C ∈ R .

Typickými integrály,
které lze spoč́ıtat po-
moćı věty o substituci
jsou∫

tg x dx ;

∫
lnx

x
dx ;∫

arcsinx√
1− x2

dx ;∫
argsinhx√

1 + x2
dx ap.

Př́ıklad 2.4 : Větu 2.3 je vhodné použ́ıt v př́ıkladech, kdy
se v integrálu vyskytuje funkce f a jej́ı diferenciál f ′ dx,
pak provedeme substituci za funkci f .∫

cotg x dx =
∫

cosx
sinx dx =

( y = sinx
dy = cosx dx

)
=
∫

1
y dx =

ln |y|+ C = ln | sinx|+ C .

Obráceně je někdy výhodné proměnnou x nahradit funkćı
x(t). V tomto př́ıpadě však muśıme mı́t zaručenou existenci
inverzńı funkce x−1(t).∫

1√
1−x2 dx =

( x = cos t t ∈ (0, π)
dx = − sin t dt t = arccosx

)
=

∫
1√

1−cos2 t
(− sin t) dt =

∫
− sin t
| sin t| dt =

( pro t ∈ (0, π)
je sin t > 0

)
=∫

−1 dt = − t+ C = − arccosx+ C .

Racionálńı lomené
funkce maj́ı tvar

R(x) =
P (x)

Q(x)
,

kde P (x), Q(x) jsou
polynomy.

Integrály typu
∫

R(x) dx

Nejdř́ıve budeme integrovat základńı racionálńı funkce typu

1.
∫

A
x−x1 dx , kde A, x1 ∈ R .∫ −3
x−4 dx =

( u = x− 4
du = dx

)
= −3

∫
1
u du = −3 ln |x− 4|+C .

2.
∫

A
(x−x1)k

dx , kde A, x1 ∈ R, k ∈ N \ {1} .∫
2

(1−x)3 dx =
( u = 1− x
du = −dx

)
= 2

∫
1
u3 (−du) = −2 u−2

−2 =

1
(1−x)2 + C .

3.
∫

Ax+B
x2+px+q dx , kde A , B , p , q ∈ R a jmenovatel

zlomku má komplexńı kořeny.∫
2x+1

x2+2x+2 dx =
∫

2x+2−1
x2+2x+2 dx =

( u = x2 + 2x+ 2
du = (2x+ 2)dx

)
=
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∫
1
u du−

∫
1

(x+1)2+1 dx=
( v = x+ 1
dv = dx

)
=ln |u|+C−

∫
1

v2+1 dv =

ln |x2 + 2x+ 2| − arctg (x+ 1) + C .

4.
∫

Ax+B
(x2+px+q)k

dx , kde A, B, p, q ∈ R, k ∈ N \ {1} a jme-
novatel zlomku má komplexńı kořeny.∫

6x−3
(x2+4)2 dx = 3

∫
2x−1

(x2+4)2 dx =
( u = x2 + 4
du = 2x dx

)
=

3
∫

1
u2 du− 3

∫
1

16((x2 )2+1)
2 dx =

( v = x
2

2dv = dx

)
=

3 u−1

−1 +C− 3
8

∫
1

(v2+1)2 dv = (viz př́ıklad (2.1) 3) = −3 1
x2+4−

3
8

(
1
2( v
v2+1 + arctg v)

)
+ C = −3

x2+4 −
3
16( 2x

x2+4 + arctg x
2) + C .

Rozklad na parciálńı zlomkyRozklad na parciálńı
zlomky je inverzńı o-
perace k operaci hle-
dáńı společného jme-
novatele.

V př́ıpadě, kdy stupeň
P (x) ≥ stupeň Q(x),
nejdř́ıve vyděĺıme po-
lynom P (x) polyno-
mem Q(x) a pak pře-
jdeme k parciálńım
zlomk̊um.

Z algebry v́ıme, že polynom Q(x) lze rozložit na součin poly-
nomů nejvýše druhého stupně. Tedy

Q(x) =
∏

i=1,...,n
j=1,...,m

(x−xi)ki(x2+pjx+qj)
rj , ki, rj ∈ N, pj, qj ∈ R .

Racionálńı lomenou funkci R(x) = P (x)
Q(x) , kde P (x), Q(x) jsou

polynomy a stupeň P (x) < stupeň Q(x) rozlož́ıme na součet
základńıch racionálńıch funkćı:

R(x) =
n∑
i=1

A1i

x−xi+
A2i

(x−xi)2+· · ·+ Aki
(x−xi)ki

+
m∑
j=1

B1j
x+C1j

x2+pjx+qj
+

B2j
x+C2j

(x2+pjx+qj)2
+

· · ·+ Brjx+Crj
(x2+pjx+qj)

rj

a jednotlivé zlomky integrujeme zvlášt’, např́ıklad:∫
2x+2

x4−2x3+2x2−2x+1 dx=
∫

2x+2
(x−1)2(x2+1) dx=

∫
A
x−1 + B

(x−1)2 + Cx+D
x2+1 dx

=
∫ A(x−1)(x2+1)+B(x2+1)+(Cx+D)(x−1)2

(x−1)2(x2+1) dx =
∫ −1

x−1+ 2
(x−1)2+

x−1
x2+1 dx =

− ln |x− 1| − 2(x− 1)−1 + 1
2 ln |x2 + 1| − arctg x+ C .

Konstanty A,B,C,D vypoč́ıtáme z rovnosti

2x+ 2 = A(x− 1)(x2 + 1) +B(x2 + 1) + (Cx+D)(x− 1)2 .

Pro x = 1 je 4 = B 2⇒ B = 2 .

Pro x = i je 2i+ 2 = (Ci+D)(i− 1)2 ⇒ 2i+ 2 = 2C − 2iD ⇒
C = 1 , D = −1 .

Pro x = 0 je 2 = A(−1) + 2− 1⇒ A = −1 .
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Integrály typu
∫
R(sinx, cosx) dx Řeš́ıme přechodem k ra-

cionálńım lomeným funkćım pomoćı následuj́ıćıch substitućı. Základńı vztahy pro
goniometrické funkce
cos2 x+ sin2 x = 1
cos 2x = cos2 x−sin2 x
cos2 x = 1+cos 2x

2

sin2 x = 1−cos 2x
2

sin 2x = 2 sin x cosx .

1. Pokud R(− sinx, cosx) = −R(sinx, cosx), pak t = cosx .

Pokud R(sinx,− cosx) = −R(sinx, cosx), pak t = sinx .∫
sinx cos2 x dx =

( t = cosx
dt = − sinx dx

)
=
∫
−t2 dt = − t3

3 +

C = −cos3 x
3 + C .∫

1
cosx dx =

( t = sinx t ∈ 〈−1, 1〉
dt = cosx dx

)
=
∫

1
cosx

dt
cosx =∫

dt
1−sin2 x

=
∫

dt
1−t2 = argtgh t+ C = argtgh (sin x) + C .

2. Pokud R(− sinx,− cosx) = R(sinx, cosx) , pak t = tg x ,

x 6= (2k+1)π
2 , k ∈ Z a plat́ı t=tg x⇒ t2 = sin2 x

cos2 x

⇒ t2 cos2 x= 1−cos2 x
⇒cos2 x(t2 + 1)=1⇒
cos2 x = 1

1+t2
.

x = arctg t , dx = dt
1+t2 , sin2 x = t2

1+t2 , cos2 x = 1
1+t2 .∫

1
sin2x+1

dx =
∫ 1

1+t2

t2

1+t2
+1
dt =

∫ 1
1+t2

t2+1+t2

1+t2

dt =
∫

1
(
√

2t)2+1
dt =( u =

√
2 t

du =
√

2 dt

)
= 1√

2

∫
du
u2+1 = 1√

2
arctg (

√
2 tg x) + C.

V některých speciálńıch př́ıpadech je vhodné použ́ıt základńı
vztahy pro goniometrické funkce.∫

1
sin4 x

dx =
∫

sin2 x+cos2 x
sin4 x

dx =
∫

1
sin2 x

+ 1
sin2 x

cotg 2x dx =( u = cotg x
du = − 1

sin2 x
dx

)
= −cotg x−

∫
u2 du=−cotg x−cotg 3x

3 +C.

Metoda snižováńı stupně.∫
cos2 x dx =

∫
1+cos 2x

2 dx = 1
2

∫
[1 + cos 2x] dx

=
( u = 2x
du = 2 dx

)
= 1

2(x+ 1
2

∫
cosu du) = 1

2x+ 1
4 sin 2x+C .

3. V obecném př́ıpadě použ́ıváme univerzálńı substituci

t = tg x
2 , x 6= (2k + 1)π , k ∈ Z . Potom

x = 2 arctg t , dx = 2 dt
1+t2 , sinx = 2t

1+t2 , cosx = 1−t2
1+t2 .∫

1
2+sinx dx =

∫ 2 dt
1+t2

2+ 2t
1+t2

dx =
∫

dt
t2+t+1 =

∫
dt

(t+ 1
2 )2+ 3

4

=( u = t+ 1
2

du = dt

)
=
∫

du
u2+ 3

4

=
∫

du
3
4(( 2√

3
u)2+1)

=
( v = 2√

3
u

dv = 2√
3
du

)
=

4
3

∫ √
3
2 dv

v2+1 = 2√
3
arctg v + C = 2√

3
arctg ( 2√

3
tg x

2 + 1√
3
) + C .
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2.2 Určité integrály
Pro jednoduchost si
nyńı představ́ıme, že
rychlost našeho auta
je konstantńı v(t) = c .
Ujetá dráha auta s(t)
v čase t od počátku
měřeńı v čase t0 je pak
dána vztahem
s(t)−s(t0) = c·(t−t0) .
Rozd́ıl s(t) − s(t0) se
zároveň rovná ploše
pod grafem funkce v
na intervalu 〈t0, t〉 .
Připomeňme, že fun-
kce s(t) je primitivńı k
funkci v(t).
Plat́ı, že i v obec-
něǰśım př́ıpadě lze pri-
mitivńı funkci využ́ıt
k výpočtu plochy pod
grafem funkce.

Definice 2.3 : Necht’ k funkci f : 〈a, b〉 → R existuje primi-
tivńı funkce F : 〈a, b〉 → R (v krajńıch bodech uvažujeme
jednostranné derivace). Pak rozd́ıl F (b) − F (a) nazýváme
Newtonovým určitým integrálem funkce f na intervalu
〈a, b〉 a ṕı̌seme

F (b)− F (a) =

b∫
a

f(x) dx .

Uvedený vztah se nazývá Newtonova-Leibnizova formule

a také ṕı̌seme F (b)− F (a) = [F (x)]ba =
b∫
a

f .

Č́ıslo a se nazývá dolńı mez, č́ıslo b se nazývá horńı mez
Newtonova integrálu.
Množinu všech funkćı, které maj́ı Newton̊uv integrál na in-
tervalu 〈a, b〉 znač́ıme N (〈a, b〉) .

Věta 2.4 : (vlastnosti Newtonova integrálu)

1) Newton̊uv integrál nezáviśı na volbě primitivńı funkce.

2) Necht’ f ∈ N (〈a, b〉) , c ∈ 〈a, b〉 , pak plat́ı
b∫
a

f(x) dx = −
a∫
b

f(x) dx ,
a∫
a

f(x) dx = 0 ,

b∫
a

f(x) dx =
c∫
a

f(x) dx+
b∫
c

f(x) dx .

3) Necht’ f, g ∈ N (〈a, b〉) , α, β ∈ R , pak plat́ı
b∫
a

αf(x) + βg(x) dx = α
b∫
a

f(x) dx+ β
b∫
a

g(x) dx .

(Tedy množina N (〈a, b〉) je lineárńı prostor.)

Př́ıklad 2.5 :
2∫

0

2x dx = [x2 + C]20 = [x2]20 = 4 .

π∫
0

[3 cosx − 2 sinx] dx = 3
π∫
0

cosx dx + 2
0∫
π

sinx dx =

3 [sinx]π0 + 2 [− cosx]0π = 3 (0− 0)− 2 (1− (−1)) = −4 .
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Následuj́ıćı dvě věty vyplývaj́ı z vět (2.2) a (2.3).

Věta 2.5 : (per partes v Newtonově integrálu)
Necht’ funkce u, v jsou derivovatelné na intervalu 〈a, b〉
(v krajńıch bodech zprava, popř. zleva) a u · v′ ∈ N (〈a, b〉) ,
potom také u′ · v ∈ N (〈a, b〉) a plat́ı

b∫
a

u′(x) · v(x) dx =
[
u(x) · v(x)

]b
a
−

b∫
a

u(x) · v′(x) dx .

Produkce plynu
Ze zkušenost́ı v́ıme, že
nový vrt produkuje asi
f(t) = 0.2 t e−0.02t mi-
lion̊u kubických me-
tr̊u plynu za t měśıc̊u.
Pokud chceme odhad-
nout celkovou produk-
ci P (t) vrtu za jeden
rok, pak muśıme spo-
č́ıtat integrál

P (t) =

12∫
0

0.2 t e−0.02t dt .

Pomoćı metody per
partes dostaneme

12∫
0

0.2 t e−0.02t dt =

10
(
− [t e−0.02t]

12
0 +

12∫
0

e−0.02t dt
)
.
= 12 .

Př́ıklad 2.6 : Vypočtěte integrál
1∫

0

ex sinx dx .

Metodu per partes použijeme dvakrát.
1∫

0

ex sinx dx =

[
u′ = ex v = sinx
u = ex v′ = cosx

]
= [ex sinx]

1
0−

1∫
0

ex cosx dx =

[
u′ = ex v = cosx
u = ex v′ = − sinx

]
= [ex sinx]

1
0−

[ex cosx]
1
0 −

1∫
0

ex sinx dx . Odtud vyplývá

1∫
0

ex sinx dx = 1
2 [ex(sinx− cosx)]

1
0 = e

2(sin 1− cos 1) + 1
2 .

Věta 2.6 : (substituce v Newtonově integrálu)
Necht’ f : D(f) → H(f) , g : D(g) → H(g) a H(f) ⊂ D(g) .
Jestliže funkce f je derivovatelná naD(f) a existuje primitivńı
funkce G k funkci g na D(g) , potom pro 〈a, b〉 ⊂ D(f) plat́ı

b∫
a

g(f(x)) · f ′(x) dx =

f(b)∫
f(a)

g(y) dy = G(f(b))−G(f(a)) .

Př́ıklad 2.7 :
e∫
1

lnx
x
dx =( y = lnx

dy = 1
x
dx

)
=

ln e∫
ln 1

y dy =
[
y2

2

]1
0

= 1
2
.

1)
0∫
−1

1√
1−x2 dx =

( x = sin t −1 = sin a⇒ a = −π
2

dx = cos t dt 0 = sin b⇒ b = 0

)
=

0∫
−π2

1√
1−sin2 t

cos t dt =
0∫
−π2

cos t
| cos t| dt =

( pro t ∈ (−π
2 , 0)

je cos t > 0

)
=

0∫
−π2

1 dt = [t]
0
−π2

= π
2 .
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Definice 2.4 : (nevlastńı integrál vlivem meze)
Necht’ funkce f ∈ N (〈a, b〉) pro každé b > a. Necht’ existuje

limita lim
b→∞

b∫
a

f(x) dx , pak se nazývá nevlastńı Newton̊uv

integrál vlivem meze a ṕı̌seme

lim
b→∞

b∫
a

f(x) dx =

∞∫
a

f(x) dx .

Znač́ıme f ∈ N (〈a,∞)) a ř́ıkáme, že nevlastńı integrál kon-
verguje; v opačném př́ıpadě diverguje.

Analogicky
b∫
−∞

f(x) dx = lim
a→−∞

b∫
a

f(x) dx a definujeme

∞∫
−∞

f(x) dx =
c∫
−∞

f(x) dx+
∞∫
c

f(x) dx , c ∈ R .

Integrál
∞∫
−∞

sinx dx

neexistuje, někdy je
proto vhodné praco-
vat s hlavńı hodnotou
nevlastńıho integrálu,
která je definována
vztahem

v.p.
∞∫
−∞

f(x) dx =

lim
c→∞

c∫
−c
f(x) dx .

(v.p. je z fran-
couzského valeur
principale).

Podobně pro nevlastńı
integrál vlivem funkce
definujme hlavńı hod-
notu vztahem

v.p.
c∫
a

f(x) dx =

lim
δ→0+

( b−δ∫
a

f(x) dx+

c∫
b+δ

f(x) dx
)

.

Př́ıklad 2.8 :

1)
∞∫
1

xα dx = lim
b→∞

b∫
1

xα dx = lim
b→∞

[ 1
α+1(bα+1 − 1)] =

{ ∞ α > −1 diverguje
1

α+1 α < −1 konverguje.

2)
∞∫
1

1
x dx = lim

b→∞
[ln |x|]b1 = [lnx]

∞
1 =∞ diverguje.

Definice 2.5 : (nevlastńı integrál vlivem funkce)
Necht’ ∀ t ∈ (a, b) je funkce f ∈ N (〈a, t〉) a f 6∈ N (〈a, b〉).

Necht’ existuje limita lim
t→b−

t∫
a

f(x) dx , pak se nazývá ne-

vlastńı Newton̊uv integrál vlivem funkce a ṕı̌seme

lim
t→b−

t∫
a

f(x) dx =

b∫
a

f(x) dx .

Znač́ıme f ∈ N (〈a, b)) a ř́ıkáme, že nevlastńı integrál kon-
verguje, v opačném př́ıpadě diverguje.

Analogicky
b∫
a

f(x) dx = lim
t→a+

b∫
t

f(x) dx .
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Př́ıklad 2.9 :

1)
1∫

0

xα dx = lim
t→0+

1∫
t

xα dx = lim
t→0+

[ 1
α+1(1− tα+1)] ={ ∞ α < −1 diverguje

1
α+1 α > −1 konverguje.

2)
1∫

0

1
x dx = lim

t→0+
[ ln |x| ]1t = [lnx]

1
0 =∞ diverguje.
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2.3 Aplikace v geometrii a fyzice

Při zavedeńı Riemannova integrálu jsme sč́ıtali ”nekonečně mnoho
nekonečně malých ploch - tzv. element̊u”a dostali jsme vlastně
obsah plochy ”pod grafem funkce f”. Tento postup lze použ́ıt i
při výpočtu objemu těles, délek křivek, vykonané práce ap.

Popis Vztah Obrázek

Plocha pod grafem funkce

Plocha S je ohraničena grafem

funkce f , př́ımkami x = a, x = b

a osou x.

S =

b∫
a

f(x) dx

Element plochy

dS = f(x) dx

�

�

�� � �

���

�	� ��


Objem rotačńıho tělesa
Objem V tělesa vzniklého rotaćı

plochy pod grafem funkce f ko-

lem osy x.

V = π

b∫
a

f 2(x) dx

Element objemu

dV = πf2(x) dx

�

�

� �

���

��� �	�

Délka křivky
Délka s křivky určené grafem

funkce f .

s =

b∫
a

√
1 + (f ′(x))2 dx

Element délky

ds
.
=
√

(dx)2 + (df)2 =√
(dx)2 + f ′(x)2(dx)2 =√

1 + f ′(x)2 dx �

�

�� � �

��� � �

�	� ��


Povrch rotačńıho tělesa
Velikost S plochy vzniklé rotaćı

grafu funkce f kolem osy x.

S=2π

b∫
a

f(x)
√

1 + (f ′(x))2 dx

Element povrchu

dS
.
= 2πf(x) ds =

2πf(x)
√

1 + f ′(x)2 dx

�

�

� �

���

��� �	�
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3 Posloupnosti a řady funkćı

Motivace Při řešeńı počátečńı úlohy

y′(x) = y(x) , y(0) = 1

můžeme formálńım derivováńım dostat

y′′(x) = y′(x) , · · · , y(n+1)(x) = y(n)(x) , · · · ⇒ y(n)(0) = 1 .

Taylor̊uv rozvoj funkce y v bodě 0 tedy bude mı́t tvar

y(x) = y(0) + y′(0)(x− 0) + · · · y
(n)(0)

n!
(x− 0)n + · · · =

∞∑
n=0

xn

n!
.

Řešeńı úlohy jsme dostali ve tvaru tzv. mocninné řady, kterou
budeme zkoumat v této kapitole.

Rovnici y′ = y řeš́ı ex-
ponenciálńı funkce ex,
jej́ıž Taylor̊uv rozvoj

je
∞∑
n=0

xn

n!
.

3.1 Posloupnosti funkćı

Definice 3.1 : Předpokládejme, že funkce f1, f2, f3, . . .

jsou definovány na množině M ⊂ R . Potom zobrazeńı
F : n → fn , n ∈ N se nazývá posloupnost funkćı na
množině M . Znač́ıme F = {fn}∞n=1, zkráceně {fn} .

Př. fn(x)= xn

n!
, M=R.

Posloupnost funkćı
{fn}+∞n=1 je omezená
na množině M ,
existuje-li konstanta
K > 0 taková, že pro
všechna x ∈ M a pro
všechna n = 1, 2, . . .
plat́ı

|fn(x)| ≤ K .

Posloupnost fn(x) =
cosnx je omezená na
množině M = R kon-
stantou K ≥ 1 .

Definice 3.2 : Posloupnost {fn}+∞
n=1 konverguje v bodě

x0 ∈ M , když č́ıselná posloupnost {fn(x0)}+∞
n=1 konverguje.

Posloupnost {fn}+∞
n=1 konverguje bodově na množině M ,

když pro každé x ∈M č́ıselná posloupnost {fn(x)}+∞
n=1 kon-

verguje. Množinu M pak nazýváme oborem bodové kon-
vergence a na M je definována funkce f=f(x) vztahem

f(x) = lim
n→∞

fn(x) , x ∈M .

Funkce f se nazývá bodová limitńı funkce posloupnosti
{fn}+∞

n=1 , znač́ıme fn → f .

Př́ıklad 3.1 : Posloupnost fn(x) = x
n konverguje bodově

k funkci f = 0 na množině M = R .

Posloupnost {xn}+∞
n=0 , M = 〈0, 1〉 má bodovou limitu

f(x) = { 0 x ∈ 〈0, 1) ,
1 x = 1 .
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Definice 3.3 : Řekneme, že posloupnost {fn}+∞
n=1 kon-

verguje stejnoměrně na množině M k funkci f = f(x),
jestliže

lim
n→∞

sup
x∈M
|fn(x)− f(x)| = 0 .

Znač́ıme fn ⇒ f . Funkci f nazýváme stejnoměrnou limi-
tou.

Posledńı př́ıklad ilus-
truje situaci, kdy po-
sloupnost funkćı spo-
jitých konverguje bo-
dově k funkci nespo-
jité.
Proto bodovou kon-
vergenci ”vylepš́ıme”.

Pokud posloupnost
konverguje stejnoměr-
ně, pak zřejmě kon-
verguje i bodově.

Uvedeme ekvivalentńı
definice konvergence
posloupnosti funkćı.

Bodová konvergence
na M: ∀x ∈M ∀ ε > 0
∃n0(ε, x) ∀n > n0 :
|fn(x)− f(x)| < ε ,

Stejnoměrná konver-
gence na M : ∀ ε > 0
∃n0(ε)∀x ∈ M ∀n >
n0 : |fn(x)−f(x)| < ε .

Př́ıklad 3.2 : (pokračováńı př́ıkladu (3.1))

Posloupnost {xn} na 〈0, 1〉 nekonverguje stejnoměrně. Plat́ı
totiž

sup
x∈〈0,1〉

|xn − f(x)| = 1 ∀n ∈ N .

Zvoĺıme-li δ ∈ (0, 1), potom na intervalu 〈 0, δ 〉 posloup-
nost {xn} konverguje stejnoměrně, nebot’ pro x ∈ 〈0, δ〉 je
f(x) = 0 a

sup
x∈〈0,δ〉

|xn| = δn → 0 pro n→∞ .

Zároveň plat́ı lim
x→1−

xn = 1 ∀n ∈ N, lim
x→1−

f(x) = 0 .

Jinými slovy:
lim
n→∞

lim
x→1−

xn(x) = lim
n→∞

1n = 1 .

lim
x→1−

lim
n→∞

xn(x) = lim
x→1−

0 = 0 .

Vid́ıme, že limity nelze zaměnit.

Př́ıklad 3.3 : Necht’ fn(x) = sinnx√
n
, n = 1, 2, . . . . Potom

lim
n→∞

fn(x) = f(x) = 0 na R

a protože

sup
x∈R

| sinnx|√
n

=
1√
n
→ 0 , tak fn ⇒ 0 .

Zároveň

lim
n→∞

f ′n(0) = lim
n→∞

√
n cos(0) = +∞ ,

ale
( lim
n→∞

fn(0))′ = f ′(x) = 0 .

Vid́ıme, že derivace limitńı funkce neńı limitou posloup-
nosti derivaćı. Ř́ıkáme, že danou posloupnost {fn} nelze
”derivovat člen po členu”.
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Př́ıklad 3.4 : Necht’ fn(x) = nx(1−x2)n, x ∈ 〈0, 1〉 . Potom

f(x) = lim
n→∞

fn(x) = 0 ∀x ∈ 〈0, 1〉 .

Zároveň pro integrály člen̊u posloupnosti plat́ı

lim
n→∞

1∫
0

fn(x) dx = lim
n→∞

1∫
0

nx(1−x2)n dx = lim
n→∞

n

2n+ 2
=

1

2

avšak
1∫

0

(
lim
n→∞

fn(x)
)
dx =

1∫
0

f(x) dx = 0 .

Opět vid́ıme, že nelze
zaměnit pořad́ı limi-
továńı a integrováńı,
tj. limita posloupnosti
integrál̊u neńı rovna
integrálu z limity.
Ř́ıkáme, že danou po-
sloupnost nelze ”inte-
grovat člen po členu”.

Věta 3.1 : (Postačuj́ıćı podmı́nka spojitosti, diferencova-
telnosti a integrovatelnosti limitńı funkce, záměnnosti limit)

a) Je-li {fn} posloupnost spojitých funkćı na intervalu I,
která na I konverguje stejnoměrně k funkci f , potom
funkce f = f(x) je také spojitá na I.

b) Jestliže posloupnost {fn} Riemannovsky integrova-
telných funkćı (fn ∈ R(I), I = 〈a, b〉) konverguje stej-
noměrně na I k funkci f(x), potom f ∈ R(I) a plat́ı

lim
n→∞

b∫
a

fn(x) dx =

b∫
a

lim
n→∞

fn(x) dx =

b∫
a

f(x) dx .

c) Jestliže posloupnost {fn} konverguje v nějakém bodě
x0 ∈ I = 〈a, b〉, fn jsou diferencovatelné funkce na
I a posloupnost derivaćı {f ′n} konverguje stejnoměrně
na I, potom i posloupnost {fn} konverguje stejnoměrně
na I, limitńı funkce f(x) = lim

n→∞
fn(x) je diferencova-

telná funkce na I a plat́ı

lim
n→∞

f ′n(x) =
[

lim
n→∞

fn(x)
]′

= f ′(x) .

d) Necht’ fn ⇒ f na (a, b) a pro každé n ∈ N existuje
vlastńı limita lim

x→a+
fn(x) = cn. Pak existuj́ı vlastńı limity

lim
n→∞

cn, lim
x→a+

f(x) a jsou si rovny.
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3.2 Funkčńı řady
Výraz

1+· · ·+x
n

n!
+· · ·=

+∞∑
n=0

xn

n!
,

je řadou funkćı 1, x,
x2

2!
, . . . definovaných

na R. Pro každé pevné
x ∈ R dostáváme č́ı-
selnou řadu, která
konverguje, nebot’ po-
dle d’Alembertova kri-

téria je lim
n→∞

|xn+1|
(n+1)!
|xn|
n!

=

lim
n→∞

|x|
n+1

= 0 (< 1).

Definice 3.4 : Necht’ {fn(x)}+∞
n=1 je posloupnost funkćı defi-

novaných na množině M . Potom výraz

+∞∑
n=1

fn(x) = f1(x) + f2(x) + · · ·

se nazývá nekonečná řada funkćı na množině M . Funkce

sn(x) =
n∑
k=1

fk(x) = f1(x) + f2(x) + . . .+ fn(x)

se nazývá n-tý částečný součet řady a {sn(x)} je po-
sloupnost částečných součt̊u řady.
Existuje-li

lim
n→∞

sn(x) = s(x) , x ∈M ,

potom funkce s(x), x ∈ M , se nazývá součet řady
+∞∑
n=1

fn(x) . Ř́ıkáme, že řada konverguje k funkci s(x) a

množina M se nazývá obor konvergence řady .

Jestliže konverguje řada
+∞∑
n=1
|fn(x)| , potom ř́ıkáme, že řada

+∞∑
n=1

fn(x) konverguje absolutně .

Z absolutńı konver-
gence řady plyne (ne-
absolutńı) konvergen-
ce řady (viz věta 5.11,
MA1).

Př́ıklad 3.5 : Řada

x2 +
x2

1 + x2
+

x2

(1 + x2)2
+ . . .+

x2

(1 + x2)n
+ . . .

je geometrickou řadou s kvocientem q = 1
1+x2 < 1 , x 6= 0 ,

a tedy konverguje pro každé x ∈ (−∞,+∞) (pro x = 0 je
sice q = 1, ale řada se skládá ze samých nul). Jej́ı součet je

s(x) =
x2

1− 1
1+x2

=
x2

x2

1+x2

= { 1 + x2 x 6= 0 ,
0 x = 0 .

Tedy součet řady spojitých funkćı existuje, ale neńı to spo-
jitá funkce.

K tomu, aby součet

s(x) řady
∞∑
n=1

fn(x),

kde fn(x) jsou spojité
funkce, byl spojitý,
potřebujeme podle
věty (3.1), aby po-
sloupnost částečných
součt̊u {sn(x)} kon-
vergovala k součtu
s(x) stejnoměrně.
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Věta 3.2 : (Weierstrassovo kritérium stejnoměrné konver-
gence řady funkćı)

Necht’
+∞∑
n=1

fn(x) je řada funkćı na množině M a
+∞∑
n=1

bn je

č́ıselná řada s nezápornými členy bn ≥ 0 . Necht’ dále plat́ı

|fn(x)| ≤ bn ∀n ∈ N ∀x ∈M

a řada
+∞∑
n=1

bn konverguje. Potom řada
+∞∑
n=1

fn(x) konverguje

stejnoměrně a absolutně na M (tj. konverguje stejnoměrně

na M také řada
+∞∑
n=1
|fn(x)|) .

Řada
+∞∑
n=1

bn se nazývá majoranta řady
+∞∑
n=1

fn(x) .

Německý matematik
Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass
(1815-1897).

se významně pod́ılel
na budováńı teorie
funkćı komplexńı pro-
měnné pomoćı moc-
ninných řad.
Věřil, že matematika
nesmı́ ztrácet kontakt
s ostatńımi vědami a
přispěl k rozvoji mate-
matické fyziky, optiky
a astronomie.

Př́ıklad 3.6 : Řada
+∞∑
n=1

cosnx
n2 konverguje podle vět (3.1) a

(3.2) stejnoměrně ke spojité funkci, nebot’ jej́ı majoranta
+∞∑
n=1

1
n2 je konvergentńı.

3.3 Mocninné řady

Definice 3.5 : Necht’ {an} je posloupnost reálných č́ısel. Po-
tom +∞∑

n=0

an(x− x0)
n , x ∈ R,

se nazývá mocninná řada se středem v bodě x0 ∈ R.

Věta 3.3 :
1. Konverguje-li mocninná řada

+∞∑
n=0

an(x − x0)
n v bodě

x1 6= x0 , potom konverguje absolutně v každém bodě x
otevřeného intervalu určeného nerovnost́ı

|x− x0| < |x1 − x0| .

2. Diverguje-li mocninná řada v bodě x2, potom diverguje
v každém bodě x splňuj́ıćım nerovnost

|x− x0| > |x2 − x0| .

Z věty (3.3) vyplývá,
že existuje č́ıslo R ≥
0 takové, že mocninná

řada
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n

konverguje absolutně
pro x splňuj́ıćı nerov-
nost |x−x0| < R a di-
verguje pro x splňuj́ıćı
nerovnost |x−x0|>R.

http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
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Definice 3.6 : (Poloměr konvergence)
Č́ıslo R ≥ 0 s výše uvedenou vlastnost́ı se nazývá poloměr
konvergence mocninné řady.
V př́ıpadě, že mocninná řada konverguje pro každé x ∈ R,
klademe R = +∞ .

O konvergenci či
divergenci mocninné
řady v krajńıch bo-
dech x0 − R a x0 + R
nelze obecně nic ř́ıci.
V těchto bodech řada
bud’ konverguje, nebo
diverguje v závislosti
na posloupnosti {an}.

Př́ıklad 3.7 : a) Máme řadu
+∞∑
n=0

xn

n! . Pro pevné x ∈ R

zkoumáme absolutńı konvergenci této řady pomoćı pod́ılového
kritéria (věta 5.6 MA1). Protože

lim
n→∞

∣∣∣∣∣∣
x(n+1)

(n+1)!
xn

n!

∣∣∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x|
n+ 1

= 0 (< 1) ,

tak daná řada konverguje pro všechna x ∈ R, tj. R = +∞.

b) Máme řadu
+∞∑
n=1

xn

n . Nyńı použijeme limitńı odmocni-

nové kritérium (věta 5.6 MA1). Protože

lim
n→∞

n

√∣∣∣∣xnn
∣∣∣∣ = |x| ,

tedy daná řada konverguje pro všechna x splňuj́ıćı |x| < 1,
diverguje pro všechna x splňuj́ıćı |x| > 1 a poloměr kon-
vergence R = 1 .

V krajńıch bodech
oboru konvergence
muśıme vyšetřit da-
nou řadu samostatně.
Pro x = −1 řada
+∞∑
n=1

(−1)n
n

konverguje

podle Leibnizova
kritéria. Pro x = 1
dostaneme harmonic-

kou řadu
+∞∑
n=1

1
n

, která

diverguje.

Výpočet poloměru konvergence mocninné řadyPoužijeme-li odmocni-
nové kritérium, pak
obecně chceme, aby
platilo
lim
n→∞

n
√
|an(x− x0)n| =

lim
n→∞

n
√
|an||x−x0|<1.

Podobně z pod́ılového
kritéria plyne

lim
n→∞

∣∣∣an+1(x−x0)n+1

an(x−x0)n

∣∣∣ =

lim
n→∞
|an+1

an
||x−x0|<1.

Z odmocninového (Cauchyova) kritéria lze odvodit pro poloměr
konvergence vzorec:

R =
1

lim sup
n→∞

n
√
|an|

.

Jestliže existuje lim
n→∞
|an+1

an
| , pak z pod́ılového (d’Alembertova)

kritéria dostaneme

R =
1

lim
n→∞
|an+1

an
|
.
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Věta 3.4 : (Stejnoměrná konvergence mocninné řady)
Necht’ R ∈ (0,∞) je poloměr konvergence mocninné řady
+∞∑
n=0

an(x − x0)
n a 0 < ε < R, potom mocninná řada kon-

verguje stejnoměrně na uzavřeném intervalu 〈x0−R+ε, x0 +
R− ε〉 .

Pro x∈(−1, 1) je

s(x) =
+∞∑
k=0

xk = 1
1−x .

Pro n−tý částečný
součet této řady plat́ı

sn(x)=
n∑
k=0

xk= 1−xn+1

1−x .

Potom
|sn(x)−s(x)|= |−xn+1

1−x |
a sup
|x|<1

|−xn+1

1−x | = +∞ .

Odtud plyne, že řada
+∞∑
k=0

xk nekonverguje

stejnoměrně na inter-
valu (−1, 1).

Věta 3.5 : (o derivaci a integraci mocninné řady)
Mocninné řady

g(x) =
+∞∑
n=0

d

dx
[an(x− x0)

n], F (x) =
+∞∑
n=0

x∫
x0

an(t− x0)
ndt

maj́ı stejný poloměr konvergence R jako řada

s(x) =
+∞∑
n=0

an(x− x0)
n

a plat́ı s′(x)=g(x), F ′(x)=s(x) pro každé x∈(x0−R, x0+R).

D̊usledek 3.1: Mocninnou řadu lze uvnitř oboru konver-
gence derivovat a integrovat člen po členu, tj. derivace součtu
se rovná součtu derivaćı a integrál součtu se rovná součtu in-
tegrál̊u.

Př́ıklad 3.8 : Pomoćı předchoźı věty (3.5) najdeme součet

řady
+∞∑
n=1

xn

n . Jej́ım derivováńım dostaneme geometrickou

řadu
+∞∑
n=0

xn = 1
1−x . Zpětně po integrováńı plat́ı

+∞∑
n=1

xn

n =

− ln |1− x| pro x ∈ (−1, 1) .

Definice 3.7 : Necht’ funkce f = f(x) má derivace všech
řád̊u v bodě x0. Mocninná řada

+∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n ,

se nazývá Taylorova řada funkce f . Jestliže se nav́ıc součet
Taylorovy řady rovná funkci f , pak se funkce f nazývá ana-
lytická funkce na oboru konvergence.

Př́ıklady analytických
funkćı jsou

ex =
+∞∑
n=0

1
n!
xn , sinx =

+∞∑
n=0

(−1)n
(2n+1)!

x2n+1 ,

cosx =
+∞∑
n=0

(−1)n
(2n)!

x2n .

Každá mocninná řada
je Taylorovou řadou
svého součtu, ale ne
každá Taylorova řada
funkce f konverguje
k funkci f . Např́ıklad
funkce f(x) = |x| má
v bodě x0 = 1 všechny
derivace a jej́ı Taylo-
rova řada je
1(x−1)0+1(x−1)1 =x,
což neńı p̊uvodńı
funkce (pro x < 0) .
Úloha nalézt Tay-
lorovu řadu funkce
f se nazývá rozvoj
funkce f v mocnin-
nou řadu.
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Taylorova metoda řešeńı počátečńıch úloh

Předpokládejme, že řešeńı y(x) počátečńı úlohy má v bodě x0

derivace všech řád̊u. Řešeńı pak hledáme ve tvaru

y(x) = y(x0) + y′(x0)(x− x0) +
y′′(x0)

2!
(x− x0)

2 + . . .

a hodnoty y(x0), y′(x0), . . . urč́ıme z diferenciálńı rovnice
a z počátečńıch podmı́nek.

Mocninné řady se po-
už́ıvaj́ı v teorii apro-
ximaćı, při konstruk-
ci primitivńıch funk-
ćı, při řešeńı diferen-
ciálńıch rovnic a velmi
často v teorii funkćı
komplexńı proměnné.

Př́ıklad 3.9 : Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′′ = xy, y(0) = 4, y′(0) = 3 .

Z počátečńıch podmı́nek plyne

y(x) = 4 + 3(x− 0) +
y′′(0)

2!
(x− 0)2 + . . . .

Z rovnice dostaneme postupným derivováńım:

y′′(x) = x y(x)
⇒ y′′(0) = 0 y(0) = 0 ,

y′′′(x) = y(x) + x y′(x)
⇒ y′′′(0) = y(0) + 0 · y′(0) = 1 · 4 ,

yIV (x) = y′(x) + y′(x) + x y′′(x)
⇒ yIV (0) = 2y′(0) + 0 · y′′(0) = 2 · 3 ,
...

y(n)(x) = (n− 2)y(n−3)(x) + x y(n−2)(x)

⇒ y(n)(0) = (n− 2)y(n−3)(0) .
Obecně

y(3n)(0) = (3n− 2)(3n− 5) · · · 4 · 1 · 4 ,
y(3n+1)(0) = (3n− 1)(3n− 4) · · · 5 · 2 · 3 ,
y(3n+2)(0) = 0 .

Po dosazeńı do předpokládaného tvaru řešeńı dostaneme:

y(x)= 4 + 3x+ 4
3!x

3 + 3
4!x

4 + . . .

= 4+3x+
∞∑
n=1

4 (3n−2)(3n−5)···4·1
(3n)! x3n+3 (3n−1)(3n−4)···5·2

(3n+1)! x3n+1.

Poznámka 3.1 : Aby výše uvedený formálńı postup byl
oprávněný, muśıme dokázat konvergenci vypočtené Taylo-
rovy řady. To však může být daleko komplikovaněǰśı než celý
předcházej́ıćı výpočet.
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Metoda neurčitých koeficient̊u
(pro řešeńı diferenciálńıch rovnic)

Tato metoda se použ́ıvá ke stanoveńı fundamentálńıho systému
lineárńı diferenciálńı rovnice. Předpokládáme, že řešeńı y(x) je
ve tvaru mocninné řady se středem v bodě 0 , tedy

y(x) =
+∞∑
n=0

anx
n = a0 + a1x+ a2x

2 + . . . .

Formálńım derivováńım ”člen po členu”dostáváme

y′(x) =
+∞∑
n=1

nanx
n−1

y′′(x) =
+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 atd.

Po dosazeńı do rovnice a využit́ı počátečńıch podmı́nek vypoč́ıtáme
koeficienty an, n = 0, 1, 2, . . . .

Př́ıklad 3.10 : Řeš́ıme počátečńı úlohu

y′′ = xy , y(0) = 0, y′(0) = 1 .

Po dosazeńı za y(x), y′′(x) obdrž́ıme:

+∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2 = x

+∞∑
n=0

anx
n ⇒

+∞∑
n=1

[(n+ 2)(n+ 1)an+2 − an−1]x
n + 2a2 = 0 .

Odtud plyne:

2a2 = 0 , a3 = a0
3·2 , a4 = a1

4·3 , a5 = a2
5·4 = 0 ,

a6 = a3
6·5 = a0

6·5·3·2 , a7 = a4
7·6 = a1

7·6·4·3 , atd.

Dostáváme tedy

y(x) = a0(1 + x3

2.3 + x6

2.3.5.6 + . . .+ x3n

2.3.5.6...(3n−1)3n + . . .)

+ a1(x+ x4

3.4 + x7

3.4.6.7 + . . .+ x3n+1

3.4.6.7...3n(3n+1) + . . .) .

Z počátečńıch podmı́nek obdrž́ıme

a0 = y(0) = 0, a1 = y′(0) = 1.

Je možné ukázat, že výše uvedená mocninná řada má po-
loměr konvergence R = +∞ , tj. řešeńı počátečńı úlohy je
definováno na celém R.

Obecné řešeńı rovnice
y′′ = xy můžeme tedy
psát ve tvaru y(x) =
a0y1(x) +a1y2(x) , kde

y1(x) = 1 + x3

2·3 + x6

2·3·5·6 + . . . ,

y2(x) = x+ x4

3·4 + x7

3·4·6·7 + . . . .

Funkce y1, y2 jsou
lineárně nezávislá
řešeńı dané rovnice,
která tvoř́ı funda-
mentálńı systém.
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3.4 Trigonometrické Fourierovy řady
Dosud jsme funkce hle-
dali ve tvaru mocnin-
né řady, vyjadřovali
jsme je v ”bázi poly-
nomů” 1 , x , x2 , . . . .
Nyńı zavedeme no-
vou ”bázi tri-
gonometrických
funkćı”1

2
, sinx,

cosx, sin 2x, cos 2x, . . .

Definice 3.8 : (Fourierova řada podle základńıho systému)
Necht’ f ∈ R(〈−π, π〉). Trigonometrická řada

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx),

jej́ıž koeficienty jsou určeny vzorci

ak =
1

π

π∫
−π

f(ξ) cos kξ dξ, k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
1

π

π∫
−π

f(ξ) sin kξ dξ, k = 1, 2, 3, . . . ,

se nazývá Fourierova řada funkce f podle
(základńıho) trigonometrického systému{

1
2 , cosx, sinx, cos 2x, . . .

}
.

Koeficient̊um ak, bk určeným uvedenými vzorci se ř́ıká Fou-
rierovy koeficienty funkce f a př́ıslušné Fourierově řadě se
také ř́ıká Fourier̊uv rozvoj funkce f .

Poznámka 3.2 : Chceme formálně vyjádřit funkci f ve tvaru

f(x) = a0
2 +

+∞∑
k=1

(ak cos kx + bk sin kx) . Po vynásobeńı

funkćı sinnx a integrováńı dostaneme
π∫
−π
f(x) sinnx dx =

π∫
−π

a0
2 sinnx dx +

+∞∑
k=1

π∫
−π

(ak cos kx+ bk sin kx) sinnx dx .

Zároveň pro k = n je
π∫
−π

(sinnx)2 dx = π , jinak ale plat́ı

π∫
−π

sin kx sinnx dx = 0 a
π∫
−π

cos kx sinnx dx=0 . Odtud ply-

nou vztahy pro ak, bk.

Ř́ıkáme, že funkce
cos kx , sinnx jsou
ortogonálńı.

Fourierovy řady (po-
kud konverguj́ı) před-
stavuj́ı ”analy-
tické”vyjádřeńı
2π-periodických
funkćı źıskaných
měřeńım periodických
děj̊u (kmit̊u, signál̊u,
apod.).

Př́ıklad 3.11 : Stanov́ıme Fourierovu řadu funkce
f(x) = x, x ∈ 〈−π, π) podle základńıho trigonometrického
systému, tj. ve tvaru

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

Vypočteme koeficienty ak , bk :
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ak =
1

π

π∫
−π

ξ cos kξ dξ = 0 , k = 0, 1, 2, . . . ,

bk =
1

π

π∫
−π

ξ sin kξ dξ =
2

π

π∫
0

ξ sin kξ dξ =(−1)k−1 2

k
, k = 1, . . . .

Výsledek ṕı̌seme ve tvaru:

f(x) ∼ 2

[
sinx− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− . . .+ (−1)k−1 sin kx

k
+ . . .

]
Integrál liché funkce
na symetrickém inter-
valu je nulový.

Integrál sudé funkce
na symetrickém inter-
valu 〈−a, a〉 se rovná
dvojnásobku daného
integrálu na polovič-
ńım intervalu 〈0, a〉.

V př́ıkladu 3.11 je
f(−π) = −π, ale
součet řady v bodě
−π je nula.

V př́ıkladu 3.11 je
f(π+)=−π, f(π−)=π,

tedy f(−π+)+f(−π−)
2

=0,
což odpov́ıdá součtu
Fourierovy řady.

Př́ıklad 3.12 : Vypoč́ıtáme Fourierovu řadu 2π-periodic-
kého prodloužeńı funkce f(x) = x2, x ∈ 〈−π, π) podle
základńıho trigonometrického systému.

a0 = 1
π

π∫
−π
ξ2 dξ = 2π2

3 ,

ak = 1
π

π∫
−π
ξ2 cos kξ dξ = 2

π

π∫
0

ξ2 cos kξ dξ = 4 (−1)k

k2 ,

bk = 1
π

π∫
−π
ξ2 sin kξ dξ = 0 , k = 1, 2, 3, . . . .

f(x) ∼ π2

3
− 4

[
cosx− cos 2x

22
+

cos 3x

32
− . . .

]
.

Protože periodické prodloužeńı funkce f je spojitá funkce
a má po částech spojitou derivaci, plat́ı podle věty (??)
rovnost s(π)=f(π)⇒ π2

3 −4
[
cosπ− cos 2π

22 + cos 3π
32 −. . .

]
=π2 .

Tedy
π2

6
=

∞∑
k=1

1

k2
.

Cvičeńı 3.1 : Najděte Fourierovu řadu funkce

f(x) ={ 0 , −π ≤ x ≤ 0,
x , 0 < x < π,

podle základńıho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

a0

2
+

+∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx).

[ f(x) ∼ π
4
− 2

π

(
cosx+ 1

32
cos 3x+ 1

52
cos 5x+ . . .

)
+(

sinx− 1
2

sin 2x+ 1
3

sin 3x− . . .
)
. ]
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Základńı úloha Fourierovy analýzy

K dané periodické funkci f(x), x ∈ R (tj. např. k periodickému
prodloužeńı funkce dané na intervalu 〈a, a+ T )) máme určit

a) frekvence ωk harmonických složek,

b) amplitudy rk harmonických složek (tj. koeficienty ak, bk),

c) fáze ϕk harmonických složek,

neboli Fourierovu řadu funkce f vyjádřit ve tvaruChceme, aby platilo
ak cosα + bk sinα =
r sin(ϕ+ α) = r sinϕ
cosα + r cosϕ sinα .
Tedy
ak=r sinϕ, bk=r cosϕ
⇒ r =

√
a2k + b2k ,

ϕ = arctg ak
bk
.

a0

2
+
∞∑
k=1

(
ak cos

2πkx

T
+ bk sin

2πkx

T

)
=

∞∑
k=0

tzv. harmonická složka︷ ︸︸ ︷
rk sin(ωkx+ ϕk) ,

potom rk =
√
a2
k + b2

k, ωk =
2πk

T
, ϕk = arctg

ak
bk
.

Základńı úloha Fourierovy syntézy

Ze známých frekvenćı, amplitud a fáźı určit (”rekonstruovat”)

funkci f(x), která je součtem řady
∞∑
k=0

rk sin(ωkx + ϕk), a určit

jej́ı hodnoty ve vybraných bodech x ∈ R.
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