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V 17.stoleti se ma-
tematici pokouseli
vytesit tzv. ”Problém
tecny”- nalezeni tecny
ke grafu funkce a
"Problém  plochy”-
spocitat obsah plochy
pod grafem funkce.
Na tspésném vyteseni
téchto problému se
nezavisle na  sobé
podileli Isaac Newton
(1643-1727)

a Gottfried Wilhelm
von Leibniz  (1646-
1716). Dalsi rozvoj
v této oblasti vedl
k  ziskani  velkého

mnozstvi matema-
tickych poznatku,
které nazyvame
"kalkulus”.
f(@) = |z]
Yy
f(z)
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Derivace

Priklad 1.1: Mame auto, jehoz ujeta draha je popsana

funkei s(t) . Checeme-li spocitat jeho prumérnou rychlost ©
s(t)—s(to)

v casovém intervalu (fo,t), pak 7= =4

Rozdil At =t—t, se nazyva diference argumentu, rozdil
As(tyg, At) = s(t) — s(tp) se nazyvé diference funkce s
v bodé ty a podil %tho) se nazyva pomeérna diference
funkce s v bodé t;.

K vypoctu okamzité rychlosti vy auta v case ty potfebujeme

znat hodnotu limity vy = lim %
t—to 0

Definice 1.1: (derivace) Necht funkce f je definovéna na
okoli bodu U(x). Jestlize existuje limita,

i (@) = £(@0)

T—X0 T — xo

= f'(@0) (= f'lw0)

pak se nazyva derivace funkce f v bodé xy. (Jestlize

lim W = +00, pak hovoiime o nevlastni derivaci.)
T—To 0

e f@)—fae) g s
Jestlize existuje wl_lérol_i_ pr fi(xo), pak se nazyva

derivace zprava.

Jestlize existuje lim W = f'(xg), pak se nazyva
T—To— 0

derivace zleva funkce f v bodé z.

Funkce f: x — f'(x), x € I senazyva derivace funkce f
na mnoziné /.

Priklad 1.2: Vypocitame derivaci funkce f(x)=z",neN,

x € R. Dostaneme f'(zg) = lim %ﬁém = lim -4 =
T—Xg

n—1 n—2 n—1
_ .t _ -
(z—0) (x +;_x0x° T ) — nxg L= (") = na" 1.

lim
T—Xg
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Definice 1.2: Necht k funkci f: U(zg) — R existuji kon-
stanta A a funkce w: U(xy) — R takové, ze Vo € U(x):

F@) = f(m)) = A~ (x — o) + w(@—mp) A lim 2&=2) —

x—xy LT

pak fekneme, ze funkce f je diferencovatelna v bodé xy .
Polozime h = x — xy . Funkce

df (zog,h) = A h

se nazyva diferencial funkce f v bodé x.

Vétal.l: Funkce f md derivaci v bodé zg (je derivovatelna
v xg) pravé tehdy, kdyz je diferencovatelna v bodé z(. Navic
plati

df (zo, h) = f'(z0) - h.

Poznamka 1.1:

1. Pro funkci f(x) = x je f(x)—f(xo) = L(x—x9)+0 = h. diferencial funkce f
Tedy f'(z) =1 a df(zg,h) = dx(xg,h) = h, proto y
se pro diferencial funkce f v bodé zy zavadi znaceni

df (zo, h) = f'(xo) dz|.

=\

2. Diferencial funkce f urcuje hlavni (linedrni) zménu
funkce f v bodé xy a pouziva se pro vypocet ptibliznych
hodnot dané funkce na okoli bodu zy pomoci vztahu
fx) = flxo) + (o) (z — x0).

Napiiklad pro funkci f(z) = /x a body x = 4,1,
zo = 4 dostaneme /4,1 = \/Z+ﬁ.(4,1—4) =2,025.

3. Rovnice teény ke grafu funkce f v bodeé [z, f(z¢)]
ma tvar

y — f(zo) = f'(z0)(z — o).
4. Pokud f'(zg) # 0, pak rovnice normdly ke grafu

funkce f v bodé [xg, f(x¢)] ma tvar

1
f'(x0)

y — f(xo) = —

(ZL"—ZU()).



(2 4+ 1)cosze®) =
2cosxe” + (2o + 1)
(cosze®) =2cosxe”
+(2x+1)(—sinx) e*+
(2x 4+ 1)cosxe.

/
!’ sin x —
(tgl’) o <cos:(:> o
cos x cos z—sin z(— sin x)
cos?x

1
cos?

(tgz) = 5=

Derivace inverzni funkce

Napiiklad 1 = (z)’
(elnz)/ _ elnx'(ln 1,)/

z-(Inz) =

(Inz) =1/
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Vétal.2: (algebra derivaci)
Necht existuji derivace f'(xq), ¢'(xo), pak plati:

i) (af£bg)(zo) =af'(xo) £bg'(x0),
ii) (f-9)(x0) = f'(20) g(wo) + f(w0) g'(20) ,

i) (2) (an) = WL ZTEI T g 20

a,beR,

Vétal.3: (Derivace slozené a inverzni funkce)

Necht funkce f je diferencovatelnd v bodé xg, yo = f(x)
a funkce ¢ je diferencovatelna v bodé gy, potom i slozena
funkce g(f(x)) je diferencovatelna v bodé z( a plati

(9(f(2))) (w0) = g'(v0) - f'(0) -

Necht f'(xq) # 0, pak pro derivaci inverzn{ funkce f~! v bodé
yo = f(xo) plati

_ 1 1

(f~1) (wo) =

fizo)  F(F ' (wo))

Priklad 1.5:
1. (a®) =

e . Ing = |(a*) = a® Ina.

(e"®) = (y = zlna) = (¢) - (xrlna) =

/ o 1 . 1 o 1 _
2. (aI‘Ctg y) (y()) T (tanz)/(mg) T —E— T cos2(mg)+sin(zg)
cos2 () T cos2(zg)
1+tan?(xg) 1-+tan?(arctan(y)) 1+(yo)?
r_ 1
(arctgz) = 17 -
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Tabulka 1: Prehled derivaci zdkladnich funkei

zeR

a>0,a#1,xeR

x € (0,00)

a>0,a#1,2€(0,00)

(2%) = axo™! a€R,z e (0,00)
(2™) =nan! neNzeR
(sinz)" = cosx zeR

(cosz) = —sinx zeR

(tgz) = =5

r#Q2k+1)3,keZ

(cotgz) = ——b x#km kel
(arcsinz) = 11_332 x e (—1,1)
(arccoszx) = — ll_rg x e (—1,1)
(arctgx) = ﬁ reR
(arccotg z) = —ﬁ reR
(sinhz)" = coshz reR
(coshz)" = sinhz reR
(tghz) = m reR
(cotghz) = —ﬁ x#0
(argsinh z) = \/zéﬁ reR
(argcosh ) = w;_l x € (1,00)
(argtgh x) = 1_1z2 x € (—1,1)
(argeotgh z) = x € (—o0,—1) U (1,00)
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2 Integraly

2.1 Neurcité integraly

Uz vime, ze derivace s'(t) funkce s(t) popisujici ujetou vzdalenost
auta v zavislosti na ¢ase t udava jeho rychlost v(t). V této ka-
pitole budeme tesit opacny problém. K dané rychlosti budeme

Nechf G.,F jsou pri hledat ujetou vzdalenost.
mitivnf funkee k fun- Definice 2.1: Funkce F' se nazyva primitivni funkce
kei f na mnoZiné M, k funkci f na mnoziné M | jestlize Vo € M : F'(z) = f(x).

pak Vz € M plati:
(G = F)(z) = f(z) -

F(x) = 0. Odtud vy- Definice 2.2: Mnozina vSech primitivnich funkei k funkci
plyvé, Ze existuje kon- f se nazyva neurcity integral funkce f a znaci se

stanta C € R takova,

ze G(z) — F(z)=C. /f(x)da::F(x)—l—C, CeR.

Konstanta C' se nazyva integracni konstanta.

Znak integralu Priklad 2.1:
| 1. Funkce s(t) popisujici drahu auta je primitivni funkci
f(z) do k funkci v(t) popisujici rychlost auta.
/ ’ 2. Funkce 2% + 2, 2% — 23 jsou primitivni k funkci
Integrand 322 na R a pro neurcity integral k funkci 3z% plati
Integralni proménna f 322 dr = 23 + C, CeR.

Uloha najit primitivni funkci je obrécend k 1loze nalézt de-
rivaci dané funkce. Z linearity operace derivovani (véta (1.2) i))
plyne i linearita neurcitého integralu.

Véta2.1: Necht funkce f,g maji primitivni funkce na in-
tervalu I, o, 8 € R, potom plati

Jla s@ 25 9@l do=a [ 1) da 25 [ o) do.

Priklad 2.2: f3€5”—2 sinxd.r:?)fexdx—Qfsinxdx:
3e* +2cosx+ C.

Ze znalosti derivaci zékladnich funkei Ize odvodit nésledujici
primitivni funkce.
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Tabulka 2: Zakladni primitivni funkce

[etdz=e"+C

zeR

faxdx:%—i-C'

a>0,a#1,xeR

fa:"dx:’f;f—FC neNzxzelR
[Lfdz=In|z|+C r e R\ {0}

[ x*de = L O

a+1

a#—1,x € (0,00)

[sinzde = —cosz + C

z e R

[cosxdx =sinz +C

z € R

[ dr=tgz+C

cos?

e#2k+1)I kel

[ = dx = —cotgz + C x#km kel
fﬁdx:arcsinx—i—C:—arccosx+C’ r e (—1,1)
fﬁdx:arctgm—l—C:—arccotga:—l—C reR

[ coshzdx =sinhx + C reR

[ sinhz dx = coshx + C relR

[ —L— dx = tgh C R

cosh? =tghz + T

fsinkll%d:l::—cotghzv—l—C x#0

[ = dv = argsinhz + C' =In [z + V1 + 22| +C reR
fﬁdazzargcoshﬁ]+C’:1n|x+\/x2—1]+0 |z] € (1,00)
[ 1 dx = argtghaz + C re(-1,1)

[ — dx = argcotghz + C

1—x2

x € (—o0,—1)U(1,00)




Podobné pocitame in-
tegraly funkci
x"coskr, a"sinkx,
2"ef . k,neN.

Podobné pocitame in-
tegraly funkci

arcsinax, arccosar,
arctgar, a€R ap.
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Ze vztahu pro derivaci sou¢inu dvou funkei (véta (1.2) ii))
plyne nasledujici véta.

Véta2.2:
Necht funkce u, v jsou derivovatelné na intervalu I a existuje

(integrace per partes)

primitivni funkce k sou¢inu w - v’ na I, pak na I plati

Priklad 2.5:

1) Vypoctéte integral [ cosxdx.

w =cosx v==x
u=sinxr v =1
rsinx +cosx +C'.

fxcosxdx — [

] = xsinx—fsinxda: =

2) Vypoctéte integral [log, x dx .

=1 v=log,x
[log, x dx = v ] zlog, x— [ —dr =
! U= vl_sclna ! rina
rlog, v — =+ C

3) Vypoctéte integral [ md:p.

~ ~ / _ 1 4
Obecné oznacime I, = f—(lﬂ,g)n dr, mn € N a pomoci

metody " per partes”dostaneme

=1 v=
1 IQ n T

U= U T ey
f%dx:( -|—2nf1”—’nildx:m+

20 ([t <1+x12>n+1 dz) = qroy + 20 (In = Inta)
Odtud vyplyva I, = %(ﬁ +(2n — 1)1-”) .
Nyni vypocitdme [ 1+I2 sdz= (n=1)

%(m+(2 1)frlx2dg;> — %(Hf’7+arctan:c> + C'.
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Véta2.3: (integrace substituci)

Necht f: D(f) — H(f), g: D(g) — H(g) a H(f) C D(g).
Jestlize funkce f je derivovatelna na D(f) a existuje primi-
tivn{ funkce G k funkci g na D(g), potom na D(f) plati

[s@) - r@ds = [gway=cuan+c, cer.

Priklad 2.4: Vétu 2.3 je vhodné pouzit v prikladech, kdy
se v integralu vyskytuje funkce f a jeji diferencidl f’dx,
pak provedeme substituci za funkci f.
( Yy =sinx

[cotgrdr = [Edr = dy = cosz du

sinx

) = fidx =
In|y|+C =In|sinz|+ C'.

Obracené je nékdy vyhodné proménnou x nahradit funkeci
z(t). V tomto piipadé vsak musime mit zaru¢enou existenci
inverzni funkce x1(t).
[ dx—( xr = cost t e (0,m) )_

Vi—a?2 7\ dy = —sintdt t=arccosxt /

L B  sint o prOtE(Oaﬂ—)) —
(—sint)dt = [ [sin ] dt = ( je sint >0 -

1
f\/l—cos2t
f—ldt: —t+C = —arccosz + C'.

Integraly typu [ R(x)dx

Nejdrive budeme integrovat zdkladni raciondlni funkce typu

1 [A-dx, kde A, z1 € R.
3 u:x—4>__ 1 B
fx—4dx_(du:dx = -3 [+du=—-3In|z—4|+C.
2.[@@;, kde A, ;1 € R, ke N\ {1}.
) . u=1—=x o 1/ _ ﬁ o
f“*x)gdm N (du:—dx> = 2[5 (mdu) = =245 =
3. %dw, kde A, B,p,q € R a jmenovatel

zlomku ma komplexni koreny.

2
f x2f2x+2 dr = f x2w+2$+2 dr = < du = (2$ + 2)d$ B

Typickymi integraly,
které lze spocitat po-
moci véty o substituci
jsou

/tgwdaz; /ln_xdx;
x

arcsin

i

argsinh x

————dz ap.
V1+ 22 P

dx ;

Racionalni lomené
funkce maji tvar

Dlz)
Q(x)
kde P(z), Q(x) jsou
polynomy.

R(z) =
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[ hduf b do= (7 ) =inful O [k do =

dv = dx e d
In |22 +2x+2\—arctg(x+1)—l—0.

4. f%dx kde A, B, p, g € R, k€ N\ {1} a jme-
novatel zlomku mé komplexni koreny.

2
62—3 _ 221 (u=z"+4 N\
f(m2+4) dr = Bf (a?+4)2 dr = (du:Qa:dx> B

af 1 g (V=3 _
3f“2du 3f )H)de <2dv:d1‘>

l
2

3L+ C— 8dev:(viz pitklad (2.1)3) = —3——

x2+4

%(—( o —|—arctgv)) +C = 2+4 136(932+4 +arctg 5) + C'.

Rozklad na parcidlni Rozklad na parcialni zlomky
zlomky je inverzni o-

perace k operaci hle. Z algebry vime, ze polynom Q(z) lze rozlozit na sou¢in poly-

déni spoletného jme- nomu nejvyse druhého stupné. Tedy
tele. i j
novatele Q(I) _ H (x_$i)kz(x2+pjx+qj)ry’ ki;rj €N7 Pj,q; eR.
V piipads, kdy stupeit Pt
P(z) > stupen Q(x), o, o . P(x) ;
nejdifve vydélime po- Racionélni lomenou funkci R(z) = 0(2)’ kde P(z), Q(x) jsou
lynom P(x) pOlYI}O- polynomy a stupen P(x) < stupen @Q(z) rozlozime na soucet
mem Q(z) a pa.k, pre- zékladnich raciondlnich funkei:
jdeme k parcialnim n m B oiC By 1+C.
Jomkiim, _ s e S
zlomium R(z) = Zl (;v i )2+ +($ z;)Fi +Z :c2+p T+, +($2+JPJ'$+Q;)2+
1=
Bq-j$+crj

(@ +pja-ta;)7T
a jednotlivé zlomky integrujeme zvl4st, naptiklad:

2x+2 _ 2x+2 _ A B Czx+D
| e de=/ (z—1)2(z°+1) dr= | ;5 + @-12 T 241 dx

_ Alz—1)(2®+1)+B(224+1)+(Cz+D)(z—1)? _
_f (x—1)2(2241) dx = f

—Injz -1 -2z - 1)+ iIn|z? + 1| — arctgz + C.

1 .
= 1)2+ 2241 T do =

z—1

Konstanty A, B, C, D vypoc¢itame z rovnosti

20 +2=A(x — 1)(2* + 1) + B(z> + 1) + (Cx + D)(x — 1)%.
Prox=1je 4=B2= B=2.
Prox =i je 2i+2=(Ci+D)(i—1)?=2i+2=2C —2iD =
C=1,D=-1.
Prox=0je 2=A(-1)4+2—-1=A=—
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Integraly typu [ R(sinz,cosz)dx Resfme pfechodem k ra-
cionalnim lomenym funkcim pomoci néasledujicich substituci.

1. Pokud R(—sinz,cosz)
Pokud R(sinz, — cosx)

= —R(sinx, cosx), pak t = cosx .

= —R(sinx,cosx), pak t =sinx .

. t=

[sinxcos? z dx = (dt :Co—sjinxdx> = [—t*dt = —§+
3
C:_cozx_i_cf.

L g t=sinz te(-1,1)\ @
oz de = (dt:cosa:dx ) — J cosweosz T
f 1_SC§7§12$ - litﬁ = argtght +C = argtgh (Sil’l LE) +C'.

2. Pokud R(—sinz, —cosz) = R(sinz,cosz), pakt=tgz,
x#w k € 7 a plati
r = arctgt, dr = 11’22, sin? x = 11%, cos?r = 14&1&2'
1
fsm 2r+1 dr = f 1+tj_ dt = f tzi—ztjﬂ dt = fmdt -
\/_ 1+t 1+t
u=v2i 1 du 1
<du=\/§dt) =7 uz—szﬁarctg(\/ﬁtgx)-i-C.

V nékterych specidlnich pripadech je vhodné pouzit zakladni

Vztahy pro goniometrické funkce.
+ _ 1 1 2 _
f sin* wdx o fwdx o f s T sinZJcCOtg vdr =

sm4 X S100 A

( u = cotgx

3
oo 1) = —eotg e [u? du=—cotg a5 4.C.
Smm- T

Metoda snizovani stupné.
[cos? wdr = [ 12 dy = 1 [[1 + cos 2z] dx

_(u:2az

du:2dm> :%(x+%fCOSUdU):%$+isin2x+0_

3. V obecném pripadé pouzivame univerzalni substituci

t=tgs5, v#2k+1)r, k€ Z. Potom
_ _2dt : 2t _1-#
r =2arctgt, dr = s SINT = 75, COST = o5 -
1 neE g dt
J— 1+t J— J—
2+4-sin x dr = 2+142rt f t2+t—|—1 - f +%)2+% -

it _
(doea’)= ﬁ%i:fm:@v:ﬂudu):

4

4fv2+1 = arctgv+C— \[arctg(}thJr\}g)JrC.

Zakladni vztahy pro
goniometrické funkce
coslx +sin’z =1

cos 2z = cos? r—sin’ z
C082 T = 1+cos2x

sin2 T = lfcgs 2

sin2x = 2sinx cosx .

t=tgr = t’= sin’

cosZ
=t2cos’xr=1—cos’x
=cos?z(t? +1)=1=

2. 1
COS" T = 1737 -




Pro jednoduchost si
nyni predstavime, ze
rychlost naseho auta
je konstantni v(t) = c.
Ujetd dréha auta s(t)
v case t od pocatku
meéreni v Case 1 je pak
déna vztahem
s(t)—s(tg) = c-(t—to) .
Rozdil s(t) — s(ty) se
zaroven rovna plose
pod grafem funkce v
na intervalu (o, ) .
Pripomenme, ze fun-
kce s(t) je primitivni k
funkci v(t).

Plati, ze i v obec-
néjsim pripadé 1ze pri-
mitivni funkci vyuzit
k vypoctu plochy pod
grafem funkce.
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2.2 Urcité integraly

Definice 2.3: Necht k funkci f: (a,b) — R existuje primi-
tivni funkce F': (a,b) — R (v krajnich bodech uvazujeme
jednostranné derivace). Pak rozdil F(b) — F(a) nazyvame
Newtonovym urcitym integralem funkce f na intervalu
{(a,b) a pisSeme

b
F(b)—F(a):/f(x) dx .

Uvedeny vztah se nazyva Newtonova-Leibnizova formule
b
a také piseme F(b) — F(a) = [F(z)2= [ f.

Cislo a se nazyva dolni mez, ¢islo b se nazyva horni mez
Newtonova integralu.

Mnozinu vSech funkci, které maji Newtonuv integral na in-
tervalu (a, b) znacime N ({(a,b)).

Véta2.4: (vlastnosti Newtonova integralu)

1) Newtonuv integrél nezavisi na volbé primitivni funkce.

2) Necht f € N({a,b)), c € {a,b), pak plati
b a a
ff(:z:)dx:—bff(x)d:z:, [ f(z)dx =0,

fbf(x)dxzfcf(fv)dﬂerfbf(x)d:c.

3) Necht f,g € N({(a,b)), a, 8 € R, pak plati
b

[ af(@) + Be(@)dz = a f f(@)dw + B f g(z) do.

a

(Tedy mnozina N ({a,b)) je linedrni prostor.)

Priklad 2.5:

2
Ofod:c: 22+ CR3=[23=4.

™

T 0
[[3cosz — 2sinx]de =3 [cosxzdr + 2 [sinxdr =
0 0 T

3[sinx]f +2[—cosz]2 =3(0—-0)—2(1—(-1)) = —4.
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Nésledujici dveé véty vyplyvaji z vét (2.2) a (2.3).

Véta2.5: (per partes v Newtonové integralu)

Necht funkce u,v jsou derivovatelné na intervalu (a,
(v krajnich bodech zprava, popt. zleva) a u -v" € N ({a,b)
potom také v’ -v € N({a,b)) a plati

b)
)

Y

1
Priklad 2.6: Vypoctéte integral [ e”sinzdx.
0

Metodu per partes pouzijeme dvakrat.

1 /I x — o

[ e*sina da = u'=e" v=sinz | .1
e’sinx dr = . = [e"sin 7],

0 u=-¢e" v =cosx

Lo u=e" wv=cosx el
[ e cosxdr = . : = [e"sinz], —
5 u=e" v =—sinx

1
e cosz]y — [e*sinazdr. Odtud vyplyvé
0
1 1
[e"sinzdr = 3[e"(sinz — cosz)], = £(sin 1 — cos 1) +
0

D=

Véta2.6: (substituce v Newtonové integralu)

Necht f: D(f) = H(f), g: D(g) = H(g) a H(f) C D(g).
Jestlize funkcee f je derivovatelnd na D(f) a existuje primitivni
funkce G k funkci g na D(g), potom pro {(a,b) C D(f) plati

Priklad 2.7:

—1 =sina=a=— )
O=sinb=b=0

0 s
B ¢ 5, (prote(=5,0)\
costdt = | Feost] 9 = ( je cost >20 > B

O .
1 - T =sint
1 flvl—ﬂc2 dv = (dx:costdt

; 1
:f—2
3

bl

1—sin“t

[ME]

Produkce plynu

Ze zkuSenosti vime, ze
novy vrt produkuje asi
f(t) = 0.2¢e 092 mi-
lionu kubickych me-
tru plynu za ¢ mésicu.
Pokud chceme odhad-
nout celkovou produk-
ci P(t) vrtu za jeden
rok, pak musime spo-
¢itat integral

12

P(t) :/O.Qte_o'ozt dt .

0

Pomoci metody per
partes dostaneme

12
J0.2¢e 002 g =
0

_ 12
10(_ [t@ 0.027&]0 +

12
[eo0tat) =12,
0



Integral f sinr dx

neexistuje nekdy je
proto vhodné praco-
vat s hlavni hodnotou
nevlastniho integrélu,
kterd je definovana
vztahem

v.p. T f(z)de =

li

Jim { f
(v.p. je =z fran-
couzského valeur
principale).

Podobné pro nevlastni
integral vlivem funkce
definujme hlavni hod-
notu vztahem

v.p.ffx dr =
hm(ff ) dx +

5~>0+

ffx dac).

b+6

14
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Definice 2.4: (nevlastni integral vlivem meze)

Necht funkce f € N ({(a,b)) pro kazdé b > a. Necht existuje
b
limita blim [ f(z)dz, pak se nazyva nevlastni Newtonuv
— 00 a

integral vlivem meze a piseme

blgxolo/bf(x) dx = ]of(x) dx

Znacime f € N ({a,00)) a iikdme, Ze nevlastni integrél kon-
verguje; v opacném pripadé diverguje.
b b

Analogicky [ f(z)dx = lim [ f(z)dz a definujeme
a——00 a

Tf(a:)d:w f f(x)d:c+}0f(x)dg; ceR.
Priklad 2.8
1) f:z: dx—hmf:z: dx—llm[+(bo‘+1 1)) =

b—o0 1 b—o0

{ oo «a > —1 diverguje
1

1 « < —1 konverguje.

] [Inz]" =00 diverguje.
— 00

2)  [1ldr=lim[In |z} =
1

Definice 2.5: (nevlastni integrél vlivem funkce)

Necht Vt € (a,b)je funkee f € N({a,t)) a f & N({a,b)).
t
Necht existuje limita tlirgl [ f(z)dz, pak se nazyvd ne-
—0= g

vlastni Newtontuv integral vlivem funkce a piSeme

tlirgl/tf(w)dx/bf(w)dfv

Znacime f € N ({a,b)) a tikdme, Ze nevlastni integral kon-
verguje, v opacném pripadé diverguje.
b b

Analogicky [ f(x)dr = lim [ f(x)dz
p t—a+y
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Priklad 2.9:

a+1\]
1) Ofa: dx—tgn}rtf:c dx—t1_1>r0r£r[ (1 —tth)] =

L o> —1 konverguje.

{ oo a < —1 diverguje
a+1

1
1 . . 1 _ . .
2) {xdx tgr& In|z|], = [Inz], = oo diverguje.
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2.3 Aplikace v geometrii a fyzice

Pri zavedeni Riemannova integralu jsme sc¢itali " nekoneé¢né mnoho
nekonecné malych ploch - tzv. elementu”a dostali jsme vlastné
obsah plochy "pod grafem funkce f”. Tento postup lze pouzit i

pri vypoctu objemu téles, délek kiivek, vykonané prace ap.

Popis Vztah Obrazek
Plocha pod grafem funkce b Y
Plocha S je ohranicena grafem S= /f(x) d f(x)
funkce f, ptimkamix =a,x = b Elem gnt plochy
a osou . 05 = f(z)da
a dz b
v f(z)

Objem rotac¢niho télesa
Objem V télesa vzniklého rotaci
plochy pod grafem funkce f ko-
lem osy .

b
V:W/fz(l’)dl‘

Element objemu
dV =7 f*(z) dx

Délka krivky
Délka s kiivky urcené grafem
funkce f.

5= / VIt (@) da

‘ Element délky
ds = +/(dx)? + (df)? =
V(da)? + f'(2)*(dz)? =

V1+ fl(x)?dx

I
U
<

)

Povrch rotacniho télesa
Velikost S plochy vzniklé rotaci
grafu funkce f kolem osy .

b
S—on / F@)VI T (@) de

Element povrchu
dS =2nf(x)ds =

2 f(x)\/1+ f'(x)? dx
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3 Posloupnosti a rady funkci

Motivace Pri feseni pocatecni ulohy

Resen{ tlohy jsme dostali ve tvaru tzv. mocninné fady, kterou
budeme zkoumat v této kapitole.

3.1 Posloupnosti funkci

Definice 3.1: Priedpokladejme, ze funkce fi, fo, f3, ...
jsou definovany na mnoziné M C R. Potom zobrazeni
F:n — f,, n €N se nazyvd posloupnost funkci na
mnoziné M. Znacime F = {f,}°°,, zkracené {f,}.

Definice 3.2: Posloupnost {f,}/>] konverguje v bodé
z9 € M, kdyz ¢ciselnd posloupnost {f,(x)}'2 konverguje.
Posloupnost {f,}'>} konverguje bodové na mnoziné M,
kdyz pro kazdé x € M ¢&iselnd posloupnost {f,(z)}72 kon-
verguje. Mnozinu M pak nazyvame oborem bodové kon-
vergence a na M je definovana funkce f= f(x) vztahem

f(z) = lim f,(z),

n—oo

re M.

Funkce f se nazyva bodova limitni funkce posloupnosti
{fn}129, znacime f, — f.

n=1"

Priklad 3.1: Posloupnost f,(z) = = konverguje bodové
k funkci f =0 na mnoziné M =R.

Posloupnost {z"}%9, M = (0,1) md bodovou limitu
0 ze(0,1),

Rovnici 3/ = y Tesi ex-

ponencialni funkce e*,

jejiz Tayloruv rozvoj
o

xn

e ik
n=0

Pt. fo(z)=2%, M =R,

‘nl”

Posloupnost funkci
{f.}129 je omezena
na mnoziné M,
existuje-li  konstanta
K > 0 takova, ze pro
vsechna x € M a pro
vSsechna n = 1,2,...
plati

Posloupnost  f,(z) =
coSNx je omezena na
mnoziné M =R kon-
stantou K > 1.



Posledni priklad ilus-
truje situaci, kdy po-
sloupnost funkci spo-
jitych konverguje bo-
dové k funkci nespo-
jité.

Proto bodovou kon-
vergenci " vylepsime”.

Pokud  posloupnost
konverguje stejnomeér-
né, pak ziejmé kon-
verguje i bodové.

Uvedeme ekvivalentni
definice  konvergence
posloupnosti funkei.

Bodova  konvergence
na M:Vx e MVe >0
dng(e,z) Vn > ng :
|ful@) = f@)| <&,

Stejnomeérnd  konver-
gence na M: Ve >0
dng(e)Ve € MVn >
no : | fulz)—f(z)] <e.
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Definice 3.3: Rekneme, 7e posloupnost {f.}'2 kon-

verguje stejnomérné na mnoziné M k funkci f = f(x),
jestlize

lim sup | fu(z) — f(x)| =0.

n—oo reM

Zmacime f, = f. Funkci f nazyvame stejnomérnou limi-
tou.

Priklad 5.2:

Posloupnost {z"} na (0, 1) nekonverguje stejnomérné. Plati
totiz

(pokracovani prikladu (3.1))

sup |z" — f(x)]=1 VYneN.
x€(0,1)

Zvolime-li § € (0,1), potom na intervalu (0,9 ) posloup-
nost {z"} konverguje stejnomérné, nebot pro x € (0,9) je

f(x)=0 a

sup |[z"| =0"—0 pro n— oo.

x€(0,0)
Zaroven plati lim z" =1 Vn €N, lim f(z)=0.
T— x—1_

Jinymi slovy:
lim lim 2"(z) = lim 1" =1.

n—oo r—1_ n—00
lim lim z"(z) = lim 0 =0.
r—1_ n—oo r—1_

Vidime, ze limity nelze zaménit.

Priklad 3.3: Necht f,(x) = Sh\l/%‘x ., n=1,2,.... Potom

a protoze
| sin nx| 1
sup = — 0, tak f, =0.
zeR \/ﬁ \/ﬁ
Zaroven
lim f/(0) = lim v/ncos(0) = +oo,
n—oo n—oo
ale

(lim f,(0)) = f'(z)=0.
n—oo
Vidime, ze derivace limitni funkce neni limitou posloup-

nosti derivaci. Rikdme, ze danou posloupnost {f,} nelze
"derivovat ¢len po ¢lenu”.
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Priklad 3.4: Necht f,(x) = nz(1—2*)", z € (0,1). Potom

f(z) = lim f,(x) =0 Vze (0,1).

n—o0
Zaroven pro integraly ¢lentu posloupnosti plati

1 1

1
lim [ f.(z) dr = lim [ nz(1—2%)" do = lim A
n—00 n—00 n—oo 2N + 2 2
0 0
avsak

Véta3.1: (Postacujici podminka spojitosti, diferencova-
telnosti a integrovatelnosti limitni funkce, zdménnosti limit)

a) Je-li {f,} posloupnost spojitych funkei na intervalu I,
ktera na I konverguje stejnomérné k funkci f, potom
funkce f = f(z) je také spojita na I.

b) Jestlize posloupnost {f,} Riemannovsky integrova-
telnych funkei (f, € R(I), I = (a,b)) konverguje stej-
nomeérné na I k funkci f(z), potom f € R(I) a plati

b b b

lim [ fu.(z)de = /7}1_{1;10 fo(z) do = /f(a:) dx .

n—oo
a a

c) Jestlize posloupnost {f,} konverguje v néjakém bodé
rg € I = (a,b), f, jsou diferencovatelné funkce na
I a posloupnost derivaci {f} konverguje stejnomérné
na I, potom i posloupnost {f,} konverguje stejnomérné
na [, limitni funkce f(x) = nlggl(j fn(z) je diferencova-

telna funkce na I a plati

lim /() = [im f,(2)] = £/(@).

n—oo |:TL—)OO

d) Necht f, = f na (a,b) a pro kazdé n € N existuje
vlastn{ limita lim+ fn(z) = ¢,. Pak existuji vlastni limity
Tr—a

lim ¢,, lim f(x) a jsou si rovny.
n—00 r—a+

Opét vidime, ze nelze
zaménit poradi limi-
tovani a integrovani,
tj. limita posloupnosti
integrali neni rovna
integralu z limity.

Rikéme, ze danou po-
sloupnost nelze ”inte-
grovat ¢len po clenu”.



Vyraz

n +oo

X
1+..._’_m+...zz_

n=0

je tadou funkci 1,z,
% ,... definovanych
na R. Pro kazdé pevné
r € R dostavame ci-
selnou tadu, ktera
konverguje, nebot po-
dle d’Alember‘tgxz%l kri-
téria je lim W =
n—oo 1

n!

lim 2L =0 (< 1).

n—oo 1

7. absolutni konver-
gence fady plyne (ne-
absolutni) konvergen-
ce fady (viz véta 5.11,
MAT1).

K tomu, aby soucet
s(x) tady > fu(x),
n=1

kde f,(z) jsou spojité
funkce, byl spojity,
potiebujeme podle
vety (3.1), aby po-
sloupnost céstecnych
souctu {s,(z)} kon-
vergovala k souctu
s(x) stejnomeérné.
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3.2 Funkéni rady

Definice 3.4: Necht {f,(z)}.}>{ je posloupnost funkei defi-
novanych na mnoziné M. Potom vyraz

S fule) = @) + fola) + -

se nazyva nekonecna rada funkci na mnoziné M. Funkce
sn(@) =Y ful@) = file) + fol@) + ... + ful2)
k=1

se nazyva n-ty Casteény soucet fady a {s,(x)} je po-
sloupnost ¢astecnych souctu rady.
Existuje-li

lim s,(z) =s(z), xzeM,

n—oo

potom funkce s(x), =z € M, se nazyva soucet fFady
Jio fu(z). Rikdme, ze fada konverguje k funkci s(z) a
nm:rlloZina M se nazyva obor konvergence rady .

Jestlize konverguje fada Jij |fu(z)|, potom tikdme, ze tada
=

+00
> fa(z) konverguje absolutné.
n=1

Priklad 3.5: Rada

7 i + i o+ i +
L+a22  (1+a%) (1+2%)
je geometrickou fadou s kvocientem ¢ = = +11_2 <1,x#0,

a tedy konverguje pro kazdé x € (—oo,+00) (pro x = 0 je
sice ¢ = 1, ale fada se sklada ze samych nul). Jeji soucet je

z? x? 1+22 x40,

L= 1422 1422

Tedy soucet fady spojitych funkei existuje, ale neni to spo-
jita funkce.
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Véta3.2: (Weierstrassovo kritérium stejnomérné konver-

gence tady funkci)
+00 +00
Necht > f.(z) je tfada funkci na mnozine M a > b, je
n=1 n=1
¢iselnd fada s nezdpornymi ¢leny b, > 0. Necht ddle plati

|fu(@)] <b, VnEN Ve M

+00 e

a fada ) b, konverguje. Potom tada > f,(z) konverguje
n=1 n=1

stejnomérné a absolutné na M (tj. konverguje stejnomérné

+00
na M také fada > |f.(x)|).
n=1

.t 00
Rada ) b, se nazyva majoranta fady »_ f.(x).
n=1 n=1
+0o0

Priklad 5.6: Rada Y <2 konverguje podle vét (3.1) a

n=1

(3.2) stejnomérné ke spojité funkci, nebot jeji majoranta

+o0 L
> -5 je konvergentni.
n=1

3.3 Mocninné rady

Definice 3.5: Necht {a,} je posloupnost redlnych ¢isel. Po-
tom o

Zan(x —x9)", z€R,

n=0

se nazyva mocninna rada se stfredem v bodé z; € R.

Veéta3.3: too
1. Konverguje-li mocninnad tada ) a,(x — )" v bodé
n=0

xr1 # xo, potom konverguje absolutné v kazdém bodé x
otevieného intervalu urceného nerovnosti

|z — zo| < |z1 — 20 -
2. Diverguje-li mocninna rada v bodé x5, potom diverguje
v kazdém bodé x spliujicim nerovnost

|z — xo| > |22 — 0| .

21

Némecky matematik
Karl Theodor Wilhelm
Weierstrass

(1815-1897).

se vyznamné podilel
na budovani teorie
funkci komplexni pro-
ménné pomoci moc-
ninnych tad.

Veéril, ze matematika
nesmi ztracet kontakt
s ostatnimi védami a
prispél k rozvoji mate-
matické fyziky, optiky
a astronomie.

Z véty (3.3) vyplyva,
7e existuje ¢islo R >

0 takové, Zze mocninna
“+o00o

fada Y ap(x — xo)"
n=0

konverguje absolutné

pro x splnujici nerov-
nost |z — x| < R a di-
verguje pro x spliujici
nerovnost | —xg|> R.


http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Mathematicians/Weierstrass.html
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Definice 3.6 : (Polomér konvergence)
Cislo R > 0 s v{se uvedenou vlastnosti se nazyvé polomér
konvergence mocninné rady.
V pripadé, ze mocninna fada konverguje pro kazdé z € R,
klademe R = +o0.

O  konvergenci ¢

divergenci mocninné
fady v krajnich bo-

dech zp — Raxzy+ R Priklad 3.7: a) Mame tadu Z 2. Pro pevné x € R
1 becné nic Fici.
ilfe tzgc}?t Oe(s;zeréf ;23; zkoumame absolutni konvergenci teto rady pomoci podilového
bud konverguje, nebo kritéria (véta 5.6 MA1). Protoze
diverguje v zavislosti
na posloupnosti {a, }. x(”'H)' 2|
lim [V = i S =0 (< 1),
n—00 = n—oo 1 +

n!

tak dana rada konverguje pro vSechna x € R, tj. R = +o0.

+00
, ~ ﬁ , oo . . , ;-
V  krajnich  bodech b) Mame fadu n§:1 — . Nyni pouzijeme limitni odmocni

oboru  konvergence nové kritérium (véta 5.6 MA1). Protoze
musime vySettit da-
nou fadu samostatneé.

Pro z = —1 rftada
—+oco

> (—n1)n konverguje

n=1
podle Leibnizova , . . . C s
kritéria. Pro =z = 1 tedy dand fada konverguje pro vSechna x spliujici |x| < 1,

dostaneme harmonic- diverguje pro vSechna z spliujici |x| > 1 a polomér kon-

—+00
kou fadu ) %, kterd vergence R =1.
n=1
diverguje.
Pouzjeme-li odmocni- Vypocet poloméru konvergence mocninné rady

nové kritérium, pak . . s . -
3 b Z odmocninového (Cauchyova) kritéria lze odvodit pro polomér
obecné chceme, aby

platilo konvergence vzorec:
hm Y a,n(x — ,flj'o)n e
n—oo

nlggo Y an ||z —x0| < 1.

Podobné z podilového
kritéria plyne

1
 limsup /Ja,|
n—oo

lipg | @2 (@=zo)™+! Jestlize existuje lim | "H‘ pak z podilového (d’Alembertova)
SR hAS S n—00

n-soo|  an(@=70) kritéria dostaneme

lim #2542 — 20| < 1. :

n—oo R

lim \a"“ |

n—oo
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Véta3.4: (Stejnomérnd konvergence mocninné fady)

Necht R € (0,00) je polomér konvergence mocninné rady
+00

2 an(x — )"
n=0
verguje stejnomérné na uzavieném intervalu (xg— R+¢, zo+

R—¢).

a 0 < € < R, potom mocninna tada kon-

Véta3.5: (o derivaci a integraci mocninné rady)
Mocninné tady

g(z) =) %[an(:{: — z0)"], => / an(t — )" dt

maji stejny polomér konvergence R jako rada
400

s(x) = Z an(x — x9)"

n=0

=g(z), F'(x)=
Dusledek 3. 1:

a plati §'(x) s(x) pro kazdé x € (xo— R, zo+ R).

Mocninnou tadu lze uvnitt oboru konve

I‘_

gence derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu, tj. derivace souctu
se rovna souctu derivaci a integral souc¢tu se rovna souctu in-

tegralu.

Priklad 3.8:
+00

rady Z =

+00

fadu Zx =

n=0 n=1
—In|l —z| pro z€(-1,1).

. Zpétné po integrovani plati

Definice 3.7: Necht funkce f = f(z) m4d derivace vsech
radu v bodé xg. Mocninna rada

(x — x)",

se nazyva Taylorova rada funkce f. Jestlize se navic soucet
Taylorovy tfady rovna funkci f, pak se funkce f nazyva ana-
lyticka funkce na oboru konvergence.

Zﬁ_
n

Pomoci predchozi véty (3.5) najdeme soucet

“-. Jejim derivovdnim dostaneme geometrickou

Pro xe( 1,1) je

s(r) = Zx

Pro n ty castecn}’f
soucet teto fady plati

sn(T)= Zx =l
Potom

|3n()

|z|<1

_$n+1
( )I =[5
+oo

Odtud plyne, ze tada
+00
> at
=0
stejnomérné na inter-
valu (—1,1).

nekonverguje

Priklady analytickych
funkei jsou

—&-oo1
xr __ n
© —mev,

n

+
Z 2n+1
— 2n+1 ’

+00
_1)"
cosz = 3 U g
n=0

sinx =

(2n)!

Kazda mocninna rada
je Taylorovou tadou
svého souctu, ale ne
kazdd Taylorova tada
funkce f konverguje
k funkci f. Naptiklad
funkce f(x) = |z| mé
v bodé xy=1 vSechny
derivace a jeji Taylo-
rova rada je
1(z—1)"+1(z—1)t =
coz mneni  puvodni
funkce (pro z < 0).
Uloha nalézt Tay-
lorovu tadu funkce
f se nazyva rozvoj
funkce f v mocnin-
nou fradu.



Mocninné tady se po-
uzivaji v teorii apro-
ximaci, pfi konstruk-
ci primitivnich funk-
ci, pri Teseni diferen-
cialnich rovnic a velmi

casto v teorii funkeci

komplexni proménné.

24 Matematicka analyza 1

Taylorova metoda reSeni pocatecnich tuloh

Predpokladejme, Ze feseni y(x) pocatecéni ulohy ma v bodé zg

derivace vSech tadu. ReSeni pak hleddme ve tvaru

y" (o)
2!

y(z) = y(xo) + y'(20)(x — ) +

a hodnoty y(zo), v'(x¢), ... urc¢ime z diferencidlni rovnice

a z pocatecnich podminek.
Priklad 3.9: Resime pocatecni dlohu
y' ==y, y(0)=4, y'(0)=3.

Z, pocatecnich podminek plyne

y"(0)
2l

Z, rovnice dostaneme postupnym derivovanim:

y'(z) = zy(v)
= y"(0) = 0y(0) =0,
y"(z) = y(z) + 2y (v)

y(r) =4+ 3(x — 0) + (x—0)2+....

= 4"(0) = y(0) +0-y(0) =1-4,

yVi(x) =y () +y(x) +zy(z
=y (0) =

y " (z) = (n = 2)y" ) (z) + 2y (2)

= y"(0) = (n — 2)y"(0).
Obecné
yB3(0) = (3n —2)(3n —5)---4-1-4,
yBr ) (0) = (3n —1)(3n —4)---5-2-3,
y(3n+2)(0) —0.

Po dosazeni do predpoklddaného tvaru teseni dostaneme:

y(z)=4+ 3z + 52 + Jat + ..

(2 — o)+ ...

)
2y/(0)+0-4"(0) =23,

_ 4+3x+z A 3n—2)(3n—5)---4~1x3n+3(3n—1)(3n—4)~--5-2x3n+1.

(3n)! (3n+1)!

n=1

Poznamka 3.1: Aby vysSe uvedeny formalni postup byl
opravnény, musime dokazat konvergenci vypoctené Taylo-
rovy fady. To vSak muze byt daleko komplikovanéjsi nez cely

predchazejici vypocet.
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Metoda neurcitych koeficienta
(pro teseni diferencidlnich rovnic)

Tato metoda se pouziva ke stanoveni fundamentalniho systému
linearni diferencialni rovnice. Predpokladame, ze feseni y(x) je
ve tvaru mocninné rady se stiedem v bodé 0, tedy
+00
— n __ 2
y(x) = E ap X" = ag+ a1x + asxr” + ... .
n=0

Formalnim derivovanim ”¢len po ¢lenu” dostavame

+00
y'(x) = 3 naya"
=
Y () = > n(n—1a,x"?%  atd.
n=2
Po dosazeni do rovnice a vyuziti pocateénich podminek vypocitame
koeficienty a,, n=20,1,2,... .
Priklad 5.10: Resime poédtecni dlohu

' =zy, y(0)=0,3(0)=1.

Po dosazeni za y(x),y”(x) obdrzime:

+00 +00
g nin —Dayz" * =2 g apx" =
n=2 n=0

+00
Z[(n +2)(n 4 Dayro — ap_1]z" +2a2 = 0.

n=1

Odtud plyne:

Q, a a
2@2:0, 0,3:3—_02, a4:ﬁ7 a5:5ﬁ:0a
__ a3 _ _ag _a
a6 = 55 — 6532 a7 =76 = 7643 atd.
Dostavame tedy Obecné feSeni rovnice
(x) =q (1 + z° + 2% + + 2" + ) y" = xy muzeme tedy
Yy 0 93 T 2356 ' ©°° T 2356.3n-1)3n ' """ .
, ; i psét ve tvaru y(z) =
X X X
tal@+g+am -+ 5467, 300G T ) aopy(2) +arys (), kde

$3 {L‘G
7 pocatecnich podminek obdrzime m@) =1+ 55+ 53556+

ap=y(0) =0, a =1v(0)=1.

s, , . - ) L ) Funkce 1,92  jsou
Je mozné ukazat, ze vySe uvedend mocninna rada ma po-

linearné nezavisla
lomér konvergence R = +o00, tj. feSeni pocatecni ulohy je feSeni dané rovnice,
definovédno na celém R. kterd  tvori  funda-

mentalni systém.

4 7
yg(x):x—i—%—i—ﬁ—i—....



Dosud jsme funkce hle-
dali ve tvaru mocnin-
né tady, vyjadiovali
jsme je v "béazi poly-
nomu” 1, z, 22,

Nyni zavedeme no-
vou "bazi tri-
gonometrickych
funkci” %, sin x,

cos x,sin 2x, cos 2z, . . .

Rikame, ze funkce
coskx, sinnx  jsou
ortogonalni.

Fourierovy ftady (po-
kud konverguji) pred-
stavuji "analy-
tické” vyjadreni
2m-periodickych
funkci ziskanych
meétrenim periodickych
déju (kmitua, signéla,
apod.).
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3.4 Trigonometrické Fourierovy rady

Definice 3.8 : (Fourierova fada podle zakladniho systému)
Necht f € R({—x,r)). Trigonometrickd fada

+00
% + ;(ak cos kx + by, sin kx),

jejiz koeficienty jsou urceny vzorci

ak:%/f(ﬁ)coskﬁdg, k=0,1,2,...,

bk:%/f(g)sinkgdg, k=1,2,3,...,

Fourierova rada funkce f podle
trigonometrického systému

se nazyva

(zédkladniho)

1 .
2, COS X, 8In x, CoS 2, . . } .
Koeficientum ay, by uréenym uvedenymi vzorci se rika Fou-
rierovy koeficienty funkce f a prislusné Fourierové radé se

také 1ika Fourieruv rozvoj funkce f.

Pozndamka 3.2: Chceme formalné vyjadrit funkci f ve tvaru

+0o0
flx) = % 4+ > (apcoskx + bysinkz).
k=1

Po vynésobeni

s

funke{ sinnz a integrovdni dostaneme [ f(x)sinnzdr =
—T

m

1l @ sinnx dr +

+

e.¢]

—~—

(ay, cos kx + by sin kx) sin nz dz .

ol
—_

-7

3

Zaroven pro k=n je [(sinnx)’dr = m, jinak ale plati

—T

[ sinkxsinnzdr =0 a [ coskxsinnzdr=0. Odtud ply-

nou vztahy pro ay, by.

Priklad 3.11: Stanovime Fourierovu tadu funkce
f(z) =2, v € (—m,m) podle zdkladniho trigonometrického
systému, tj. ve tvaru

+00
+ Z(ak cos kx + by, sin kx).
k=1

ao
2

Vypocteme koeficienty ay , by :
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™

1
ak:—/ﬁcoskﬁdgzO, k=0,1,2,...,
s

—T

b :%/gsinkf d¢ :%/gsmkg dé :(—1)’“%, k=1,....
0

Vysledek piseme ve tvaru:
sin2x  sin 3z

f(:z:)wQ[Sinx— 5t 3 — (=D

Vypocitame Fourierovu fadu 2mw-periodic-

Priklad 3.12:
kého prodlouzeni funkce f(x) = 2?, x € (—m,7) podle

zékladniho trigonometrického systému.

w=1[¢de=

ak:}rfg%oskﬁd — 2 [¢2cos k¢ df =4 5
0

™

by =1 [&sinkédé =0, k=1,2,3,....
72 cos2xr  cos3x
f(x)~§—4[cosa:— 5 + TR

Protoze periodické prodlouzeni funkce f je spojita funkce
a ma po ¢astech spojitou derivaci, plati podle véty (?7)

rovnost s(m)= f(r) = T —d[cosm— 52T s ] — 2,
Tedy
=1
=D .3
k=1

Cuviceni 3.1: Najdéte Fourierovu fadu funkce

0, —7m<z2<L0,
fle) ={ r, O0<z<m,

podle zakladniho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

+00
% + ;(ak cos kx + by sin kx).

[fz) ~§ =

2
i
(sinx— §Sin2x+%sin3x— )

(cosz + 35 cos 3z + 25 cosbr +...) +

Integral liché funkce
na symetrickém inter-
valu je nulovy.

Integral sudé funkce
na symetrickém inter-
valu (—a,a) se rovna
dvojnasobku daného
integralu na polovic-
nim intervalu (0, a).

V prikladu 3.11 je
f(=m) = —m, ale
soucet Tady v bodé
—7 je nula.

V prikladu 3.11 je
f(ﬂ--i-) =T, f(ﬂ-—) =,
tedy f(—ﬂ+)42-f(—7ff) =0,
coz odpovidda souctu
Fourierovy rady.



Chceme, aby platilo
apcosa + bpsina =
rsin(p +a) = rsing
cosa + rcospsina.
Tedy
ap=rsin @, by =rcos ¢
= v = VAl + .

@ = arctg‘;—:.
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Zakladni tloha Fourierovy analyzy

K dané periodické funkci f(z), x € R (tj. napt. k periodickému
prodlouzeni funkce dané na intervalu (a,a + T')) méame uréit

a) frekvence wy harmonickych slozek,
b) amplitudy r; harmonickych slozek (tj. koeficienty ay, by),
c) fdze ¢r, harmonickych slozek,
neboli Fourierovu radu funkce f vyjadrit ve tvaru
s tzv. harmonickd slozka

- ork ork - ~
%—F; (ak coS 7;33 + by, sin 7TTx) = kZ_O 1 sin(wrx + k)

5 5 21k a
potom 1y =1/a; +by, wip=-——, ¢ =arctg_—.
T by,

Zakladni tloha Fourierovy syntézy

Ze znamych frekvenci, amplitud a fdzi urcit (”rekonstruovat”)

o0

funkei f(z), kterd je souctem tady > risin(wgpx + @), a urcit
k=0

jeji hodnoty ve vybranych bodech z € R.

Y
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