
Modernizace obsahu a formy výuky matematiky pro
př́ırodńı a technické vědy CZ.1.07/2.2.00/15.0377

Jméno : Př́ıjmeńı : Č́ıslo studenta:

Křivkové integrály a Greenova věta

1. Vypoč́ıtejte
∫
K
x2y ds, kde křivka K je úsečka spojuj́ıćı body A[0, 1, 3], B[−1, 2, 3] .

a) Parametrický tvar křivky K je dán rovnostmi
x = 0− t
y = 1 + 2t
z = 3 + 3t

t∈ [0, 1]
x = −1− t
y = 2 + t
z = 3

t∈ [0, 1]
x = 0− t
y = 1 + t
z = 3

t∈ [0, 1]
x = 0− t
y = 1 + t
z = 3

t∈ [0, 3]

b) Daný křivkový integrál převedeme do tvaru
1∫
0

[t2(−1− t)] dt
1∫
0

[t2(1 + t)] dt
1∫
0

[t2(1 + 2t)]2 dt
3∫
0

[t2(1 + t)] dt

c) Integrál má hodnotu
−7
12

5
3

117
4

7
12

2. Vypoč́ıtejte
∫
K+

x dy, kde křivka K = {(t, t2) : t∈ [−1, 2]}.

a) Daný křivkový integrál převedeme do tvaru
2∫
−1

2t2 dt
2∫
−1

[t
√
1 + 4t2] dt

2∫
−1

[t+ t2] dt
2∫
−1

t2 dt

b) Integrál má hodnotu
1
3

6 8
3

9



3. Vypoč́ıtejte délku křivky K, kde K = {~r(t) = (et, e−t,
√

2 t) : t∈ [−1, 0]}.
a) Délka křivky je dána integrálem∫

K
1 ds

0∫
−1

‖~r ′(t)‖ dt
0∫
−1

‖~r(t)‖ dt
0∫
−1

1 dt

b) Křivkový integrál pro výpočet délky křivky převedeme do tvaru
0∫
−1

[
√
e2t+2+e−2t] dt

0∫
−1

[et + e−t] dt
0∫
−1

[(et+e−t)2] dt
0∫
−1

[et+e−t+
√
2] dt

c) Délka křivky je
1
e2

1
e
− e 1−e2

e2
e2

4. Ověřte platnost Greenovy věty při výpočtu integrálu
∫
K

(x2y, y) d~s, kde křivka K je

uzavřená křivka určená grafy funkćı y = x a y =
√
x.

a) Po použit́ı Greenovy věty dostaneme dvojný integrál ve tvaru
√
x∫
x

1∫
0

[−x2 + 1] dxdy
1∫
0

√
x∫
x

[2xy + 1] dxdy
1∫
0

1∫
0

[−x2] dydx
1∫
0

√
x∫
x

[−x2] dydx

b) Daný křivkový integrál převedeme do tvaru
1∫
0

[x3+x+x
5
2 + 1

2
] dx

1∫
0

[x3+x−x
5
2 − 1

2
] dx

1∫
0

[x3−x+x
5
2 − 1

2
] dx

1∫
0

[x3−x
5
2 ] dx

c) Integrál má hodnotu
−1
28

−15
28 0 −13

28



Plošné integrály a tok vektorového pole

1. Vypoč́ıtejte plošný integrál
∫∫
S

√
2y dS, kde S : x2 + y2 ≤ z2 ≤ 1, y ≥ 0, z ≥ 0.

a) Parametrický tvar plochy S je dán vztahy

x =
√
u

y =
√
v

z =
√
u+ v

u ∈ [−1, 1]
v ∈ [0, 1− u)

x = x
y = y

z =
√
x2 + y2

x ∈ [−1, 1]
y ∈ [−1, 1]

x = u cos v
y = u sin v
z = u
u ∈ [0, 1]
v ∈ [π, 2π)

x = u cos v
y = u sin v
z = u
u ∈ [0, 1]
v ∈ [0, π)

b) Plošný integrál převedeme do tvaru
2π∫
π

1∫
0

[u2 sin v] dudv
π∫
0

1∫
0

[u2 sin v] dudv
1∫
−1

1∫
−1

[2y] dxdy
1∫
0

1-u∫
0

[
√
2

4
√
u
] dudv

c) Hodnota integrálu je

− 2
3

0 2
3

√
2

15

2. Vypoč́ıtejte integrál
∫∫
S+

[z n1 + y n3] dS, kde S : x2 + y2 = 2x, x ≥ 1, 0 ≤ z ≤ 3.

a) Parametrický tvar plochy S je dán vztahy

x = x

y =
√
2x− x2

z = z
z ∈ [0, 3]
x ∈ [1, 2]

x = cos v + 1
y = sin v
z = u
u ∈ [0, 3]
v ∈ [−π

2
, π
2
]

x = cos v
y = sin v
z = u
u ∈ [0, 3]
v ∈ [0, π

6
]

x = u cos v
y = u sin v
z = u
u ∈ [0, 3]
v ∈ [0, π)

b) Plošný integrál převedeme do tvaru
π
6∫
0

3∫
0

[u+sin v] dudv
π∫
0

3∫
0

[u sin v] dudv

π
2∫
−π

2

3∫
0

[u cos v] dudv
2∫
1

3∫
0

[
z(1−x)√
2x−x2

] dzdx



c) Hodnota integrálu je

− 5
2

9 3
4
(4− 2

√
3 + π) 0

3. Vypoč́ıtejte tok funkce ~v = (y, x, 2x y) plochou S : x2 + y2 ≤ z ≤ 4.

a) Parametrický tvar plochy S je dán vztahy

x = u
y = v
z = u2 + v2

u ∈ [−2, 2]
v ∈ [−2, 2]

x = u cos v
y = u sin v
z = u
u ∈ [0, 2]
v ∈ [−π, π)

x =
√
u

y =
√
v

z = u+ v
u ∈ [0, 4]
v ∈ [0, 4− u)

x = u cos v
y = u sin v
z = u2

u ∈ [0, 2]
v ∈ [0, 2π)

b) Tok plochou S je dán integrálem∫∫
S

~v · ~n dS
∫∫
S

‖~v‖ · ‖~n‖ dS
∫∫
S

rot~v · ~n dS
∫
∂S

~v · ~τ ds

c) Plošný integrál převedeme do tvaru
2π∫
0

1∫
0

[−u3] dudv
2π∫
0

1∫
0

[u3 sin 2v] dudv
2π∫
0

1∫
0

[3u3 sin 2v] dudv
4∫
0

4-u∫
0

[u+v−
√
uv

2
√
uv

] dudv

d) Hodnota integrálu je

0 −π
2

1
4

4π − 1



Gaussova a Stokesova věta

1. Pomoćı Gaussovy věty vypoč́ıtejte plošný integrál
∫∫
S+

~v · ~n dS, kde plocha S = ∂V,

V : x+ y + z ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 a ~v = (y, x2y, 4).

a) Pomoćı Gaussovy věty převedeme daný integrál na integrál∫∫∫
V

~v · ~n dV
∫∫∫
V

div~v dV
∫∫∫
V

‖~v‖ · ‖~n‖ dV
∫∫∫
V

rot~v × ~n dV

b) Trojný integrál převedeme do tvaru
1∫
0

1∫
0

1-x-y∫
0

x2 dzdydx
1∫
0

1-x∫
0

1-y∫
0

x2 dzdydx
1∫
0

1-x∫
0

1-x-y∫
0

x2 dzdydx
1∫
0

1-x∫
0

1-x-y∫
0

1+x2 dzdydx

c) Hodnota integrálu je
11
60

− 1
12

1
60

1
15

2. Pomoćı Gaussovy věty vypoč́ıtejte objem elipsoidu V : x2

4 + y2

9 + z2 = 1 .

a) Z Gaussovy věty plyne pro výpočet objemu tělesa V vztah meas(V )=∫∫
∂V

1 dS 1
3

∫∫
∂V

(x+y+z) dS 1
3

∫∫
∂V

(x, y, z)~n dS
∫∫
∂V

‖~n‖ dS

b) Po parametrizaci x = 2 cosu cos v, y = 3 sinu cos v, z = sin v dostaneme dvojný integrál

2π∫
0

π
2∫
−π

2

2 cos v dvdu 1
3

2π∫
0

2π∫
0

cos v dvdu
2π∫
0

π
2∫

-π
2

cosu cos v dvdu 1
3

2π∫
0

π
2∫
−π

2

cos v dvdu

c) Hodnota integrálu je

8π 4π
3

π π
3



3. Pomoćı Stokesovy věty vypoč́ıtejte křivkový integrál I =
∫
∂S

~v · ~τ ds , kde plocha S je

dána vztahy S : x
2 + y + z = 1 , x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 a ~v = (y, z2, x) .

a) Ze Stokesovy věty dostaneme, že I =∫∫
S

rot~v × ~τ dS
∫∫
S

div~v dS
∫∫
S

‖rot~v‖ dS
∫∫
S

rot~v × ~n dS

b) Dvojný integrál má tvar

1∫
0

1− x
2∫

0

0 dxdy −
1∫
0

1− x
2∫

0

z + 2 dxdy −
1∫
0

1∫
0

3− x
2
−y dxdy

1∫
0

1− x
2∫

0

√
4z2 + 2 dxdy

c) Hodnota integrálu je
2
15

(9
√
6− 8−

√
2) − 43

24
− 9

4
0

4. Ověřte platnost Stokesovy věty pro ~v = (z, yx, 1) a S : x2 + y2 ≤ 1 , z = 3 .

a) Plošný integrál ve Stokesově větě má tvar

1∫
−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2
3 dxdy

1∫
−1

√
1−x2∫

−
√

1−x2
y dxdy

1∫
−1

3∫
0

z + yx+ 1 dxdy
1∫
−1

1∫
−1

y dxdy

b) Křivkový integrál má po parametrizaci x = cos t, y = sin t tvar
2π∫
0

(cos2t−3) sin t dt
2π∫
0

3 cos t sin t dt
1∫
0

(cos2t−3) sin t dt
2π∫
0

cost−sin t dt

c) Hodnota integrálu je

3π 24 − 13
4

0



Nezávislost na cestě a operátory v křivočarých souřadnićıch

1. Máme vektorové pole ~v = (x+ yz, axz, xy − z), a ∈ R .

a) Vektorové pole je potenciálńı právě tehdy, když

grad div v = ~o div~v = 0 rot~v = ~o rot~v · ~n = 0

b) Dané vektorové pole je potenciálńı, jestliže

a = 1 a = −1 a = 0 a = 1
x

c) Potenciál vektorového pole má pak tvar
x2

2
+ xyz − z2

2
x2

2
− xyz − z2

2
(x

2

2
, 0,− z

2

2
) x+yz+xz+xy−z

2. Máme vektorové pole ~v = (y, x+ z2, 2yz) .

a) Křivkový integrál
∫
K
~v d~s, kde K = {(t,−t, t), t ∈ [0, 2]} má tvar

2∫
0

−2t− 3t2 dt
2∫
0

2t− t2 dt
2∫
0

t+ 1 dt
2∫
0

−t2 dt

b) Potenciál f(x, y, z) vektorového pole má pak tvar

y2

2 + z3

3 + x2

2 xy + z2y (y2

2 ,
x2

2 + z3

3 , yz
2) y+x+z2+2yz

c) Pro výpočet integrálu můžeme použ́ıt hodnotu výrazu

f(1,−1, 1) div~v(2,−2, 2) (~v · grad f)(2,−2, 2) f(2,−2, 2)−f(0, 0, 0)

d) Hodnota integrálu je

−12 0 −4 2



3. Máme cylindrické parabolické souřadnice ~r = ( 1
2 (q2

1 − q2
2), q1q2, q3) .

a) Křivočará báze je tvořena vektory

~̂e1 = (1, 0, 0)

~̂e2 = (0, 1, 0)

~̂e3 = (0, 0, 1)

~̂e1 = (
q21−q

2
2

2
, 0, 0)

~̂e2 = (0, q1q2, 0)

~̂e3 = (0, 0, q3)

~̂e1 = (q1, q2, 0)

~̂e2 = (−q2, q1, 0)
~̂e3 = (0, 0, 1)

~̂e1 = (1, 1, 0)

~̂e2 = (−1, 1, 0)
~̂e3 = (0, 0, 1)

b) Laméovy koeficienty h1, h2, h3 maj́ı hodnotu
√
2,
√
2, 1

√
q21+q

2
2 ,
√
q21+q

2
2 , 1

q21−q
2
2

2
, q1q2, q3 1, 1, 1

c) Uvažujeme vektorovou funkci ~v = (x, y, z), souřadnice této funkce v bázi ~̂e1,~̂e2,~̂e3 jsou

1, 1, 1 1
2
,1, 0 q1

2
, q2

2
, q3 q1, q2, q3

d) Divergence vektorové funkce ~v v křivočarých souřadnićıch má tvar

1
q21+q

2
2

(
∂(
q1
2

(q21+q
2
2))

∂q1

+
∂(
q2
2

(q21+q
2
2))

∂q2

+
∂(q3(q

2
1+q

2
2))

∂q3

)
1

q21+q
2
2

(
∂(
q2
2

(q21+q
2
2))

∂q1

+
∂(
q1
2

(q21+q
2
2))

∂q2

+
∂(q3(q

2
1+q

2
2))

∂q3

)
1
2

(
∂(
q1
2

(q21+q
2
2))

∂q1

+
∂(
q2
2

(q21+q
2
2))

∂q2

+
∂(q3(q

2
1+q

2
2))

∂q3

)
1√
q21+q

2
2

(
∂(q21+q

2
2)

∂q1

+
∂(q21+q

2
2)

∂q2

+
∂(q21+q

2
2)

∂q3

)
e) Gradient funkce f(x, y, z) = yz v křivočarých souřadnićıch má tvar

( 2q2q3
q21−q

2
2
, 2q1q3
q21−q

2
2
, q2q1) (0, q3, q2q1) ( q2q3

q21+q
2
2
, q1q3
q21+q

2
2
, q2q1) (0, q2, q3)

f) Rotace vektorové funkce ~v = (0, 0, yz) má v křivočarých souřadnićıch tvar

( q3
q21+q

2
2
, q2
q21+q

2
2
, 0) (q3, 0, 0) ( q1

q21+q
2
2
, q2
q21+q

2
2
, q3) (0, 0, q1q2q3)



Sdružené báze, Grammova matice, tenzory

1. Máme Φ : ~q → ~r dané předpisem r1 = (q1)2 , r2 = q2 , r3 = q2 + q3 a bod A[1, 0, 1].

a) Křivočará báze v bodě A je určena vektory

~̂e1 = (2, 0, 0)
~̂e2 = (0, 1, 1)
~̂e3 = (0, 0, 1)

~̂e1 = (1, 0, 0)
~̂e2 = (0, 1, 0)
~̂e3 = (0, 0, 1)

~̂e1 = (2q1, 0, 0)
~̂e2 = (0, 1, 1)
~̂e3 = (0, 0, 1)

~̂e1 = ( 1
4 , 0, 0)

~̂e2 = (0, 1, 0)
~̂e3 = (0,−1, 1)

b) Inverzńı zobrazeńı Φ−1 k zobrazeńı Φ je dáno vztahy

q1 = (r1)2

q2 = r2

q3 = r3 − r2

q1 =
√
r1

q2 = r2

q3 = r3 + r2

q1 =
√
r1

q2 = r2

q3 = r3 − r2

q1 =
√
r1

q2 = r2

q3 = −r3 − r2

c) Sdružená báze {~̂e 1,~̂e 2,~̂e 3} k bázi {~̂e1,~̂e2,~̂e3} má tvar

~̂e 1 = (2, 0, 0)
~̂e 2 = (0, 1, 1)
~̂e 3 = (0, 0, 1)

~̂e 1 = ( 1
2 , 0, 0)

~̂e 2 = (0, 1, 0)
~̂e 3 = (0,−1, 1)

~̂e 1 = (1, 0, 0)
~̂e 2 = (0, 1, 0)
~̂e 3 = (0, 0, 1)

~̂e 1 = (2r1, 0, 0)
~̂e 2 = (0, 1, 1)
~̂e 3 = (0, 0, 1)

d) Kontravariantńı a kovariantńı souřadnice vektoru ~v = (−2, 3, 1) jsou

(−2, 3, 1)
(1, 3,−2)

(−1, 3, 2)
(−4, 4, 1)

(−8, 4, 1)
(−1, 3, 2)

(1, 3,−2)
(−2, 3, 1)

e) Inverzńı matice G−1 ke Grammově matici G má tvar 1
4 0 0
0 1 0
0 −1 1

  4 0 0
0 2 1
0 1 1

  2 0 0
0 1 1
0 0 1

  1
4 0 0
0 1 −1
0 −1 2





f) Mezi kontravariantńımi souřadnicemi v̂ i vektoru ~v, prvky gji Grammovy matice G,
prvky gij inverzńı matice G−1 a kovariantńımi souřadnicemi v̂j vektoru ~v plat́ı vztah

v̂ j = gjiv̂j gji = v̂j v̂
i gij = v̂ iv̂j v̂j = gjiv̂

i

g) Skalárńı součin vektoru ~v a vektoru ~w se rovná

v̂ jŵj v̂jŵ
i v̂ iŵ j v̂iŵi

h) Grammova matice G je

smı́̌sený tenzor
druhého řádu

kontravariantńı
tenzor

kovariantńı
tenzor

dvakrát
kovariantńı tenzor

i) Kroneckerovo delta δji je

smı́̌sený tenzor
druhého řádu

kontravariantńı
tenzor

kovariantńı
tenzor

dvakrát
kovariantńı tenzor




