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‘ Ktivkové integraly a Greenova véta‘

1. Vypocitejte [ z?y ds, kde kiivka K je tsetka spojujici body A[0,1,3], B[-1,2,3].
K

a) Parametricky tvar kiivky K je ddn rovnostmi

r=0-—1 r=—-1—-1
y=1+2t telo,1] y=2+t €[o,1]
z=3+43t z=3
b) Dany kiivkovy integrdl prevedeme do tvaru
1 1
JIt2(—1 —t)] dt JI2@+t)]dt
0 0
¢) Integrdl mé hodnotu
=7 5
2 3

2. Vypocitejte [ zdy, kde kiivka K = {(t,t%) : ¢

K+
a) Dany kiivkovy integrdl prevedeme do tvaru
2 2
[ 2t%adt J V14 4t2] dt
-1

=1
b) Integrdl mé hodnotu
1
6

3

x=0-—1t
y=14+t te€[0,1]
z=3

1
JI2(1+2t)]24t
0

2
Jt+t3]at
-1
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O =w

=0—-1

=1+t te

=3

[t2(1+ )] dt

2
J t2dt
-1

[0,3]



3. Vypocitejte délku kiivky K, kde K = {7(t) = (et,e~t,v/2t) : t[-1,0]}.

a) Délka kiivky je ddna integrilem

0 0
J1ds S (@)l dt JF@) dt
K -1 -1
b) Kfivkovy integral pro vypocet délky kiivky pifevedeme do tvaru
0 0 0
SIVer +2+e=2dt J[ef +e']dt S (et +e ") dt
-1 —1 —1
c¢) Délka kiivky je
1 1 1—¢?
=) e ¢ o2

0
[ 1dt
—1

f [et+e~t4++/2] dt
-1

4. Ovéite platnost Greenovy véty pii vypoctu integrdlu [(z%y,y) d3, kde kiivka K je
K

uzaviend krivka urcend grafy funkel y =2 a y=./z.

a) Po pouziti Greenovy véty dostaneme dvojny integrél ve tvaru

VT 1 1z 11
S JI—22 + 1] dzdy J [ [2zy + 1] dzdy J [1—2?] dydx
z 0 0z 00
b) Dany kiivkovy integril prevedeme do tvaru
1 1 1
f[x3+x+x%+%]dr f[:c?’—i—x—xg—%]dx f[x?’—:r:-i—:c%—%]dx
0 0 0
c¢) Integral ma hodnotu
=1 —15 0

28 28
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‘ Plosné integraly a tok vektorového pole

1. Vypotitejte plosny integral [[v/2ydS, kde S:a?+y2<22<1,y>0, 2> 0.
s

a) Parametricky tvar plochy S je ddn vztahy

z=+/u T=x T = ucosv T = ucosv

y=+v y=y y = usinv y = usinv
U+ v z=+/2%2 +y? z=u z=u

u € [—1,1] x € [-1,1] u € [0,1] u € [0,1]

v E[0,1—u) y € [-1,1] v € [, 2m) v e [0,m)

b) Plosny integral pievedeme do tvaru

271 1-u

™1 11 1
J [[u?sinv] dudv J [ [u? sinv] dudv J [ [2y] dzdy I [ [% dudv
x 0 00 S151 00
¢) Hodnota integrélu je
_2 0 2 V2
3 3 15

2. Vypocitejte integrdl [[[zni +yns]dS, kde S:2? +y* =22, 2>1,0< 2 <3.
S+
a) Parametricky tvar plochy S je ddn vztahy

rT=x r=cosv+1 T = cosv T = ucosv
y =2z — x? y = sinv y =sinv y = usinv
z=2z z=u z=u z=u

2 €[0,3] u e [0,3] ue0,3] weo,3]
z € [1,2] ve[-5,5 v elo, 5l v € [0,m)

b) Plosny integral pfevedeme do tvaru

53 ™3 5 3 23
J [Tu+sinv] dudv J [Tusinv] dudv J [lucosv] dudv ISl 21-2) ) dody
00 00 0 10



¢) Hodnota integrélu je

-5 9 3(4-2v3+m) 0
3. Vypocitejte tok funkce ¥ = (y,z,2zy) plochou S: 2% +19y? <z < 4.
a) Parametricky tvar plochy S je dan vztahy

r=u T = uCcosv T =+/u T = ucosv
y=v y =wusinv y =+ y = usinv
2z =u? 4+ v? Z=u z=u+tv 2z = u?
u € [—2,2] u € [0,2] u € [0,4] u € [0,2]
v € [-2,2] v € [—m,m) ve0,4—u) v € [0, 2m)
b) Tok plochou S je dén integrdlem
[[#-7dS [ 117 - (17| dS [[rot#-7dS [ ¥ 7ds
g S S s
¢) Plogny integrdl prevedeme do tvaru
271 271 271

J [ [=®] dudv
00

d) Hodnota integralu je

J [ [u? sin 20] dudv
00

g{[3u3 sin 2v] dudv R

44-u
I T2l g
00

0 - 4T — 1

[NIE]
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‘ Gaussova a Stokesova Véta‘

1. Pomoci Gaussovy véty vypocitejte plosny integral [[ ¥ -7 dS, kde plocha S = dV,
S+
Vie+y+2<1,2>0,y>0,2>0 a 7= (y,2%y,4).

a) Pomoci Gaussovy véty prevedeme dany integrdl na integral
[ff@-7iav [ff div av I3 @ av [ffrot@ x it dV
% 1% \% 1%

b) Trojny integral prevedeme do tvaru

111-z-y 11-zl-y 1-z1

1 -z-y 11-zl-z-y
[ [ 2% dzdydz J [ [2?dzdydz [ [ [ 2?dzdydz [ J [ 1+2%dzdydz
00 O 00 O 00 O 00 O
¢) Hodnota integrélu je
11 _1 1 1
60 2 60 15

2. Pomoci Gaussovy véty vypocitejte objem elipsoidu V : %2 + y9—2 +22=1.

a) Z Gaussovy véty plyne pro vypocet objemu télesa V' vztah meas(V)=
ff1dS %ff(x—ky—kz) ds %ff(x,y,z)ﬁ dsS [ 7] dsS
ov oV ov ov

b) Po parametrizaci = 2 cosu cosv, y = 3sinucosv, z = sin v dostaneme dvojny integral

27 % 2727 27 % 27 %
J [ 2cosv dvdu %f J cosv dvdu J [ cosucosvdvdu % J cosv dvdu
0_= 00 0- 0_=
2 2 2
c¢) Hodnota integrélu je
81 Eul s

|y



3. Pomoci Stokesovy véty vypocitejte kiivkovy integrdl I = [ ¢'-7ds, kde plocha S je
a8
ddna vztahy S:24+y+z=1,2>0,y>0,2>0 a 7= (y,2%,2).

a) Ze Stokesovy véty dostaneme, ze I =

[[rotv x 7dS [[ divv dS J[ |[rot & dS [[rotv x i dS
5 5 5 5

b) Dvojny integral m4 tvar
11-3 11-3 11 11-%
J [ 0dzdy —[ | z+2dady —[[3—%—ydady [ J V422 + 2 dzdy
0 0 0 0 00 0 0

¢) Hodnota integrélu je
Z(9v6 -8 —2) -5 -2 0

4. Ovéite platnost Stokesovy véty pro v = (z,yx,1) a S: 22 +y><1,2=3.

a) Plosny integrél ve Stokesové vété mé tvar

1 V1-a? 1 Vi1-z? 13 11
[ [ 3dzdy [ ydzdy J [z+yz +1dxdy [ [y dzdy
S Y -1 /1.2 210 15
b) Kfivkovy integrdl mé po parametrizaci © = cost, y = sint tvar
2m 2m 1 2m
J(cos?t—3)sintdt J3costsintdt J(cos?t—3) sint dt J cost—sintdt
0 0 0 0

¢) Hodnota integrélu je

3 24 —13 0



‘ Nezavislost na cesté a operatory v kfivocarych soutadnicich

1. Mame vektorové pole @ = (z + yz, axz, 2y — z), a € R.

a) Vektorové pole je potencidlni prave tehdy, kdyz
graddive =0 divi=0 rotv =0 rot -1 =0
b) Dané vektorové pole je potencidlni, jestlize
a= 1 a = _1 a = O a = %
¢) Potencidl vektorového pole mé pak tvar
x—;—o—myz—é %—xyz—é %, ,—%) rt+yz+rzt+ry—=z
2. Mame vektorové pole @ = (y, = + 22, 2yz).
a) Krivkovy integral [ ¥ ds, kde K = {(t,—t,t), t € [0,2]} m4 tvar
K
2 2 2 2
[ =2t —3¢* dt 2t —t*dt Jt+1at [—t*dt
0 0 0 0
b) Potenciél f(z,y,z) vektorového pole mé pak tvar
2 3 2
L+5+% Ty + 2%y (5 5+ 5020 yta+?+2ye
¢) Pro vypocet integrdlu muzeme pouzit hodnotu vyrazu
f(11_171) le’D‘(27_272) (ﬂgradf)(Q,—Q,Q) f(27_212)_f(0707 0)
d) Hodnota integralu je
—4 2

—12 0



3. Mame cylindrické parabolické souradnice 7= (%(q% —43), 1q2, q3) -

a) Kiivocard baze je tvorena vektory

- o 2_ 2 " -
€1 = (1,0,0) &1 = (95%,0,0) €1 = (q1,¢2,0) er =(1,1,0)
é2=(0,1,0) 2 = (0,9142,0) & = (—q2,q1,0) & = (~1,1,0)
€3 =(0,0,1) €3 =(0,0,q3) é3=(0,0,1) €5 =(0,0,1)

b) Laméovy koeficienty hq, ho, hg maji hodnotu

2 2
Vv2,v2,1 Va3 +aia/é+d 1 L8 g1g2,q3 1,1,1

¢) Uvazujeme vektorovou funkci ¢ = (x, y, ), soufadnice této funkce v bézi €1, ea, €3 jsou

11,1 3.1,0 4.2, 41,92, 43

[

d) Divergence vektorové funkce ¢ v kiivocarych soufadnicich mé tvar

1 (a(%(q%+q%)) 1 (8<%<q%+q§)) l(a(%(q%q%)) 1 (0(q%+q§>
q3+43 9q1 ai+a3 9q1 2 9q1 T 941
0(%# (ai +43)) o4 (ai +43)) 0(% (ai+43)) 2,02
e AT a— A—iT O
F) 2 2 ) 2 2 F) 2 2
+ (%(g;:—qZ))) n (%(g;:%))) + (qs(g;j%))) +a(qf+q§)>
i ) 9q3
e) Gradient funkce f(z,y,2) = yz v kiivocarych soufadnicich mé tvar
2 2
(32 B ea) (0,93, 9241) iz ey 42a1) (0,92, 93)
f) Rotace vektorové funkce ¥ = (0,0,yz) ma v kiivocarych soufadnicich tvar
(ﬁ%fqg,ﬁifq%,o) (g3,0,0) (- pram g 2+q27QS) (0,0, q19293)



‘ Sdruzené baze, Grammova matice, tenzory ‘

1. Mdme & : §— 7 dané predpisem r! = (¢1)?, 7?2 =¢*, r3 = ¢*> + ¢® a bod A[1,0,1].

a) Kfivocara baze v bodé A je urcena vektory

¢1=(2,0,0) 1 = (1,0,0) 1 = (2¢%,0,0) e =(4,0,0)
s =(0,1,1) & = (0,1,0) & =(0,1,1) &5 = (0,1,0)
&5 = (0,0,1) &3 =(0,0,1) &3 =(0,0,1) 5= (0,—1,1)

b) Inverzni zobrazeni ®~! k zobrazeni ® je déno vztahy

ql — (Tl)Q ql =/rl ql _ \/71

q
g =12 @2 =12 @2 =12 ¢ = r?
P =13 — 2 P =r 2 P =rd—r? P =—r3 2
¢) Sdruzens baze {¢1,62,¢3} k bazi {1, 9,3} mé tvar
el =(2,0,0) ¢l =(4,0,0) el =(1,0,0) el =(2r1,0,0)
€2=1(0,1,1) €2 =1(0,1,0) €2 =(0,1,0) €2=(0,1,1)
£3=(0,0,1) £3 =(0,-1,1) £3=1(0,0,1) £3=1(0,0,1)
d) Kontravariantn{ a kovariantni soufadnice vektoru ¢ = (-2, 3,1) jsou
(-2,3,1) (-1,3,2) (—8,4,1) (1,3,-2)
(1737 _2) (—4a451) ( 17372) (_27371)
e) Inverzn{ matice G~! ke Grammové matici G m4 tvar
3 00 4.0 0 2 00 3 0
0 1 0 0 2 1 0 1 1 0 1 -1
0 -1 1 011 0 0 1 0 —1 2



f) Mezi kontravariantnimi soufadnicemi 0% vektoru @, prvky g;; Grammovy matice G,
prvky ¢% inverzn{ matice G~! a kovariantnimi soufadnicemi ¥; vektoru @ plati vztah

07 = g;iv; gji = V;v g7 =v'v; Uj = gjiv
g) Skaldrn{ souéin vektoru ¢’ a vektoru @ se rovna

7

69’ﬁ}\j 'Uj@l vtw 611/171
h) Grammova matice G je

smiSeny tenzor kontravariantni kovariantni dvakrat
druhého radu tenzor tenzor kovariantni tenzor

i) Kroneckerovo delta &7 je

smiSeny tenzor kontravariantni kovariantni dvakrat
druhého fadu tenzor tenzor kovariantni tenzor





