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Kapitola 1

Metrické prostory.

1.1 Základńı vlastnosti.

Definice: Množinu X nazveme metrickým prostorem, je-li na kartézském součinu X × X
definována reálná funkce d s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1. d(x, y) ≥ 0 ∀ x, y ∈ X; d(x, y) = 0 ⇔ x = y.
2. d(y, x) = d(x, y) ∀ x, y ∈ X.
3. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) ∀ x, y, z ∈ X (trojúhelńıková nerovnost).

Funkci d nazýváme metrikou a metrický prostor X znač́ıme též (X,d).

Př́ıklady: 1. Eukleidovský prostor Rn je množina uspořádaných n-tic reálných č́ısel
x = (x1, x2, . . . , xn) s metrikou

d(x, y) =

{
n∑

i=1

|xi − yi|2
} 1

2

.

Analogicky je definován prostor Cn , kde x = (x1, x2, . . . , xn); xj ∈ C.

2. Prostory lnp a ln∞ tvoř́ı množina všech uspořádaných n-tic reálných nebo komplexńıch č́ısel
x = (x1, x2, . . . , xn) s metrikou

dp(x, y) =

{
n∑

i=1

|xi − yi|p
} 1

p

, p ≥ 1; d∞(x, y) = max
i=1,...,n

|xi − yi|.

3. Označme C(a, b) množinu všech spojitých funkćı na uzavřeném intervalu 〈a, b〉 s metrikou

d(f, g) = max
t∈〈a,b〉

|f(t)− g(t)|; f, g ∈ C(a, b).

4. Prostor s je množina všech posloupnost́ı reálných nebo komplexńıch č́ısel. Je-li x = {xk}∞k=1,
y = {yk}∞k=1, potom

d(x, y) =
∞∑

k=1

1
2k

|xk − yk|
1 + |xk − yk|

.

Poznámka: K ověřeńı axiomů metrického prostoru pro metriku dp(x, y) z př́ıkladu 2 budeme
potřebovat Minkowského nerovnost, kterou nyńı odvod́ıme.
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Lemma: Bud’te a, b > 0, p > 1, q takové, že 1
p + 1

q = 1. Potom plat́ı

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Důkaz: Pro p = 2 dostaneme známou nerovnost 2ab ≤ a2 + b2. Je-li p > 1 libovolné, uváž́ıme

funkci ϕ(t) = tp

p + t−q

q pro t > 0. Tato funkce má pro t=1 minimum ϕ(1) = 1
p + 1

q + 1 (ověřte si

detailně) a tedy 1 = ϕ(1) ≤ ϕ(t) ∀t > 0. Jestliže polož́ıme t = a
1
q b−

1
p , dostaneme

1 ≤ a
p
q b−1

p
+
a−1b

q
p

q

a po vynásobeńı

ab ≤ a
p
q +1

p
+
b

q
p +1

q
.

Poněvadž plat́ı 1 + p
q = p, 1 + q

p = q (ověřte), plyne odtud tvrzeńı lemmatu.

Věta: (Hölderova nerovnost)
Bud’te a1, . . . , an, b1, . . . , bn (n ∈ N) nezáporná č́ısla, p > 1, 1

p + 1
q = 1. Potom plat́ı

n∑
k=1

akbk ≤

{
n∑

k=1

ap
k

} 1
p
{

n∑
k=1

bqk

} 1
q

.

Důkaz: Položme Ak = ak
nP

i=1
ap

i

ff 1
p
, Bk = bk

nP
i=1

bq
i

ff 1
q

. Podle předchoźıho lemmatu plat́ı

AkBk ≤
Ap

k

p
+
Bq

k

q
(k = 1, 2, . . . , n),

neboli
akbk{

n∑
i=1

ap
i

} 1
p
{

n∑
i=1

bqi

} 1
q

≤
ap

k

p
n∑

i=1

ap
i

+
bqk

q
n∑

i=1

bqi

.

Sečteńım těchto nerovnost́ı dostaneme
n∑

i=1

akbk{
n∑

i=1

ap
i

} 1
p
{

n∑
i=1

bqi

} 1
q

≤ 1
p

+
1
q

= 1

a odtud plyne tvrzeńı.

Věta: (Minkowského nerovnost)
Bud’te a1, . . . , an, b1, . . . , bn (n ∈ N) nezáporná, p ≥ 1. Potom plat́ı{

n∑
k=1

(ak + bk)p

} 1
p

≤

{
n∑

k=1

ap
k

} 1
p

+

{
n∑

k=1

bpk

} 1
p

.

2



Důkaz: Je-li p = 1, je nerovnost zřejmá. Necht’ je tedy p > 1 . Potom můžeme psát

n∑
k=1

(ak + bk)p =
n∑

k=1

ckak +
n∑

k=1

ckbk ,

kde ck = (ak + bk)p−1. Podle Hölderovy nerovnosti plat́ı

n∑
k=1

(ak + bk)p ≤

{
n∑

k=1

cqk

} 1
q

{ n∑
k=1

ap
k

} 1
p

+

{
n∑

k=1

bpk

} 1
p


a odtud

n∑
k=1

(ak + bk)p

{
n∑

k=1

(ak + bk)q(p−1)

} 1
q

≤

{
n∑

k=1

ap
k

} 1
p

+

{
n∑

k=1

bpk

} 1
p

.

Poněvadž je 1
p + 1

q = 1, plyne odtud, že q(p− 1) = p,

{
n∑

k=1

(ak + bk)p

}1− 1
q

≤

{
n∑

k=1

ap
k

} 1
p

+

{
n∑

k=1

bpk

} 1
p

,

což je daná nerovnost.

Poznámka: Hölderova i Minkowského nerovnost plat́ı i pro nekonečné řady nebo integrály.
Je však třeba doplnit předpoklady o jejich konvergenci. Tyto skutečnosti později upřesńıme, až je
budeme použ́ıvat. Tedy zat́ım formálně:

Hölderova nerovnost

∞∑
k=1

|akbk| ≤

{ ∞∑
k=1

|ak|p
} 1

p
{ ∞∑

k=1

|bk|q
} 1

q

b∫
a

|f(x)g(x)| dx ≤


b∫

a

|f(x)|p dx


1
p


b∫
a

|g(x)|q dx


1
q

.

Minkowského nerovnost{ ∞∑
k=1

|ak + bk|p
} 1

p

≤

{ ∞∑
k=1

|ak|p
} 1

p

+

{ ∞∑
k=1

|bk|p
} 1

p


b∫

a

|f(x) + g(x)|p dx


1
p

≤


b∫

a

|f(x)|p dx


1
p

+


b∫

a

|g(x)|p dx


1
p

.

Definice: Bud’ {xn}∞n=1 posloupnost bod̊u metrického prostoru X. Řekneme, že posloupnost
{xn} konverguje k bodu x, jestliže lim

n→∞
d(xn, x) = 0, nebo stručněji zapsáno d(xn, x) −→

n→∞
0.
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Poznámka: Ukazuje se, že v prostorech uspořádaných n-tic [Rn = ln2 , lnp , ln∞] r̊uzné předpisy
pro metriku neovlivńı skutečnost, že nějaká posloupnost bod̊u konverguje.

Definice: O dvou metrikách d a d′ na prostoru X řekneme, že jsou ekvivalentńı, jestliže
existuj́ı konstanty α, β > 0 tak, že ∀x, y ∈ X plat́ı

αd(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ βd(x, y).

Poznámka: Je-li posloupnost {xn} bod̊u metrického prostoru X konvergentńı v metrice d ,
je konvergentńı i v metrice d′ a obráceně.

Definice: Bud’ X metrický prostor, x ∈ X bod, ε > 0 reálné č́ıslo. Potom ε-okoĺım bodu x
rozumı́me množinu

S(x; ε) = {y ∈ X;d(x, y) < ε}.

Jsou-li A,B ⊂ X dvě neprázdné množiny, pak jejich vzdálenost́ı rozumı́me č́ıslo

d(A,B) = inf
x∈A, y∈B

d(x, y).

Pr̊uměrem množiny A, který budeme značit δ(A) rozumı́me č́ıslo

δ(A) = sup
x, y∈A

d(x, y).

Je-li δ(A) <∞, řekneme, že A je omezená množina.

Poznámky: 1. Množinu S(x; ε) nazýváme také někdy kouĺı (nebo otevřenou kouĺı) o středu
x a poloměru ε.

2. Mı́sto označeńı S(x; ε) se též už́ıvá značeńı B(x; ε) nebo U(x; ε).

Lemma: Sjednoceńı konečného počtu omezených množin je omezená množina.

Důkaz: Bud’te x, y ∈ A ∪B libovolné dva body, a ∈ A, b ∈ B pevné body.
Potom plat́ı d(x, y) ≤ δ(A), je-li x, y ∈ A, d(x, y) ≤ δ(B), je-li x, y ∈ B.
Pro x ∈ A, y ∈ B plat́ı

d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, b) + d(b, y) ≤ δ(A) + d(a, b) + δ(B) <∞.

Definice: Bud’ X metrický prostor G,F ⊂ X jeho podmnožiny. Řekneme, že G je otevřená,
jestliže ke každému bodu x ∈ G existuje okoĺı S(x; ε) takové, že S(x; ε) ⊂ G. O množině F
řekneme, že je uzavřená, je-li X− F otevřená množina.

Poznámky: 1. Plat́ı též obráceně: je-li G otevřená množina, potom je X − G uzavřená
množina. Skutečně je X− (X−G) = G a tedy X−G je uzavřená množina.

2. Uzavřenost a otevřenost množiny se nevylučuj́ı. Existuj́ı tedy množiny, které jsou zároveň
uzavřené i otevřené. Př́ıkladem je celý prostor X a prázdná množina ∅.
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Lemma: Množina S(x; ε) je otevřená.

x
ε

S(x; ε)

a
δ

S(a; δ)

Důkaz: Bud’ a ∈ S(x; ε). Potom je d(x, a) < ε a exis-
tuje tedy č́ıslo δ > 0 tak, že d(x, a) + δ < ε. Dále plat́ı,
že S(a; δ) ⊂ S(x; ε). Skutečně, je-li y ∈ S(a; δ), plat́ı
d(x, y) ≤ d(x, a) + d(a, y) < d(x, a) + δ < ε a S(x; ε) je
otevřená množina.

! Věta: Sjednoceńı libovolného systému a pr̊unik konečného systému otevřených množin
je otevřená množina. Pr̊unik libovolného systému a sjednoceńı konečného systému uzavřených
množin je množina uzavřená.

Důkaz: 1. a) Bud’ Gα(α ∈ Λ) systém otevřených množin a x ∈
⋃

α∈Λ

Gα. Pak existuje α0 tak,

že x ∈ Gα0 a tedy i
S(x; ε) ⊂ Gα0 ⊂

⋃
α∈Λ

Gα

pro nějaké ε > 0.

b) Je-li x ∈
n⋂

j=1

Gj , pak x ∈ Gj pro j = 1, 2, . . . , n a tedy existuj́ı ε1, ε2, . . . , εn > 0 tak, že

S(x, εj) ⊂ Gj (j = 1, 2, . . . , n).

Polož́ıme-li ε0 = min{ε1, ε2, . . . , εn} , potom S(x; ε0) ⊂ Gj pro j = 1, 2, . . . , n , tedy

S(x; ε0) ⊂
n⋂

j=1

Gj .

2. Tvrzeńı pro uzavřené množiny plyne z de Morganových pravidel. Bud’te Fα (α ∈ Λ)
uzavřené množiny. Potom jsou Gα = X− Fα otevřené a plat́ı Fα = X−Gα. Odtud⋂

α∈Λ

Fα = X−
⋃

α∈Λ

Gα

a vzhledem k otevřenosti množiny
⋃

α∈Λ

Gα dostaneme okamžitě tvrzeńı. Analogicky plat́ı

n⋃
j=1

Fj = X−
n⋂

j=1

Gj .

Poznámky: 1. Jestliže uvažujeme spočetné pr̊uniky otevřených množin, nemuśıme již dos-
tat otevřenou množinu. Analogicky spočetné sjednoceńı uzavřených množin nemuśı být uzavřená
množina. Dostáváme daľśı systémy množin t. zv. Gδ a Fσ množiny. Tedy řekneme, že A je množina
typu Gδ , je-li

A =
∞⋂

n=1

Gn ,

5



kde Gn jsou otevřené. Analogicky B je množina typu Fσ , je-li

B =
∞⋃

n=1

Fn ,

kde Fn jsou uzavřené.

2. Předchoźı věta dává možnost zavedeńı obecněǰśı struktury na dané množině X, než je
metrika, a sice topologie. Topologíı τ na množině X budeme rozumět takový systém podmnožin
X, který má prvńı vlastnost z předchoźı věty; tedy sjednoceńı libovolného systému množin
z τ a pr̊unik libovolného konečného systému množin z τ je opět množina z τ . Tyto množiny budeme
nazývat otevřené a dvojici (X, τ) nazveme topologickým prostorem.

Definice: Bud’ X metrický prostor,A ⊂ X podmnožina. Řekneme, že x ∈ A je vnitřńım bodem
A , jestliže existuje takové okoĺı S(x; ε), že

S(x; ε) ⊂ A.

Množinu všech vnitřńıch bod̊u množiny A nazýváme jej́ım vnitřkem a označ́ıme IntA. Uzávěrem
množiny A nazýváme množinu všech bod̊u x ∈ X takových, že

d(x,A) = 0

a znač́ıme A . Hranićı množiny A nazveme množinu

F (A) = ∂(A) = A ∩ (X −A).

Věta: IntA je otevřená množina. Množina G je otevřená právě když G = IntG .

Důkaz: Prvá část tvrzeńı je zřejmá.
a) Bud’ G otevřená množina. Je zřejmé, že IntG ⊂ G. Dále je každý bod x ∈ G vnitřńım

bodem G, neboli
G ⊂ IntG.

b) Necht’ obráceně G ⊂ IntG. Potom s každým bodem x ∈ G patř́ı do G i jisté okoĺı S(x; ε) a to
je charakterizace otevřené množiny.

Věta: A je uzavřená množina. Množina F je uzavřená právě když F = F .

Důkaz: Bud’ G = X−A a x ∈ G libovolný bod. Potom je d(x,A) > 0 a na př́ıklad

S(x;
1
2
d(x,A)) ⊂ G .

Množina G je tedy otevřená a A je uzavřená. Je zřejmé, že F ⊂ F .
a) Je-li F = F , pak je F uzavřená.
b) Obráceně kdyby F byla uzavřená a existovalo x ∈ F − F , je x ∈ X− F a existuje okoĺı

S(x; ε) ⊂ X− F .

Potom ale nemůže být d(x, F ) = 0 a to je spor s definićı uzávěru množiny.

Věta: Bud’ x ∈ X, A ⊂ X podmnožina. Potom x ∈ A právě když existuje posloupnost

{xn}∞n=1, xn ∈ A tak, že xn −→
n→∞

x.
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Důkaz: a) Je-li {xn} posloupnost bod̊u z věty, potom d(xn, x) −→
n→∞

0 a tedy d(x,A) = 0.

b) Je-li d(x,A) = 0, potom ke každému n ∈ N existuje takové xn ∈ A, že d(xn, x) < 1
n , neboli

xn −→
n→∞

x.

Definice: Bud’ X metrický prostor, A ⊂ X podmnožina. Řekneme, že bod x ∈ X je
hromadným bodem množiny A, jestliže každé okoĺı bodu x obsahuje nekonečně mnoho bod̊u
množiny A. Bod množiny A, který neńı jeho hromadným bodem, nazýváme izolovaným bodem.

Věta: Bod x ∈ X je hromadným bodem množiny A ⊂ X právě když existuje posloupnost
bod̊u

xn ∈ A, xn 6= x tak, že lim
n→∞

xn = x.

Důkaz: a) Bud’ x ∈ X hromadný bod množiny A. Potom koule S(x; 1
n ) obsahuje nekonečně

mnoho bod̊u A a zvolme
xn ∈ S(x;

1
n

).

T́ım dostaneme požadovanou posloupnost.
b) Je-li obráceně

xn ∈ A, xn 6= x, xn −→
n→∞

x,

potom je zřejmě x ∈ X hromadný bod A.

Poznámka: Z předchoźıho plyne, že množina A je uzavřená právě když obsahuje všechny své
hromadné body.

1.2 Úplné, separabilńı a kompaktńı prostory.

Definice: Bud’ X metrický prostor, A ⊂ X podmnožina. Řekneme, že A je hustá v X, je-li
A = X.

Př́ıklad: Bud’ X = R, A = Q (racionálńı č́ısla). Potom A = R. Existuj́ı však i jiné husté
podmnožiny (vlastńı). Je-li B množina všech iracionálńıch č́ısel, je opět B = R. Mezi těmito
př́ıklady však existuje podstatný rozd́ıl, který bude v daľśım d̊uležitý. Množina A je spočetná,
zat́ımco B neńı.

Definice: Bud’ X metrický prostor. Řekneme, že posloupnost {xn}∞n=1 bod̊u prostoru X je
cauchyovská nebo fundamentálńı, jestliže ke každému ε > 0 existuje přirozené č́ıslo n0 tak, že pro
všechna n,m ≥ n0 plat́ı d(xn, xm) < ε. Prostor X nazveme úplným, jestliže každá cauchyovská
posloupnost bod̊u prostoru X je konvergentńı v X.

Poznámka: Neńı těžké ukázat, že každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská, obrácené
tvrzeńı však neplat́ı.
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Př́ıklad: Prostor Rn je úplný.

Důkaz: Bud’ {x(k)}∞k=1 cauchyovská posloupnost v Rn, x(k) = (x(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n ). Je-li

lim
k,l→∞

d(x(k), x(l)) = 0, tedy lim
k,l→∞

{
n∑

i=1

(x(k)
i − x

(l)
i )2} 1

2 = 0,

potom je lim
k,l→∞

|x(k)
i − x

(l)
i | = 0 pro i = 1, 2, . . . , n. Tedy posloupnost {x(k)

i }∞k=1 je cauchyovská

pro i = 1, 2, . . . , n a tud́ıž konvergentńı. Označme xi = lim
k→∞

x
(k)
i , x = (x1, x2, . . . , xn). Nyńı je

zřejmé, že x = lim
k→∞

x(k).

Věta: Bud’ X metrický prostor a necht’ A ⊂ X je úplná množina. Potom je A uzavřená.

Důkaz: Bud’ a ∈ A. Potom existuje posloupnost

xn ∈ A tak, že xn −→
n→∞

a.

Poněvadž je A úplná množina a {xn} cauchyovská, muśı být a ∈ A, tedy A = A.

Poznámka: Předchoźı věta ukazuje, že úplnost množiny je vlastnost nezávislá na prostoru,
ve kterém lež́ı. Obrácené tvrzeńı ale plat́ı pouze v úplných prostorech.

Věta: Bud’ X úplný metrický prostor, A ⊂ X. Potom je A uzavřená právě když je úplná.

Důkaz: a) Je-li A úplná, je podle předchoźı věty uzavřená.
b) Bud’ A uzavřená, tedy

A = A a {xn}∞n=1 cauchyovská posloupnost, xn ∈ A.

Poněvadž X je úplný prostor, existuje a = lim
n→∞

xn, a ∈ X. Z uzavřenosti A plyne, že a ∈ A.

Definice: Metrický prostor X nazveme separabilńı, jestliže v X existuje hustá spočetná
podmnožina.

Př́ıklad: Prostor Rn je separabilńı.

Důkaz: Uvažme množinu všech bod̊u tvaru r = (r1, r2, . . . , rn), kde ri ∈ Q pro i = 1, 2, . . . , n.
Tato množina je spočetná (dokažte) a tvoř́ı hustou podmnožinu.

Věta: Každá podmnožina separabilńıho metrického prostoru X je separabilńı.

Důkaz: Bud’ Y ⊂ X, A ⊂ X hustá spočetná podmnožina, neboli

A = X, A = {x1, x2, . . . }.

Označme
Sm,n = S(xm;

1
n

) pro m,n = 1, 2, . . . .
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Tento systém je spočetný. Je-li Y ∩ Sm,n 6= ∅, zvolme libovolně bod ξm,n ∈ Y ∩ Sm,n. Množina
B všech těchto bod̊u je spočetná a ukážeme, že je hustá v Y. Bud’ x ∈ Y libovolný bod a n ∈ N
libovolné. Potom existuje xm tak, že

d(x, xm) <
1
n
, tedy x ∈ Y ∩ Sm,n.

Pro př́ıslušné ξm,n plat́ı d(xm, ξm,n) < 1
n a odtud

d(x, ξm,n) ≤ d(x, xm) + d(xm, ξm,n) <
2
n
.

Lemma: Necht’ množiny Gλ (λ ∈ Λ) tvoř́ı disjunktńı systém neprázdných otevřených množin
v separabilńım prostoru X. Potom je Λ spočetná množina.

Důkaz: Bud’ A hustá spočetná podmnožina X. Každému λ ∈ Λ přǐrad’me bod xλ ∈ A tak,
že xλ ∈ Gλ. Tyto body tvoř́ı spočetnou množinu B ⊂ A. Je-li nyńı λ1 6= λ2, pak nutně Gλ1 6= Gλ2 .
Kdyby bylo xλ1 = xλ2 , potom Gλ1 ∩Gλ2 6= ∅ a tedy λ1 = λ2. T́ım dostaneme prosté zobrazeńı Λ
na B a Λ je spočetná.

Definice: Bud’ A množina. Řekneme, že systém množin Bλ(λ ∈ Λ) tvoř́ı pokryt́ı A, jestliže

A ⊂
⋃
λ∈Λ

Bλ .

Věta: (Lindelöfova pokrývaćı věta)
Bud’ X metrický prostor, Y ⊂ X separabilńı podmnožina. Bud’te Gλ(λ ∈ Λ) otevřené množiny

pokrývaj́ıćı Y. Potom existuje spočetná část

Σ ⊂ Λ tak, že Y ⊂
⋃

λ∈Σ

Gλ .

Důkaz: Bud’ A ⊂ Y hustá spočetná podmnožina tvořená body x1, x2, . . . a uvažme koule

Sm,n = S(xm,
1
n

) (m,n = 1, 2, . . . ) .

Tyto koule tvoř́ı spočetný systém. Je-li x ∈ Y, pak existuje Sm,n tak, že x ∈ Sm,n ⊂ Gλ pro
nějaké λ (Gλ jsou otevřené). Označme odpov́ıdaj́ıćı množinu Gλ jako Gm,n. Poněvadž takto
vybrané koule pokrývaj́ı Y, stač́ı tedy vybrat př́ıslušné množiny Gm,n z daného pokryt́ı tak,
že Sm,n ⊂ Gm,n.

Poznámka: Předchoźı věta je topologická charakterizace separabilńıho prostoru. Tedy sepa-
rabilńı topologický prostor je takový, že z každého jeho pokryt́ı otevřenými množinami je možné
vybrat spočetné pokryt́ı.

Definice: Metrický prostor X nazveme kompaktńı, jestliže každá posloupnost bod̊u X obsa-
huje vybranou posloupnost konvergentńı v X.

Př́ıklad: Libovolný uzavřený interval 〈a, b〉 ⊂ R je kompaktńı. Analogicky každý interval

I = 〈a1, b1〉 × 〈a2, b2〉 × · · · × 〈an, bn〉

je kompaktńı v Rn.
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Definice: Bud’ X metrický prostor. Řekneme, že množina K(ε) ⊂ X tvoř́ı ε-śıt’ prostoru X,
je-li

d(x,K(ε)) < ε pro každé x ∈ X.

O množině A ⊂ X řekneme, že je totálně omezená, jestliže ke každému ε > 0 existuje konečná
ε-śıt’ A.

Lemma: Každá totálně omezená podmnožina metrického prostoru je omezená.

Důkaz: Bud’ A ⊂ X totálně omezená. Pak existuje konečná 1-śıt’

K(1) = {a1, a2, . . . , ak} ⊂ A

tak, že d(x,K(1)) < 1 ∀x ∈ A. Nyńı plat́ı

A ⊂
k⋃

j=1

S(aj ; 1)

a sjednoceńı omezených množin je omezená množina.

Lemma: Každý totálně omezený metrický prostor je separabilńı.

Důkaz: Bud’ X totálně omezený. Potom ke každému n ∈ N existuje konečná 1
n -śıt’ K( 1

n )

a označme A =
∞⋃

n=1
K( 1

n ) . A je spočetná a zřejmě A = X.

! Věta: Metrický prostor X je kompaktńı právě když je úplný a totálně omezený.

Důkaz: 1. Bud’ X kompaktńı, {xn}∞n=1 libovolná cauchyovská posloupnost. Ta obsahuje kon-
vergentńı podposloupnost a je tedy sama konvergentńı. Odtud plyne, že X je úplný metrický
prostor.

Necht’ pro nějaké ε > 0 neexistuje konečná ε-śıt’ X. Zvolme libovolně x1 ∈ X; potom existuje
x2 ∈ X tak, že d(x1, x2) ≥ ε. Bud’ xn+1 ∈ X takový bod, že d(xn+1, xj) ≥ ε pro j = 1, 2, . . . , n.
T́ım dostáváme posloupnost, ze které nelze vybrat konvergentńı podposloupnost a to je spor
s kompaktnost́ı X.

2. Bud’ X úplný a totálně omezený a necht’

{xn}∞n=1, xn ∈ X

je libovolná posloupnost. Poněvadž je X totálně omezený, existuje konečná 1-śıt’ X a tedy koule
S1, která obsahuje nekonečně mnoho bod̊u posloupnosti {xn}. Označme ji {x(1)

n }. Poněvadž S1

je totálně omezená, existuje konečná 1
2 -śıt’ S1 a tedy koule S2, která obsahuje nekonečně mnoho

bod̊u {x(1)
n }. Označme ji {x(2)

n }. Jestliže budeme takto pokračovat dále, sestroj́ıme posloupnost
{x(k)

n }, která lež́ı v kouli Sk o poloměru 1
k . Hledaná vybraná posloupnost je nyńı následuj́ıćı:

{x(1)
1 , x

(2)
2 , . . . , x(n)

n , . . . } ,

která je zřejmě cauchyovská (odvod’te detailně) a tedy konvergentńı, poněvadž X je úplný prostor.

Důsledek: Množina K ⊂ Rn je kompaktńı právě když je omezená a uzavřená.

Důkaz: Poněvadž je Rn úplný prostor, je uzavřená podmnožina úplná. Daľśı část plyne
z toho, že každá omezená podmnožina Rn je totálně omezená. To je ponecháno jako cvičeńı.
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Věta: Bud’te X1, X2, . . . neprázdné a kompaktńı množiny a necht’

X1 ⊃ X2 ⊃ · · · . Potom je
∞⋂

n=1

Xn 6= ∅ .

Důkaz: Zvolme xn ∈ Xn (n = 1, 2, . . . ). Pak existuje vybraná posloupnost

{xkn
}∞n=1 tak, že xkn

−→
n→∞

x ∈ X1

(X1 je kompaktńı). Je-li nyńı n0 libovolné, pak pro kn ≥ n0 plat́ı xkn ∈ Xkn ⊂ Xn0 a tedy

x ∈ Xn0 . Poněvadž n0 bylo libovolné, je x ∈ Xn ∀n ∈ N, tedy x ∈
∞⋂

n=1
Xn.

Př́ıklad: Jestliže budeme v předchoźı větě předpokládat pouze uzavřenost, věta již neplat́ı.
Bud’ Xn = 〈n,∞). Potom je

X1 ⊃ X2 ⊃ · · · , ale
∞⋂

n=1

Xn = ∅.

Věta: (Borelova pokrývaćı věta)
Bud’ X kompaktńı metrický prostor, Gλ (λ ∈ Λ) pokryt́ı otevřenými množinami. Potom exis-

tuje konečná část Σ ⊂ Λ tak, že
X =

⋃
λ∈Σ

Gλ .

Důkaz: Poněvadž X je separabilńı, je podle Lindelöfovy věty možno z daného pokryt́ı vybrat
spočetné pokryt́ı. Označme je

H1,H2, · · · , tedy
∞⋃

p=1

Hp = X .

Bud’te
Kn = H1 ∪ · · · ∪Hn, Ln = X−Kn .

Potom jsou množiny Ln uzavřené a tedy kompaktńı. Dále

L1 ⊃ L2 ⊃ · · · a přitom
∞⋂

p=1

Lp = X−
∞⋃

p=1

Kp = X−
∞⋃

p=1

Hp = ∅ .

Podle předchoźı věty muśı tedy existovat n0 tak, že Ln0 = ∅ a tedy X =
n0⋃

p=1
Hp.

Poznámka: Borelova pokrývaćı věta je topologická charakterizace kompaktnosti. Tedy to-
pologický prostor je kompaktńı, jestliže z každého otevřeného pokryt́ı je možno vybrat konečné
pokryt́ı.

1.3 Zobrazeńı metrických prostor̊u.

Definice: Bud’te (X,d) a (Y,%) dva metrické prostory, f : X → Y zobrazeńı. Řekneme, že f
je spojité v bodě x0 ∈ X, jestliže k libovolnému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že jakmile d(x, x0) < δ,
potom %(f(x), f(x0)) < ε. Řekneme, že f je spojité na X, je-li spojité v každém bodě x ∈ X.

Poznámka: Předchoźı definice ř́ıká, že ke každému okoĺı

V = {y ∈ Y;%(y, f(x0)) < ε} bodu f(x0)
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existuje okoĺı
U = {x ∈ X;d(x, x0) < δ} bodu x0

tak, že f(U) ⊂ V. T́ım dostaneme ekvivalentńı formulaci spojitosti f . Jestliže nav́ıc přijmeme
dohodu, že okoĺım bodu v topologickém prostoru budeme rozumět libovolnou otevřenou množinu,
obsahuj́ıćı x, dostaneme topologickou charakterizaci spojitosti.

Věta: Zobrazeńı f : X → Y je spojité v bodě x0 ∈ X právě když ke každému okoĺı V bodu
f(x0) existuje okoĺı U bodu x0 tak, že f(U) ⊂ V .

Poznámka: V metrických prostorech je spojitost v bodě též možno formulovat pomoćı po-
sloupnost́ı.

Věta: Zobrazeńı f : X → Y je spojité v bodě x0 ∈ X právě když pro každou posloupnost

xn ∈ X, xn −→
n→∞

x0 plat́ı f(xn) −→
n→∞

f(x0) .

Důkaz: a) Bud’ f spojité v bodě x0 ∈ X, {xn} (xn ∈ X) taková posloupnost, že lim
n→∞

xn = x0

a ε > 0 libovolné. Potom existuje δ > 0 tak, že jakmile

d(x, x0) < δ, pak %(f(x), f(x0)) < ε .

Poněvadž xn → x0, existuje index n0 tak, že pro ∀n ≥ n0 plat́ı d(xn, x0) < δ a tedy

%(f(xn), f(x0)) < ε, neboli lim
n→∞

f(xn) = f(x0) .

b) Necht’ f neńı spojité v bodě x0. Potom existuje ε > 0 tak, že ke každému δn = 1
n > 0

existuje xn ∈ X tak, že

d(xn, x0) <
1
n
, ale %(f(xn), f(x0)) ≥ ε .

Tedy posloupnost {f(xn)} nemůže konvergovat k f(x0).

Poznámka: V daľśım zformulujeme podmı́nky spojitosti na celém prostoru X.

Definice: Bud’ f spojité zobrazeńı metrického prostoru X na metrický prostor Y. Je-li zob-
razeńı f−1 (pokud existuje) spojité, řekneme, že f je homeomorfńı nebo topologické zobrazeńı.
O prostorech X a Y pak řekneme, že jsou homeomorfńı.

! Věta: Bud’te X a Y metrické prostory, f : X → Y zobrazeńı. Potom jsou následuj́ıćı
podmı́nky ekvivalentńı.

a) f je spojité na X.
b) Je-li G ⊂ Y libovolná otevřená množina, pak je f−1(G) otevřená v X. Tedy vzor každé

otevřené množiny je množina otevřená.
c) Je-li F ⊂ Y uzavřená množina, je f−1(F ) uzavřená v X. Tedy vzor každé uzavřené množiny

je množina uzavřená.

Důkaz: 1. Bud’ f spojité na X, G ⊂ Y libovolná otevřená množina, f(x) ∈ G, V okoĺı bodu
f(x) takové, že V ⊂ G. Potom existuje okoĺı U bodu x tak, že

f(U) ⊂ V ⊂ G, tedy U ⊂ f−1(G)

a odtud plyne, že f−1(G) je otevřená množina.
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2. Necht’ pro každou otevřenou množinu G ⊂ Y je f−1(G) otevřená v X a bud’ V okoĺı bodu
f(x). Potom je f−1(V ) otevřená množina a položme U = f−1(V ). Plat́ı tedy f(U) ⊂ V , což jsme
chtěli dokázat.

3) Ekvivalence b) ⇔ c) plyne okamžitě ze vztahu

f−1(Y −G) = X− f−1(G) .

Poznámka: Vlastnost b) z předchoźı věty je topologická charakterizace spojitého zobrazeńı
a slouž́ı v obecném topologickém prostoru za definici spojitosti.

! Věta: Bud’te X a Y metrické prostory, f : X → Y spojité zobrazeńı a necht’ je X kompaktńı.
Potom plat́ı.

a) f(X) je kompaktńı.
b) Je-li f prosté, je i f−1 spojité, tedy f je homeomorfńı zobrazeńı.

Důkaz: a) Necht’ yn ∈ f(X) je libovolná posloupnost. Potom existuj́ı xn ∈ X tak, že f(xn) =
= yn. Posloupnost {xn} obsahuje konvergentńı podposloupnost xkn

−→
n→∞

x ∈ X. Ze spojitosti f
plyne, že

ykn = f(xkn) −→
n→∞

f(x)

a f(X) je kompaktńı.
b) Je f−1 : f(X) → X a bud’ F ⊂ X libovolná uzavřená množina (tedy kompaktńı). Potom

je [f−1]−1(F ) = f(F ) a poněvadž je f(F ) kompaktńı, je automaticky uzavřená. Tedy vzor každé
uzavřené množiny je množina uzavřená a f−1 je spojité.

Důsledek: Bud’ f spojité zobrazeńı metrického prostoru X do R. Je-li X kompaktńı, pak
f(X) obsahuje nejmenš́ı a největš́ı č́ıslo. Jinými slovy každá spojitá reálná funkce na kompaktńım
metrickém prostoru nabývá své nejmenš́ı a největš́ı hodnoty.

Důkaz: Bud’
α = inf f(X), β = sup f(X) .

Poněvadž je %(f(X), α) = 0, plat́ı
α ∈ f(X) = f(X) .

Poznámka: V daľśım se budeme zabývat otázkou vnořeńı metrického prostoru do úplného
metrického prostoru.

Definice: Bud’ f zobrazeńı metrického prostoru (X,d) na metrický prostor (Y,%). Řekneme,
že f je izometrické zobrazeńı nebo izometrie, jestliže pro všechna x, y ∈ X plat́ı

d(x, y) = %(f(x), f(y)) .

Poznámka: Je zřejmé, že každá izometrie je prosté zobrazeńı. Jednoduché ukázky izometríı
jsou na př́ıklad shodná zobrazeńı známá z elementárńı geometrie.

Definice: Bud’ (X,d) libovolný metrický prostor. Úplný metrický prostor (X∗,d∗) nazveme
zúplněńım nebo úplným obalem prostoru X, jestliže plat́ı

a) X je izometrický s podprostorem X0 prostoru X∗.

b) X0 = X∗, tedy X0 je hustý v X∗.
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Př́ıklad: Bud’ X = C(a, b) s metrikou d(x, y) =
b∫

a

|x(t) − y(t)|dt a položme a = −1, b = 1.

Ukážeme, že X neńı v této metrice úplný prostor. Uvažme posloupnost

xn(t) =


0 pro − 1 ≤ t ≤ 0 ,
nt pro 0 < t ≤ 1

n ,

1 pro 1
n < t ≤ 1.

t1
n

1
m

−1 1

1

xn

xm

Necht’ n > m. Potom

|xn(t)− xm(t)| =


0 pro − 1 ≤ t ≤ 0,
(n−m)t pro 0 < t ≤ 1

n ,

1−mt pro 1
n < t ≤ 1

m ,

0 pro 1
m < t ≤ 1.

1∫
−1

|xn(t)− xm(t)|dt =
1

2m
− 1

2n
−→

m,n→∞
0 .

Tedy posloupnost {xn} je cauchyovská, nekonverguje však v prostoru C(−1, 1). Je totiž

x(t) = lim
n→∞

xn(t), kde x(t) =
{

0 pro − 1 ≤ t ≤ 0,
1 pro 0 < t ≤ 1.

! Věta: Ke každému metrickému prostoru existuje úplný obal. Všechny úplné obaly k danému
metrickému prostoru jsou izometrické.

Důkaz: Důkaz věty je konstruktivńı, tedy ukazuje, jak úplný obal vypadá a provedeme jej
v několika kroćıch. Bud’ X daný metrický prostor.

1. Množinu všech cauchyovských posloupnost́ı prostoru X rozlož́ıme na tř́ıdy pomoćı ekvi-
valence. Dvě posloupnosti {xn} a {yn} nazveme ekvivalentńı a označ́ıme {xn} ∼ {yn}, jestliže
d(xn, yn) −→

n→∞
0. (Ukažte, že tento vztah ekvivalence je reflexivńı, symetrický a transitivńı.) T́ım

se všechny cauchyovské posloupnosti X rozpadnou na ekvivalentńı tř́ıdy, které budeme značit

14



x∗, y∗, . . . a X∗ množinu všech těchto tř́ıd. Dále x′ = {x, x, . . . }, kde x ∈ X znač́ıme tak zvané
stacionárńı posloupnosti, nebo přesněji ekvivalentńı tř́ıdu posloupnost́ı, obsahuj́ıćı x′.

2. V X∗ zavedeme metriku

d∗(x∗, y∗) = lim
n→∞

d(xn, yn) ,

kde {xn} ∈ x∗ a {yn} ∈ y∗ jsou libovolné cauchyovské posloupnosti. Ukážeme, že d∗ nezáviśı na
výběru {xn} a {yn} a že tvoř́ı skutečně metriku. Nejdř́ıve však muśıme dokázat, že limita na pravé
straně existuje. Plat́ı

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| = |d(xn, yn)− d(xn, ym) + d(xn, ym)− d(xm, ym)| ≤

≤ |d(xn, yn)− d(xn, ym)|+ |d(xn, ym)− d(xm, ym)| ≤ d(yn, ym) + d(xn, xm) −→
n,m→∞

0 .

Je totiž

d(xn, yn) ≤ d(xn, ym) + d(ym, yn) a d(xn, ym) ≤ d(xn, xm) + d(xm, ym) .

Tedy č́ıselná posloupnost sn = d(xn, yn) je cauchyovská a existuje lim
n→∞

d(xn, yn).

Bud’te
{x(1)

n }, {x(2)
n } ∈ x∗ a {y(1)

n }, {y(2)
n } ∈ y∗ .

Potom plat́ı

|d(x(1)
n , y(1)

n )− d(x(2)
n , y(2)

n )| ≤ d(x(1)
n , x(2)

n ) + d(y(1)
n , y(2)

n ) −→
n→∞

0

a d∗ nezáviśı na výběru posloupnost́ı {xn}, {yn}. Je totiž

d(x(1)
n , y(1)

n ) ≤ d(x(1)
n , x(2)

n ) + d(x(2)
n , y(2)

n ) + d(y(2)
n , y(1)

n ) .

Pokud se týče ověřeńı axiomů metriky, je zřejmé, že vlastnosti 1. a 2. plat́ı. Ohledně trojúhelńı-
kové nerovnosti plat́ı

∀n ∈ N d(xn, zn) ≤ d(xn, yn) + d(yn, xn)

a odtud
lim

n→∞
d(xn, zn) ≤ lim

n→∞
d(xn, yn) + lim

n→∞
d(yn, zn)

neboli
d∗(x∗, z∗) ≤ d∗(x∗, y∗) + d∗(y∗, z∗) .

3. Prostor X∗ obsahuje část X0, která je izometrická s X. Jestliže jako X0 označ́ıme množinu
všech stacionárńıch posloupnost́ı x′ = {x, x, . . . } pro x ∈ X, je zřejmé, že

d(x, y) = lim
n→∞

d(x, y) = d∗(x′, y′) .

Tedy zobrazeńı x→ x′ je izometrie.

4. X0 = X∗. Je-li x∗ ∈ X∗ libovolný bod a {xn} ∈ x∗, pak

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N tak, že ∀m,n ≥ n0 je d(xn, xm) < ε

a položme x′ = {xn0}. Potom plat́ı

x′ ∈ X0 a d∗(x∗, x′) = lim
n→∞

d(xn, xn0) ≤ ε

a tedy X0 = X∗.

15



5. X∗ je úplný prostor. Připomeňme nejdř́ıve, že každá cauchyovská posloupnost {xn} bod̊u
prostoru X reprezentuje prvek x∗ ∈ X∗, neboli cauchyovská posloupnost {x′n} prvk̊u x′n ∈ X0

konverguje k prvku x∗ ∈ X. Je-li nyńı {x∗n}∞n=1 libovolná cauchyovská posloupnost bod̊u X∗, pak

∀n ∈ N ∃x′n ∈ X0 tak, že d∗(x∗n, x
′
n) <

1
n

(je X0 = X∗) .

Odtud plyne, že {x∗n} konverguje a lim
n→∞

x∗n = x∗.

6. X∗ je určeno jednoznačně až na izometrii. Bud’te X∗ a X∗∗ dvě zúplněńı prostoru X. Potom
plat́ı X∗ = X0 a X∗∗ = X0 a definujme zobrazeńı ϕ : X∗ → X∗∗ předpisem ϕ(x′) = x′ pro
x′ ∈ X0. Je-li x∗ ∈ X∗ libovolný bod, potom existuje posloupnost

{x′n}, x′n ∈ X0 tak, že x′n −→
n→∞

x∗ .

Poněvadž X∗∗ je úplný prostor, existuje

x∗∗ ∈ X∗∗ tak, že x′n → x∗∗ a položme ϕ(x∗) = x∗∗ .

Ukážeme, že ϕ je izometrie. Bud’te x∗, y∗ ∈ X∗ libovolné body, {x′n}, {y′n}; x′n, y′n ∈ X0 takové, že

x′n → x∗, y′n → y∗ v X∗ a také x′n → x∗∗, y′n → y∗∗ v X∗∗ .

Potom je

d∗(x∗, y∗) = lim
n→∞

d∗(x′n, y
′
n) = lim

n→∞
d(xn, yn) = lim

n→∞
d∗∗(x′n, y

′
n) = d∗∗(x∗∗, y∗∗)

a ϕ je izometrie.

Definice: Bud’ X metrický prostor, f : X → X zobrazeńı. Řekneme, že f je kontraktivńı
zobrazeńı nebo kontrakce, jestliže existuje α ∈ (0, 1) tak, že pro všechna x, y ∈ X plat́ı

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) .

Poznámky: 1. Každá kontrakce je spojité zobrazeńı. Skutečně, je-li xn → x, potom
f(xn) → f(x) podle definice kontrakce.

2. V úplném metrickém prostoru plat́ı t. zv. věta o pevném bodu pro kontraktivńı zobrazeńı,
která má velmi d̊uležité aplikace.

! Věta: (Banachova věta o kontrakćıch)
Bud’ X úplný metrický prostor, f : X → X kontraktivńı zobrazeńı. Potom existuje právě

jeden bod x ∈ X tak, že f(x) = x. Tento bod nazýváme pevným bodem zobrazeńı f .

Důkaz: 1. Existence
Bud’ x0 ∈ X libovolný bod a uvažme posloupnost {xn}, definovanou předpisem

xn = f(xn−1) ∀n ∈ N .

Ukážeme, že {xn} je cauchyovská. Bud’te m,n ∈ N, m > n. Potom je m = n+k, kde k ∈ N a plat́ı

d(xm, xn) = d(xn+k, xn) = d(f(xn+k−1), f(xn−1)) ≤ αd(xn+k−1, xn−1) .

Odtud indukćı plyne, že d(xm, xn) ≤ αnd(xk, x0). Ale

d(xk, x0) ≤ d(x0, x1)+d(x1, x2)+· · ·+d(xk−1, xk) ≤ {1+α+α2+· · ·+αk−1}d(x0, x1) ≤
d(x0, x1)

1− α
.
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(Je α ∈ (0, 1)). Neboli

d(xm, xn) ≤ αn

1− α
d(x0, x1) −→

m,n→∞
0 .

Poněvadž X je úplný metrický prostor, je posloupnost {xn} konvergentńı, tedy lim
n→∞

xn = x.
Vzhledem ke spojitosti f plat́ı

f(x) = f( lim
n→∞

xn) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = x

a x je tedy pevný bod f .
2. Jednoznačnost
Necht’ f(x) = x a f(y) = y. Potom plat́ı

d(x, y) = d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) .

Poněvadž je α ∈ (0, 1), plat́ı d(x, y) = 0, tedy x = y.

Poznámka: Předpis xn+1 = f(xn) udává metodu přibližného řešeńı úlohy f(x) = x. Zároveň
je možno udat chybu po n-té aproximaci. Plat́ı

d(xm, xn) ≤ αn

1− α
d(x0, x1)

a pro m→∞ dostaneme

d(x, xn) ≤ αn

1− α
d(x0, x1) .

Př́ıklad: Uvažme otázku řešitelnosti Cauchyovy úlohy

y′ = f(t, y), y(t0) = y0 v C(a, b) .

Tato úloha je ekvivalentńı s řešitelnost́ı integrálńı rovnice

y(t) = y0 +

t∫
t0

f(τ, y(τ))dτ .

Označme

T (y) = y0 +

t∫
t0

f(τ, y(τ))dτ

a předpokládejme, že spojitá funkce f splňuje Lipschitzovu podmı́nku

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ K|y1 − y2| .

Potom plat́ı

|T (y)− T (z)| = |
t∫

t0

f(τ, y(τ))dτ −
t∫

t0

f(τ, z(τ))dτ | ≤
t∫

t0

|f(τ, y(τ))− f(τ, z(τ))|dτ ≤

≤ K

t∫
t0

|y(τ)− z(τ)|dτ ≤ K(b− a) max
a≤t≤b

|y(t)− z(t)|
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pro t ≥ t0. Analogický odhad dostaneme však i pro t ≤ t0, jen muśıme uvážit

t0∫
t

|f(τ, y(τ))− f(τ, z(τ))|dτ .

Odtud plyne, že
max

a≤t≤b
|T (y)− T (z)| = d(T (y), T (z)) ≤ K(b− a)d(y, z) .

Je-li K(a − b) < 1 (čehož se dá vždy dosáhnout, je-li t0 ∈ (a, b) a tento interval je dostatečně
malý), dostaneme odtud, že T je kontrakce a daná úloha má jediné řešeńı.
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Kapitola 2

Normované prostory.

2.1 Normované a unitárńı prostory.

Poznámka: V úvodu připomeneme některé známé pojmy z lineárńı algebry. Pod pojmem
č́ıselné těleso budeme rozumět množinu reálných č́ısel R nebo množinu komplexńıch č́ısel C.
Těleso budeme obyčejně značit Φ.

Definice: Bud’ X množina, jej́ıž prvky budeme značit x, y, . . . , Φ těleso, jehož prvky budeme
značit α, β, . . . . Řekneme, že X tvoř́ı lineárńı vektorový prostor nad tělesem Φ, jsou-li v X de-
finovány 2 operace: sč́ıtáńı vektor̊u (prvk̊u) X a násobeńı prvk̊u X elementy Φ (skaláry), které
maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

A1 Ke každé dvojici x, y ∈ X existuje jejich součet x+ y ∈ X.
A2 x+ y = y + x ∀x, y ∈ X.
A3 x+ (y + z) = (x+ y) + z ∀x, y, z ∈ X.
A4 Existuje prvek 0 ∈ X, nazývaný nulový vektor tak, že x+ 0 = x ∀x ∈ X.
A5 Ke každému x ∈ X existuje prvek −x ∈ X, nazývaný opačný vektor tak, že x+ (−x) = 0.

M1 Ke každému x ∈ X a ke každému α ∈ Φ existuje jejich součin αx ∈ X.
M2 α(x+ y) = αx+ αy ∀α ∈ Φ, ∀x, y ∈ X.
M3 (α+ β)x = αx+ βx ∀α, β ∈ Φ, ∀x ∈ X.
M4 α(βx) = (αβ)x ∀α, β ∈ Φ, ∀x ∈ X.
M5 1 · x = x 1 ∈ Φ, ∀x ∈ X.

Poznámka: Prvky X nazýváme vektory, prvky Φ skaláry. Vektorový prostor složený jen
z nulového vektoru 0 budeme značit {0}.

Definice: Neprázdnou podmnožinu Y lineárńıho vektorového prostoru X nazýváme
podprostorem, jestliže

x+ y ∈ Y jakmile x, y ∈ Y a αx ∈ Y jakmile x ∈ Y, α ∈ Φ .

Řekneme, že vektory x1, . . . , xn jsou lineárně závislé, jestliže existuj́ı skaláry α1, . . . , αn, které
nejsou všechny nulové tak, že

n∑
j=1

αjxj = 0 .
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Je-li možno tuto rovnost splnit jen tak, že

α1 = α2 = · · · = αn = 0 ,

řekneme, že vektory x1, . . . , xn jsou lineárně nezávislé. Nekonečnou množinu M nazveme lineárně
nezávislou, je-li každá jej́ı konečná podmnožina lineárně nezávislá.

O lineárńım prostoru X řekneme, že má konečnou dimensi n, jestliže v X existuje n lineárně
nezávislých vektor̊u a každá skupina o v́ıce než n vektorech je lineárně závislá. Jestliže ke každému
přirozenému č́ıslu k existuje v X k lineárně nezávislých vektor̊u, řekneme, že X má nekonečnou
dimensi.

Poznámka: Lineárńı algebra se zabývá vyšetřováńım konečnědimensionálńıch prostor̊u, funk-
cionálńı analýza zkoumá většinou prostory nekonečné dimense. Ty bývaj́ı často normované.

Definice: Lineárńı vektorový prostor X nazveme lineárńım normovaným prostorem, je-li na
X definována reálná nezáporná funkce ‖x‖, nazývaná norma s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1. ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ X; ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0 .
2. ‖αx‖ = |α| · ‖x‖ ∀α ∈ Φ ∀x ∈ X.
3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ X (trojúhelńıková nerovnost).

Lemma: Každý normovaný prostor je metrický prostor, jestliže definujeme d(x, y) = ‖x−y‖.
Obráceně lineárńı metrický prostor je normovaný, jestliže metrika d má následuj́ıćı 2 vlastnosti:

1. d(x, y) = d(x− y, 0) ∀x, y ∈ X.
2. d(αx, 0) = |α|d(x, 0) ∀α ∈ Φ, ∀x ∈ X.

V tomto př́ıpadě stač́ı položit ‖x‖ = d(x, 0).

Důkaz: a) Je zřejmé, že d(x, y) = ‖x − y‖ má prvé dvě vlastnosti metriky. Pokud se týče
trojúhelńıkové nerovnosti, plat́ı

d(x, z) = ‖x− z‖ = ‖x− y + y − z‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y − z‖ = d(x, y) + d(y, z) .

b) Obráceně definujeme-li ‖x‖ = d(x, 0), je zřejmé, že plat́ı 1. vlastnost normy. Druhá plyne
z dodatečné vlastnosti 2. Pro trojúhelńıkovou nerovnost plat́ı

‖x+ y‖ = d(x+ y, 0) = d(x,−y) ≤ d(x, 0) + d(0,−y) =

= ‖x‖+ d(−y, 0) = ‖x‖+ | − 1| · d(y, 0) = ‖x‖+ ‖y‖ .

Definice: Řekneme, že normovaný lineárńı prostor X je Banach̊uv prostor (nebo B-prostor),
jeli úplný v metrice indukované normou X.

Poznámka: Vzhledem k větě o vnořeńı do úplného metrického prostoru budeme v daľśım
pracovat většinou s B-prostory. Daľśım d̊uležitým př́ıpadem normovaného prostoru je unitárńı
prostor nebo jeho zúplněńı Hilbert̊uv prostor.

Definice: Bud’ H lineárńı prostor nad tělesem Φ. Řekneme, že H je unitárńı nebo pre-
Hilbert̊uv prostor, je-li na H ×H definována funkce (x, y) s hodnotami ve Φ, nazývaná skalárńı
součin, která má následuj́ıćı vlastnosti:

1. (x, x) ≥ 0 ∀x ∈ H; (x, x) = 0 ⇔ x = 0.
2. (y, x) = (x, y) ∀x, y ∈ H.
3. (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y) ∀x1, x2, y ∈ H.
4. (αx, y) = α(x, y) ∀α ∈ Φ; ∀x, y ∈ H.
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Lemma: Pro skalárńı součin (x, y) plat́ı

1. (x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2) ∀x, y1, y2 ∈ H,
2. (x, αy) = α(x, y) ∀α ∈ Φ ; ∀x, y ∈ H.

Důkaz: 1. Je

(x, y1 + y2) = (y1 + y2, x) = (y1, x) + (y2, x) = (y1, x) + (y2, x) = (x, y1) + (x, y2) .

2. Analogicky
(x, αy) = (αy, x) = α(y, x) = α(y, x) = α(x, y) .

! Věta: (Cauchyova nerovnost)
Bud’ H unitárńı prostor. Potom pro libovolné x, y ∈ H plat́ı

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y) .

Rovnost plat́ı právě když jsou x a y lineárně závislé.

Důkaz: Pro libovolné x, y ∈ H a α, β ∈ Φ plat́ı

0 ≤ (αx+ βy, αx+ βy) = αα(x, x) + αβ(x, y) + αβ(x, y) + ββ(y, y) .

Jestliže polož́ıme

α = t ∈ R; β =

{
(x,y)
|(x,y)| pro (x, y) 6= 0

1 jinak

dostaneme
0 ≤ t2(x, x) + 2t|(x, y)|+ (y, y) .

Tedy diskriminant tohoto kvadratického trojčlenu muśı být menš́ı nebo roven 0. Neboli

|(x, y)|2 − (x, x)(y, y) ≤ 0 .

1. Je-li y = λx, potom

|(x, y)|2 = |(x, λx)|2 = |λ|2(x, x)2 = (x, x)|λ|2(x, x) = (x, x)(λx, λx) = (x, x)(y, y) .

2. Necht’
|(x, y)|2 = (x, x)(y, y) .

Potom plat́ı
0 ≤ ((x, y)y − (y, y)x, (x, y)y − (y, y)x) =

= |(x, y)|2(y, y)− (y, y)|(x, y)|2 − |(x, y)|2(y, y) + (y, y)2(x, x) .

Je-li y = 0, je tvrzeńı zřejmé. Pro y 6= 0 zkrát́ıme (y, y) a dostaneme

0 ≤ (y, y)(x, x)− |(x, y)|2 = 0

a odtud (x, y)y − (y, y)x = 0, tedy x a y jsou lineárně závislé.
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Definice: Řekneme, že unitárńı prostor H je Hilbert̊uv prostor, je-li H úplný normovaný
prostor v normě

‖x‖ =
√

(x, x) .

Věta: Rovnost ‖x‖ =
√

(x, x) definuje normu. V trojúhelńıkové nerovnosti

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ H

plat́ı rovnost právě když y = λx, kde λ ≥ 0.

Důkaz: Je zřejmé, že ‖x‖ ≥ 0 ∀x ∈ H a ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0. Dále

‖αx‖ =
√

(αx, αx) =
√
αα(x, x) = |α| · ‖x‖ .

Pokud se týče trojúhelńıkové nerovnosti, plat́ı

‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = ‖x‖2 + (x, y) + (y, x) + ‖y‖2 =

= ‖x‖2 + 2Re(x, y) + ‖y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2‖x‖.‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2

podle Cauchyovy nerovnosti.
1. Necht’ y = λx, kde λ ≥ 0. Potom

‖x+ y‖ = ‖(1 + λ)x‖ = ‖x‖+ λ‖x‖ = ‖x‖+ ‖y‖ .

2. Je-li
‖x+ y‖ = ‖x‖+ ‖y‖ ,

potom z předchoźı části d̊ukazu plyne, že

Re(x, y) = ‖x‖ · ‖y‖ .

Poněvadž však plat́ı obecně
|(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ,

dostaneme odtud, že (x, y) = ‖x‖ · ‖y‖. Podle předchoźı věty plat́ı y = λx a tedy

(x, y) = (x, λx) = λ‖x‖2 a zároveň ‖x‖ · ‖y‖ = |λ| · ‖x‖2 ,

neboli λ = |λ| a λ ≥ 0.

Poznámky: 1. Skalárńı součin je spojitá funkce 2 proměnných ve smyslu, že pokud

xn → x, yn → y, pak (xn, yn) → (x, y) .

Je totiž

|(xn, yn)− (x, y)| = |(xn, yn)− (xn, y) + (xn, y)− (x, y)| ≤ |(xn, yn − y)|+ |(xn − x, y)| ≤

≤ ‖xn‖ · ‖yn − y‖+ ‖xn − x‖ · ‖y‖ −→
n→∞

0 .

2. Skalárńı součin umožňuje zavést pojem ortogonality nebo kolmosti vektor̊u, známý z lineárńı
algebry.

Definice: Bud’M množina vektor̊u lineárńıho prostoru X. Množinu všech konečných lineárńıch
kombinaćı prvk̊u M nazveme lineárńım obalem M a označ́ıme [M ].

Podmnožinu S unitárńıho prostoru H nazveme ortogonálńı, je-li (x, y) = 0, jakmile x, y ∈ S,
x 6= y. Řekneme, že S je ortonormálńı, je-li nav́ıc ‖x‖ = 1 pro všechna x ∈ S.
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Poznámka: S ortonormálńı množinou se poč́ıtá velmi dobře a ukazuje se, že z libovolného
nezávislého systému vektor̊u v unitárńım prostoru lze vytvořit systém ortonormálńı.

Věta: (Gram-Schmidtova ortogonalizace)
Bud’ {xn} spočetná lineárně nezávislá množina. Potom existuje ortonormálńı množina {un}

tak, že pro každé přirozené k plat́ı

[{x1, . . . , xk}] = [{u1, . . . , uk}] .

Důkaz: Je xn 6= 0 ∀n ∈ N. Definujme y1, y2, . . . , u1, u2, . . . následuj́ıćım zp̊usobem

y1 = x1 u1 = y1
‖y1‖

y2 = x2 − (x2, u1)u1 u2 = y2
‖y2‖

· · · · · ·

yk+1 = xk+1 −
k∑

j=1

(xk+1, uj) uk+1 = yk+1
‖yk+1‖ .

Tento proces skonč́ı, je-li {xn} konečná množina, jinak pokračuje do nekonečna. Indukćı dosta-
neme, že

[{x1, . . . , xk}] = [{u1, . . . , uk}] ∀k ∈ N .

Dále je zřejmé, že (ui, uj) = 0 pro i 6= j, ‖ui‖ = 1.

Věta: Bud’ H unitárńı prostor. Nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to, aby byly vektory
x1, . . . , xn ∈ H lineárně nezávislé je, aby jejich Gramův determinant byl nenulový, t. j.

Γ(x1, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣
(x1, x1), · · · , (xn, x1)
. . . . . . . . .

(x1, xn), · · · , (xn, xn)

∣∣∣∣∣∣ 6= 0 .

Důkaz: 1. Jsou-li x1, . . . , xn závislé, je zřejmě

Γ(x1, . . . , xn) = 0 .

2. Necht’ jsou x1, . . . , xn nezávislé. Potom má soustava

λ1x1 + · · ·+ λnxn = 0

pouze triviálńı řešeńı λ1 = · · · = λn = 0 a tedy také soustava

λ1(x1, x1)+ · · · +λn(xn, x1) = 0
· · · · · · · · ·

λ1(x1, xn)+ · · · +λn(xn, xn) = 0
.

To je však možné pouze když Γ(x1, . . . , xn) 6= 0.

Poznámky: 1. Daľśı vlastnosti Hilbertova prostoru budou uvedeny později.
2. Vzájemný vztah mezi prostory, se kterými jsme se zat́ım setkali, je možno vyjádřit symbolicky
inklusemi

”R
n ⊂ Hilbertovy prostory ⊂ Banachovy prostory ⊂ Metrické prostory ⊂ Topologické prostory.“
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2.2 Př́ıklady normovaných prostor̊u.

1. Prostor lp (1 ≤ p <∞).

Definice: Prostorem lp nazveme množinu všech č́ıselných posloupnost́ı x = {αn} takových,

že
∞∑

n=1
|αn|p <∞. Norma je definována předpisem

‖x‖ =

{ ∞∑
n=1

|αn|p
} 1

p

.

Věta: lp tvoř́ı separabilńı Banach̊uv prostor, jestliže algebraické operace definujeme předpisem:

Je-li x = {αn}, y = {βn}, λ ∈ Φ, pak x+ y = {αn + βn}, λx = {λαn} .

Důkaz: Skutečnost, že x+ y ∈ lp plyne z Minkowského nerovnosti. Je totiž

‖x+ y‖ = {
∞∑

n=1

|αn + βn|p}
1
p ≤ {

∞∑
n=1

|αn|p}
1
p + {

∞∑
n=1

|βn|p}
1
p = ‖x‖+ ‖y‖ .

To zároveň dokazuje trojúhelńıkovou nerovnost. Ostatńı vlastnosti normy jsou zřejmé.
Separabilita
Označme Y množinu všech vektor̊u z lp tvaru

y = {r1, r2, . . . , rn, 0, . . . } ,

kde rj jsou racionálńı a n ∈ N. Potom je Y spočetná množina. Ukážeme, že je hustá v lp. Bud’
x ∈ lp. Potom

∀ε > 0 ∃k ∈ N tak, že
∞∑

n=k+1

|αn|p <
εp

2
.

Dále existuje takové

y = {r1, . . . , rk, 0, 0, . . . } tak, že
k∑

n=1

|αn − rn|p <
εp

2
.

Odtud plyne, že ‖x− y‖p < εp, tedy ‖x− y‖ < ε.
Úplnost
Bud’

{x(k)}∞k=1 = {α(k)
1 , α

(k)
2 , . . . }

cauchyovská posloupnost. Potom

∀ε > 0 ∃n0 tak, že ∀k, l ≥ n0 plat́ı ‖x(k) − x(l)‖ < ε ,

tedy { ∞∑
n=1

|α(k)
n − α(l)

n |p
} 1

p

< ε .

Odtud plyne, že pro všechna n ∈ N je |α(k)
n − α

(l)
n | < ε a posloupnost (č́ıselná) {α(k)

n }∞k=1 je
cauchyovská pro každé n ∈ N, neboli existuje

lim
k→∞

α(k)
n = αn .
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Označme x = {αn}. Pro každé přirozené s ∈ N plat́ı

s∑
n=1

|α(k)
n − α(l)

n |p < εp .

Odtud pro l→∞ dostaneme
s∑

n=1

|α(k)
n − αn|p ≤ εp

a pro s→∞
∞∑

n=1

|α(k)
n − αn|p ≤ εp .

To však znamená, že x(k) − x ∈ lp a tedy i x = x(k) − (x(k) − x) ∈ lp.

Věta: Prostor l2 tvoř́ı Hilbert̊uv prostor, jestliže definujeme

(x, y) =
∞∑

n=1

αnβn .

Důkaz: Vlastnosti skalárńıho součinu jsou zřejmé, jestliže ukážeme, že daná řada konverguje
absolutně. To však plyne z Hölderovy nerovnosti. Plat́ı totiž

∞∑
n=1

|αnβn| ≤

{ ∞∑
n=1

|αn|2
} 1

2
{ ∞∑

n=1

|βn|2
} 1

2

= ‖x‖ · ‖y‖ .

Zároveň to též ukazuje, že plat́ı Cauchyova nerovnost |(x, y)| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Poznámky: 1. Prostory lnp a Rn (po př́ıpadě Cn) tvoř́ı uzavřené podprostory lp a l2, jestliže
prvky x = (α1, α2, . . . , αn) ztotožńıme s vektory lp tvaru

x′ = (α1, α2, . . . , αn, 0, 0, . . . ) .

2. Prostor lp má nekonečnou dimensi. Vektory

ε1 = (1, 0, 0, . . . ), ε2 = (0, 1, 0, . . . ), . . .

jsou lineárně nezávislé.
3. Jestliže označ́ıme

K = {x ∈ lp; ‖x‖ ≤ 1} ,

pak je K omezená a uzavřená množina, která však neńı kompaktńı. Ukazuje se totiž, že kompakt-
nost uzavřené jednotkové koule v Banachově prostoru X je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka pro to,
aby X byl konečnědimensionálńı.

2. Prostor l∞.

Definice: Prostorem l∞ (nebo m) nazveme množinu všech omezených č́ıselných posloupnost́ı
x = {αn}. Norma v l∞ je definována předpisem

‖x‖ = sup
n
|αn| .
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Věta: l∞ tvoř́ı Banach̊uv prostor, jestliže algebraické operace definujeme jako v př́ıpadě lp.
l∞ neńı separabilńı.

Důkaz: Je zřejmé, že výše uvedený předpis definuje normu.
Úplnost
Bud’

x(k) = {α(k)
1 , α

(k)
2 , . . . }

cauchyovská posloupnost. Potom existuje č́ıslo Mk tak, že |α(k)
n | ≤Mk ∀n ∈ N. Dále

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀k, l ≥ n0 plat́ı ‖x(k) − x(l)‖ < ε

a tedy
|α(k)

n − α(l)
n | < ε ∀n ∈ N .

Odtud plyne, že posloupnost {α(k)
n }∞k=1 je cauchyovská pro všechna n ∈ N a tedy konverguje

k č́ıslu
αn = lim

k→∞
α(k)

n .

Označme x = {αn}. Ukážeme, že x tvoř́ı omezenou posloupnost. Poněvadž |α(k)
n − α

(l)
n | < ε,

dostaneme pro l→∞ |α(k)
n − αn| ≤ ε. Nyńı

|αn| ≤ |αn − α(k)
n |+ |α(k)

n | ≤ ε+Mk .

Označme Y podmnožinu l∞ složenou ze všech posloupnost́ı tvaru

y = (1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, . . . ) .

Tato množina je nespočetná (ukažte proč) a při tom pro

y, z ∈ Y, y 6= z plat́ı ‖y − z‖ = 1 .

Definice: Prostorem c nazveme množinu všech konvergentńıch č́ıselných posloupnost́ı
x = {αn} s normou

‖x‖ = sup
n
|αn| .

Prostorem c0 nazveme množinu všech č́ıselných posloupnost́ı, které konverguj́ı k 0 s normou

‖x‖ = sup
n
|αn| .

Věta: Prostor c je uzavřeným podprostorem l∞, prostor c0 je uzavřeným podprostorem c.
Prostor c je dále separabilńı.

Důkaz: Jestliže dokážeme uzavřenost c a c0, plyne odtud automaticky, že c i c0 jsou Bana-
chovy prostory. Ze separability c plyne i separabilita c0. Necht’

x(k) −→
k→∞

x, x(k) ∈ c .

Potom x = {αn} ∈ l∞. Zbývá dokázat, že {αn} je konvergentńı, tedy

∀ε > 0 ∃n0 ∀m,n ≥ n0 ⇒ |αn − αm| < ε .

Poněvadž x(k) → x, plat́ı, že

∀ε > 0 ∃k0 ∈ N ∀k ≥ k0 ⇒ ‖x(k) − x‖ < ε ,
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neboli |α(k)
n − αn| < ε ∀n ∈ N. Nyńı je

|αn − αm| ≤ |αn − α(k)
n |+ |α(k)

n − α(k)
m |+ |α(k)

m − αm| < 3ε

pro dostatečně veliká k,m, n.
Separabilita c

Označme Y množinu všech prvk̊u c tvaru

y = {r1, . . . , rn, r, r, . . . } ,

kde r1, . . . , rn, r jsou racionálńı č́ısla. Potom je Y spočetná množina. Necht’ nyńı x = {αn} ∈ c.
Pak existuje

lim
n→∞

αn = α a ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ≥ n0 je |αn − α| < ε

2
.

Bud’ r takové, že

|α− r| < ε

2
a r1, . . . , rn0−1 taková, že |αj − rj | < ε j = 1, . . . , n0 − 1 .

Pro n ≥ n0 je
|αn − r| ≤ |αn − α|+ |α− r| < ε, tedy ‖x− y‖ < ε .

Poznámky: 1. Prostor ln∞ tvoř́ı uzavřený podprostor c0, jestliže vektory x = (α1, . . . , αn)
ztotožńıme s vektory c0 tvaru x′ = {α1, . . . , αn, 0, 0, . . . }.

2. Prostory l∞, c, c0 maj́ı nekonečnou dimensi.

3. Prostor B(S).

Definice: Bud’ S libovolná množina. Prostorem B(S) nazveme množinu všech omezených
skalárńıch funkćı, definovaných na S s normou

‖f‖ = sup
s∈S

|f(s)| .

Věta: B(S) tvoř́ı Banach̊uv prostor, jestliže algebraické operace definujeme předpisy:

(f + g)(s) = f(s) + g(s) ∀f, g ∈ B(S) ∀s ∈ S .
(αf)(s) = αf(s) ∀f ∈ B(S), ∀α ∈ Φ ∀s ∈ S.

B(S) neńı separabilńı, je-li S nekonečná.

Důkaz: Je zřejmé, že B(S) tvoř́ı lineárńı normovaný prostor. Bud’ nyńı {fn} fundamentálńı
posloupnost v B(S). Potom

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ≥ n0 je ‖fm − fn‖ < ε ,

tedy |fm(s)− fn(s)| < ε ∀s ∈ S . Neboli existuje

f(s) = lim
n→∞

fn(s) ∀s ∈ S .

Nyńı
|f(s)| ≤ |f(s)− fn(s)|+ |fn(s)| < ε+Kn ∀s ∈ S .

Je-li S konečná, na př́ıklad S = {s1, s2, . . . , sk}, potom je B(S) = lk∞ . Je-li však S nekonečná, stač́ı
vźıt funkce z B(S), které nabývaj́ı pouze hodnot 0 a 1. Množina všech těchto funkćı je nespočetná
a pro dvě libovolné r̊uzné funkce f, g tohoto typu plat́ı ‖f − g‖ = 1.

27



Poznámky: 1. Z definice normy v B(S) plyne, že konvergence v B(S) je stejnoměrná kon-
vergence na S.

2. Jak již bylo řečeno v d̊ukazu předchoźı věty, je B(S) = ln∞ , je-li S konečná a B(S) = l∞
pro S spočetnou.

4. Prostor C(S).

Definice: Bud’ S kompaktńı metrický prostor. Prostorem C(S) nazveme množinu všech spo-
jitých skalárńıch funkćı, definovaných na S s normou

‖f‖ = max
s∈S

|f(s)| .

Věta: C(S) tvoř́ı Banach̊uv prostor, jestliže algebraické operace definujeme jako v př́ıpadě
B(S). Je-li

S ⊂ Rn, je C(S)
separabilńı.

Důkaz: Úplnost C(S) plyne ze skutečnosti, že konvergence v prostoru C(S) je stejnoměrná
konvergence na S. Je-li S ⊂ Rn, je množina všech polynomů v n proměnných s racionálńımi
koeficienty spočetná a hustá v C(S).

5. Prostor Lp(M).

Definice: Bud’ M ⊂ Rn měřitelná množina. O dvou měřitelných funkćıch f a g na M
řekneme, že jsou ekvivalentńı, jestliže

f(x) = g(x) s. v. v M .

Definice: Bud’ p ≥ 1, M ⊂ Rn měřitelná množina. Potom prostorem Lp(M) nazveme
množinu všech ekvivalentńıch tř́ıd měřitelných funkćı v M takových, že∫

M

|f(x)|pdx <∞ .

Normu v Lp(M) definujeme předpisem

‖f‖ =


∫
M

|f(x)|pdx


1
p

.

Věta: Lp(M) tvoř́ı separabilńı Banach̊uv prostor, jestliže algebraické operace definujeme
obvyklým zp̊usobem.

Poznámka: Prostor Lp tvoř́ı tř́ıdy navzájem ekvivalentńıch funkćı, ale v daľśım budeme
použ́ıvat opět název funkce pro prvky Lp.

Důkaz: Nebudeme provádět detailně. Separabilita Lp plyne z konstrukce Lebesgueova in-
tegrálu jako limity jednoduchých µ-integrovatelných funkćı. Jestliže vezmeme jednoduché µ-inte-
grovatelné funkce s racionálńımi hodnotami, dostaneme spočetnou hustou podmnožinu. Úplnost
plyne z vlastnost́ı Lebesgueova integrálu.
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Zbývá ukázat, že uvedený předpis je skutečně norma. Je-li ‖f‖ = 0, pak f(x) = 0 s. v. , neboli
f je nulový prvek Lp. Vlastnost ‖αf‖ = |α| · ‖f‖ je zřejmá. Trojúhelńıková nerovnost plyne
z Minkowského nerovnosti. Je totiž

‖f + g‖ =


∫
M

|(f + g)(x)|pdx


1
p

≤


∫
M

|f(x)|pdx


1
p

+


∫
M

|g(x)|pdx


1
p

= ‖f‖+ ‖g‖.

Věta: Prostor L2(M) tvoř́ı Hilbert̊uv prostor, jestliže definujeme

(f, g) =
∫
M

f · gdx.

Důkaz: Vlastnosti skalárńıho součinu jsou zřejmé, jestliže ukážeme, že daný integrál konver-
guje absolutně. To však plyne z Hölderovy nerovnosti. Je totiž

∫
M

|f · g|dx ≤


∫
M

|f(x)|2dx


1
2

∫
M

|g(x)|2dx


1
2

= ‖f‖ · ‖g‖.

6. Prostor L∞(M).

Definice: Bud’ M ⊂ Rn měřitelná množina. Prostorem L∞(M) rozumı́me množinu všech
měřitelných funkćı v M , které jsou s. v. konečné v M . Norma v L∞(M) je definována předpisem

‖f‖ = ess sup
x∈M

|f(x)|, kde ess sup
x∈M

|f(x)| = inf
N ;µ(N)=0

sup
x∈M−N

|f(x)|.

Věta: L∞(M) tvoř́ı Banach̊uv prostor, jestliže algebraické operace definujeme obvyklým
zp̊usobem. L∞(M) neńı separabilńı, je-li M nekonečná množina.

Důkaz: Důkaz nebudeme provádět, zájemci jej mohou nalézt v textu, věnovaném Lebesgueovu
integrálu.

7. Sobolevovy prostory.

Poznámka: Uvažme prostor L2(Ω), kde Ω je otevřená omezená podmnožina Rn s hladkou
hranićı. Jestliže uváž́ıme prostor C∞ všech funkćı na Ω, které maj́ı spojité parciálńı derivace všech
řád̊u, je C∞ hustý podprostor L2(Ω), tedy

C∞ = L2(Ω) .

Jestliže však změńıme normu, dostaneme daľśı podprostory (uzavřené), tedy Hilbertovy prostory.

Označeńı: Bud’te α1, . . . , αn nezáporná celá č́ısla, α = (α1, . . . , αn). Potom označ́ıme

|α| = α1 + · · ·+ αn .

Je-li f(x1, . . . , xn) funkce n proměnných, pak označ́ıme

Dαf =
∂αf

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
, Dαf ·Dαg =

∑
α1+···+αn=|α|

∂αf

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
· ∂αg

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
.
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Definice: Bud’ k ≥ 0 celé, Ω ⊂ Rn otevřená omezená množina s hladkou hranićı. Symbolem
Hk (resp Hk(Ω)) označ́ıme množinu všech funkćı f ∈ L2(Ω) takových, že pro 0 ≤ |α| ≤ k existuj́ı
derivace Dαf a patř́ı do L2. V Hk zavedeme skalárńı součin a normu předpisem

(f, g)k =
∑
|α|≤k

∫
Ω

Dαf ·Dαg dx , ‖f‖k =
√

(f, f)k .

Prostor Hk nazveme Sobolevovým prostorem řádu k.

Věta: Hk je Hilbert̊uv prostor.

Důkaz: Předepsaný skalárńı součin splňuje zřejmě všechny vlastnosti, stejně tak norma. Zbývá
ukázat, že Hk je úplný normovaný prostor. Bud’ {fj} cauchyovská posloupnost v Hk. Potom

‖Dαfj −Dαfm‖2 =
∫
Ω

|Dαfj −Dαfm|2dx ≤
∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαfj −Dαfm|2dx = ‖fj − fm‖2k −→
j,m→∞

0 .

Tedy {Dαfj} je cauchyovská posloupnost v L2 a konverguje k jistému prvku f (α) ∈ L2. Tuto
limitu budeme považovat za př́ıslušnou derivaci limitńı funkce.

Poznámky: 1. V daľśım výkladu upřesńıme pojem zobecněné nebo distributivńı derivace.
Potřebujeme k tomu však pojem spojitého lineárńıho funkcionálu a adjungovaného prostoru.

2. Jestliže se pod́ıváme na definici Hk, plat́ı zřejmě

C∞ ⊂ · · · ⊂ Hk+1 ⊂ Hk ⊂ · · · ⊂ H0 = L2 .

Nav́ıc plat́ı věta:

Věta: Uzávěr C∞ v normě ‖ · ‖k je roven Hk.

Důkaz: Nebudeme provádět.

Př́ıklady: 1. Je-li Ω = (a, b), pak má sklalárńı součin v Hk tvar

(f, g)k =

b∫
a

f(x) · g(x) dx+

b∫
a

f ′(x) · g′(x) dx+ · · ·+
b∫

a

f (k)(x) · g(k)(x) dx .

2. Pro libovolné Ω ⊂ Rn je skalárńı součin v H1 tvaru

(f, g)1 =
∫
Ω

f · g dx+
∫
Ω

n∑
j=1

∂f

∂xj
· ∂g

∂xj
dx =

∫
Ω

f · g dx+
∫
Ω

(grad f, grad g)dx .

2.3 Zobrazeńı normovaných prostor̊u.

Definice: Bud’te X,Y dva lineárńı vektorové prostory nad týmž tělesem tělesem Φ. Řekneme,
že zobrazeńı T : X → Y je lineárńı, jestliže plat́ı:

1. Definičńı obor D(T ) zobrazeńı T je podprostor X.
2. T (αx+ βy) = αTx+ βTy ∀α, β ∈ Φ, ∀x, y ∈ D(T ) .

Lineárńı zobrazeńı nazýváme též někdy lineárńı operátor.
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Poznámky: 1. Úplnou indukćı dostaneme, že pro lineárńı zobrazeńı plat́ı

T (
p∑

j=1

αjxj) =
p∑

j=1

αjTxj ∀p ∈ N .

2. Je-li T : D(T ) → Y lineárńı operátor, pak jeho obor hodnot R(T ) je také lineárńı vektorový
prostor (podprostor Y).

Důkaz: Je-li
y1, y2 ∈ R(T ), y1 = Tx1, y2 = Tx2 ,

pak
α1y1 + α2y2 = α1Tx1 + α2Tx2 = T (α1x1 + α2x2) ∈ R(T ) .

3. Je-li T lineárńı operátor, pak T−1 existuje právě když Tx = 0 ⇒ x = 0. Existuje-li T−1, je to
opět lineárńı operátor.

Důkaz: Je-li y1 = Tx1, y2 = Tx2, neboli x1 = T−1y1 , x2 = T−1y2 , potom

T (α1x1 + α2x2) = α1y1 + α2y2

a tedy
α1x1 + α2x2 = α1T

−1y1 + α2T
−1y2 = T−1(α1y1 + α2y2) .

V prostorech nekonečné dimenze je však d̊uležitá otázka spojitosti lineárńıho zobrazeńı.

Věta: Lineárńı zobrazeńı, které je spojité v jednom bodě svého definičńıho oboru, je spojité
všude.

Důkaz: Bud’ T spojité v bodě x0 a necht’ x ∈ D(T ) je libovolný bod,

xn ∈ D(T ), xn → x .

Potom
xn − x+ x0 → x0 ,

tedy T (xn − x+ x0) → Tx0. Je však

T (xn − x+ x0) = Txn − Tx+ Tx0

a odtud
Txn − Tx→ 0, t.j. Txn → Tx .

Poznámka: Ověřeńı spojitosti T se provád́ı většinou v bodě x = 0.

Definice: Bud’te X, Y normované prostory, T : X → Y lineárńı operátor. Řekneme, že T je
omezený, jestliže existuje konstanta M tak, že

‖Tx‖ ≤M‖x‖ ∀x ∈ X .

Věta: Bud’te X, Y lineárńı normované prostory, T : X → Y lineárńı operátor. Potom je T
spojitý právě když je omezený.

Důkaz: 1. Bud’ T omezený, t. j.

‖Tx‖ ≤M‖x‖ ∀x ∈ X .
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Potom je T zřejmě spojitý v bodě x = 0 a tedy všude.
2. Necht’ je obráceně T spojitý v bodě 0. Potom je

‖Tx‖ < 1 jakmile ‖x‖ < δ pro nějaké δ > 0 .

Je-li nyńı x 6= 0 libovolné, pak položme x0 = δx
2‖x‖ . Poněvadž je

‖x0‖ =
δ

2
< δ, plat́ı ‖Tx0‖ < 1, neboli ‖Tx‖ ≤ 2

δ
· ‖x‖

a stač́ı položit M = 2
δ .

Věta: Bud’te X, Y lineárńı normované prostory. Potom množina všech spojitých lineárńıch
operátor̊u z X do Y, kterou znač́ıme (X,Y), tvoř́ı lineárńı normovaný prostor, jestliže definujeme

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ .

Je-li Y B-prostor, je i (X,Y) B-prostor.

Důkaz: Bud’te T1, T2 ∈ (X,Y) , α ∈ Φ. Potom definujeme T1 + T2 a αT předpisem

(T1 + T2)x = T1x+ T2x , (αT )x = T (αx) .

Odtud plyne, že (X,Y) tvoř́ı lineárńı vektorový prostor.
Ze spojitosti T ∈ (X,Y) plyne existence konstanty M takové, že

‖Tx‖ ≤M‖x‖ ∀x ∈ X

tedy pro ‖x‖ ≤ 1 dostaneme

‖Tx‖ ≤M a odtud ‖T‖ ≤M <∞ .

Bud’ nyńı ‖T‖ = 0 , neboli
sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = 0 .

Odtud plyne, že Tx = 0 pro ‖x‖ ≤ 1. Je-li x 6= 0 libovolné, pak pro

x0 =
x

2‖x‖
plat́ı ‖x0‖ ≤ 1 a tedy 0 = Tx0 = Tx , neboli T = 0 .

Poněvadž je
‖αTx‖ = |α| · ‖Tx‖ ,

plyne odtud, že ‖αT‖ = |α| · ‖T‖.
Bud’ ‖x‖ ≤ 1 . Potom pro trojúhelńıkovou nerovnost plat́ı

‖(T1 + T2)x‖ ≤ ‖T1x‖+ ‖T2x‖ ≤ ‖T1‖+ ‖T2‖

a odtud
‖T1 + T2‖ = sup

‖x‖≤1

‖(T1 + T2)x‖ ≤ ‖T1‖+ ‖T2‖ .

Odtud plyne, že (X,Y) je normovaný prostor.
Předpokládejme nyńı, že Y je B-prostor a bud’ {Tn} libovolná cauchyovská posloupnost

v (X,Y). Tedy
∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ≥ n0 ⇒ ‖Tn − Tm‖ < ε .
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To však znamená, že pro ‖x‖ ≤ 1 plat́ı

‖(Tn − Tm)x‖ ≤ ‖Tn − Tm‖

a je-li x 6= 0 libovolné, dostaneme, že

‖(Tn − Tm)
x

‖x‖
‖ ≤ ‖Tn − Tm‖ , neboli ‖(Tn − Tm)x‖ ≤ ‖Tn − Tm‖ · ‖x‖ < ε‖x‖ .

Tedy ∀x ∈ X je {Tnx} fundamentálńı posloupnost v Y a tedy konvergentńı v Y. Označme

Tx = lim
n→∞

Tnx .

Stač́ı ukázat, že
T ∈ (X,Y) a ‖T − Tn‖ −→

n→∞
0 .

T je lineárńı, poněvadž

T (α1x1 + α2x2) = lim
n→∞

Tn(α1x1 + α2x2) = lim
n→∞

{α1Tnx1 + α2Tnx2} =

= α1 lim
n→∞

Tnx1 + α2 lim
n→∞

Tnx2 = α1Tx1 + α2Tx2 .

Z nerovnosti
‖Tnx− Tmx‖ < ε‖x‖

plyne pro n→∞ , že
‖Tx− Tmx‖ ≤ ε‖x‖ ,

tedy T − Tm je omezené zobrazeńı a také

T = (T − Tm) + Tm ,

neboli T ∈ (X,Y). Z nerovnosti
‖Tx− Tmx‖ ≤ ε‖x‖

vyplývá, že ‖T − Tm‖ ≤ ε , tedy
Tm −→

m→∞
T

a (X,Y) je B-prostor.

Poznámka: Normu lineárńıho operátoru je možno vyjádřit jedńım z následuj́ıćıch zp̊usob̊u:

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ ; ‖T‖ = inf{M ; ‖Tx‖ ≤M‖x‖} ;

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖ ; ‖T‖ = sup
x6=0

‖Tx‖
‖x‖ .

Důkaz tohoto tvrzeńı je ponechán do cvičeńı.

Věta: Bud’ T : X → Y lineárńı operátor. Potom T−1 existuje a je spojitý právě když existuje
konstanta m > 0 taková, že

m‖x‖ ≤ ‖Tx‖ ∀x ∈ X .

Důkaz: 1. Bud’ Tx = 0. Potom x = 0 a T−1 existuje. Je-li y = Tx, pak

x = T−1y a tedy m‖T−1y‖ ≤ ‖Tx‖ ,

neboli
‖T−1y‖ ≤ 1

m
‖y‖
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a T−1 je spojitý. Zároveň plat́ı, že

‖T−1‖−1 = sup{m;m‖x‖ ≤ ‖Tx‖} .

2. Bud’ T−1 spojitý, neboli

‖T−1y‖ ≤M‖y‖ , a tedy
1
M
‖x‖ ≤ ‖Tx‖ .

2.4 Hahn-Banachova věta.

Definice: Bud’ X lineárńı normovaný prostor nad tělesem Φ. Potom B-prostor (X,Φ)
nazýváme adjungovaným nebo duálńım prostorem k prostoru X a znač́ıme X∗. Každý prvek
x∗ ∈ X∗ nazýváme lineárńı formou nebo lineárńım funkcionálem na X.

Poznámka: V daľśım se pod́ıváme na vlastnosti adjungovaného prostoru a otázky rozšǐrováńı
lineárńıho funkcionálu.

Definice: Bud’ X lineárńı prostor nad tělesem Φ A ⊂ X podmnožina. Řekneme, že A je
konvexńı, jestliže

∀x, y ∈ A plat́ı αx+ (1− α)y ∈ A pro α ∈ 〈0, 1〉 .

O zobrazeńı p : X → Φ řekneme, že je konvexńı funkcionál (nebo Minkowského funkcionál), jestliže
plat́ı

1. p(x) ≥ 0 ∀x ∈ X ,
2. p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ X ,
3. p(αx) = αp(x) ∀x ∈ X, ∀α ≥ 0 .

Poznámky: 1. Př́ıkladem konvexńıho funkcionálu je norma (pokud je na daném lineárńım
prostoru X definována).

2. Je-li A konvexńı podmnožina vektorového prostoru X taková, že 0 ∈ A, s daľśı vlastnost́ı

∀x ∈ X ∃α ∈ Φ tak, že αx ∈ A,

pak se ukazuje, že
p(x) = inf{α > 0; α−1x ∈ A}

je konvexńı funkcionál.

! Věta: (Hahn-Banachova)
Bud’ X lineárńı prostor nad tělesem Φ, Y jeho podprostor. Necht’ p je konvexńı funkcionál na

X, f lineárńı funkcionál, definovaný na Y takový, že

|f(y)| ≤ p(y) ∀y ∈ Y .

Potom existuje lineárńı funkcionál F , definovaný na X tak, že

F (y) = f(y) ∀y ∈ Y ; |F (x)| ≤ p(x) ∀x ∈ X .

Důkaz: Důkaz vyžaduje základńı seznámeńı s částečně uspořádanými množinami a nebu-
deme jej provádět. Zájemci o d̊ukaz se mohou pod́ıvat do některé ze standardńıch monografíı
z funkcionálńı analýzy nebo si počkat na inovovanou verzi.
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Poznámky: 1. Hahn-Banachova má d̊uležité aplikace v normovaných prostorech, i když sama
plat́ı i v obecněǰśıch prostorech bez normy.

2. Je-li X lineárńı normovaný prostor s prvky x, y, . . . , X∗ jeho adjungovaný (duálńı) prostor
s prvky x∗, y∗, . . . , pak hodnotu x∗(x) budeme obvykle značit <x, x∗>. Je to totiž t. zv. bilineárńı
forma, tedy lineárńı jak v x, tak v x∗.

Věta: Bud’ X normovaný prostor, Y ⊂ X podprostor. Potom ke každému y∗ ∈ Y∗ existuje
x∗ ∈ X∗ tak, že

<y, y∗> = <y, x∗> ∀y ∈ Y; ‖x∗‖ = ‖y∗‖ .

Důkaz: Poněvadž je y∗ ∈ Y∗, plat́ı pro y ∈ Y

|<y, y∗>| ≤ ‖y‖ · ‖y∗‖ .

Definujme nyńı funkcionál
p(x) = ‖y∗‖ · ‖x‖ pro ∀x ∈ X .

Je zřejmé, že p(x) je konvexńı funkcionál a dále ∀y ∈ Y plat́ı

|<y, y∗>| ≤ p(y) .

Podle Hahn-Banachovy věty existuje funkcionál x∗ ∈ X, který je rozš́ı̌reńım y∗ a dále

∀x ∈ X je |<x, x∗>| ≤ p(x) = ‖y∗‖ · ‖x‖ .

Tedy ‖x∗‖ ≤ ‖y∗‖. Poněvadž je x∗ rozš́ı̌reńım y∗, nemůže být ‖x∗‖ < ‖y∗‖.

Věta: Bud’ X lineárńı normovaný prostor, x0 ∈ X libovolný vektor. Potom existuje x∗ ∈ X∗

tak, že
‖x∗‖ = 1 , <x0, x

∗> = ‖x0‖ .

Důkaz: Položme Y = [{x0}], neboli Y = {αx0} , α ∈ Φ a definujme y∗ ∈ Y∗ předpisem
<αx0, y

∗> = α · ‖x0‖. y∗ je zřejmě spojitý lineárńı funkcionál, pro nějž je

|<x, y∗>| = |α| · ‖x0‖ = ‖x‖ , tedy ‖y∗‖ = 1 .

Nyńı stač́ı y∗ rozš́ı̌rit podle předchoźı věty na x∗ ∈ X∗.

Důsledky: 1. Je-li X 6= {0}, je i X∗ 6= {0}.
2. Jestliže pro nějaké x ∈ X plat́ı

<x, x∗> = 0 ∀x∗ ∈ X∗, pak x = 0 .

3. Jsou-li x1 , x2 ∈ X, x1 6= x2 , pak existuje

x∗ ∈ X∗ tak, že <x1, x
∗> 6= <x2, x

∗> .

Věta: Bud’ Y podprostor normovaného prostoru X a předpokládejme, že pro vektor x1 ∈ X
plat́ı d(x1,Y) = d > 0. Potom existuje x∗ ∈ X∗ tak, že

‖x∗‖ = 1 , <x1, x
∗> = d , <Y, x∗> = 0 .

Důkaz: Bud’ Z = [Y ∪ {x1}] . Každé z ∈ Z lze tedy psát ve tvaru z = y + αx1 (y ∈ Y).
Definujme nyńı z∗ ∈ Z∗ předpisem <z, z∗> = α · d. Plat́ı

<y, z∗> = 0 (je α = 0) ∀y ∈ Y , <x1, z
∗> = d .
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Ukážeme nyńı, že ‖z∗‖ = 1 a rozš́ı̌ŕıme jej na x∗ ∈ X∗. Pro α 6= 0 plat́ı

‖z‖ = ‖y + αx1‖ = ‖ − α(− y
α
− x1)‖ = |α| · ‖ − y

α
− x1‖ .

Poněvadž − y
α ∈ Y a

d = d(x1,Y) = inf
y∈Y

‖y − x1‖ , je ‖ − y

α
− x1‖ ≥ d

a tedy
‖z‖ ≥ |α| · d neboli |<z, z∗>| = |α| · d ≤ ‖z‖ ∀z ∈ Z

a odtud ‖z∗‖ ≤ 1. Dále
∀ε > 0 ∃y ∈ Y tak, že ‖y − x1‖ < d+ ε

a položme z = y−x1
‖y−x1‖ . Je zřejmé, že ‖z‖ = 1 a dále

|<z, z∗>| = 1
‖y − x1‖

· |<y − x1, z
∗>| = d

‖y − x1‖
>

d

d+ ε
.

Odtud plyne, že ‖z∗‖ > d
d+ε a poněvadž ε > 0 je libovolné, plat́ı ‖z∗‖ ≥ 1. Nyńı stač́ı z∗ rozš́ı̌rit

na celý prostor X.

Poznámka: Vlastnosti prostoru X∗ maj́ı vliv též na prostor X. Plat́ı totiž:

! Věta: Bud’ X normovaný prostor. Je-li X∗ separabilńı, je i X separabilńı.

Důkaz: Označme
S∗ = {x∗ ∈ X∗; ‖x∗‖ = 1} .

Poněvadž každá podmnožina separabilńıho prostoru je separabilńı, muśı být S∗ separabilńı a bud’
x∗1, x

∗
2, . . . hustá podmnožina S∗. Poněvadž je ‖x∗n‖ = 1, plat́ı, že

∀n ∈ N ∃xn ∈ X tak, že ‖xn‖ = 1 , |<xn, x
∗
n>| >

1
2
.

Položme
Y = [{x1, x2, . . . }]

a předpokládejme, že Y 6= X. Pak existuje x0 ∈ X−Y takové, že d(x0,Y) = d > 0. Tedy existuje
x∗ ∈ X∗ tak, že

‖x∗‖ = 1 , <x0, x
∗> = d , <Y, x∗> = 0 .

Neboli také <xn, x
∗> = 0 ∀n ∈ N. Dále

<xn, x
∗
n> = <xn, x

∗
n − x∗>+<xn, x

∗> , tedy |<xn, x
∗
n>| = |<xn, x

∗
n − x∗>| ≤ ‖x∗n − x∗‖ .

Poněvadž je však |<xn, x
∗
n>| > 1

2 , dostáváme spor se skutečnost́ı, že množina {x∗n} je hustá v S∗.
Plat́ı tedy, že Y = X a poněvadž stač́ı uvažovat jen racionálńı lineárńı kombinace prvk̊u {xn},
dostaneme, že X je separabilńı.

Poznámky: 1. Obrácené tvrzeńı neplat́ı, tedy je-li X separabilńı, nemuśı být X∗ separabilńı.
2. Je-liX normovaný lineárńı prostor, jeX∗ B-prostor a můžeme vytvořit prostorX∗∗ = (X∗)∗.

Existuje velmi úzký vztah mezi prostorem X a X∗∗.

Definice: Bud’te X ,Y lineárńı normované prostory. Jestliže existuje prosté spojité lineárńı
zobrazeńı T prostoru X na prostor Y [ t. j. TX = Y ] , řekneme, že X a Y jsou izomorfńı. Je-li
nav́ıc ‖Tx‖ = ‖x‖ ∀x ∈ X , řekneme, že T je izometrický izomorfismus.
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Definice: Dud’ X lineárńı normovaný prostor, X∗∗ prostor adjungovaný k B-prostoru X∗.
Zobrazeńı κ : x→ x̂ prostoru X do X∗∗, definované rovnost́ı

<x∗, x̂> = <x, x∗> ∀x∗ ∈ X∗

nazýváme přirozeným ( kanonickým) vnořeńım X do X∗∗. Obor hodnot zobrazeńı κ označ́ıme X̂.

Věta: Přirozené vnořeńı lineárńıho normovaného prostoru X do X∗∗ je izometrický izomor-
fismus X a X̂.

Důkaz: 1. κ je lineárńı zobrazeńı. Pro x∗ ∈ X∗ plat́ı

<x∗, κ(α1x1 + α2x2)> = <x∗, ̂α1x1 + α2x2> = <α1x1 + α2x2, x
∗> =

= α1<x1, x
∗>+ α2<x2, x

∗> = α1<x
∗, x̂1>+ α2<x

∗, x̂2> = <x∗, α1x̂1 + α2x̂2> =

= <x∗, α1κ(x1) + α2κ(x2)> , tedy κ(α1x1 + α2x2) = α1κ(x1) + α2κ(x2) .

2. κ je izometrické zobrazeńı. Plat́ı

|<x∗, x̂>| = |<x, x∗>| ≤ ‖x‖ · ‖x∗‖

a odtud plyne, že ‖x̂‖ ≤ ‖x‖. Obráceně podle Hahn-Banachovy věty

∀x ∈ X ∃x∗0 ∈ X∗ , ‖x∗0‖ = 1 tak, že <x, x∗0> = ‖x‖ .

Tedy plat́ı
‖x̂‖ ≥ |<x∗0, x̂> = |<x, x∗0>| = ‖x‖ .

Poznámka: Je-li X B-prostor, je i X̂ B-prostor, tedy uzavřený podprostor X∗∗.

Definice: Řekneme, že B-prostor X je reflexivńı, jestliže X̂ = X∗∗ [tedy κ(X) = X∗∗].

Poznámka: V definici reflexivity figuruje přirozené vnořeńı X do X∗∗. Jinak existuj́ı př́ıklady
izometricky izomorfńıho zobrazeńı X na X∗∗ a přesto X neńı reflexivńı.

2.5 Př́ıklady adjungovaných prostor̊u.

1. Prostory l∗p.

Věta: Prostory l∗1 a l∞ jsou izometricky izomorfńı. Tedy

∀f ∈ l∗1 ∃u ∈ l∞ u = {ξj}∞j=1 tak, že ∀x ∈ l1 x = {αj}∞j=1

plat́ı
<x, f> =

∞∑
j=1

αjξj ; ‖f‖ = ‖u‖ .

Obráceně každý vektor u ∈ l∞ reprezentuje funkcionál f ∈ l∗1.

Důkaz: Plat́ı

|<x, f>| ≤
∞∑

j=1

|αjξj | ≤ sup
j
|ξj |

∞∑
j=1

|αj | = ‖u‖ · ‖x‖ .
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Tedy daný předpis definuje spojitý lineárńı funkcionál na l1 takový, že ‖f‖ ≤ ‖u‖ . Nyńı dokážeme,
že plat́ı i obrácená nerovnost a též, že jiné spojité lineárńı funkcionály neexistuj́ı kromě výše
popsaných. Označme ek = {0, 0, · · · , 0, 1, 0, · · · }, kde jednička je na k-té pozici. Potom je ek ∈ l1
a každé x ∈ l1 x = {αj} je možno zapsat ve tvaru

x =
∞∑

j=1

αjej .

Je totiž

‖x−
n∑

j=1

αjej‖ = ‖{0, 0, · · · , 0, αn+1, αn+2, · · · }‖ =
∞∑

i=n+1

|αi| −→
n→∞

0 .

Bud’ nyńı f ∈ l∗1 libovolný funkcionál a označme ξk = <ek, f>. Potom plat́ı

<x, f> =
∞∑

k=1

αk<ek, f> =
∞∑

k=1

αkξk

a přitom
|ξk| = |<ek, f>| ≤ ‖ek‖ · ‖f‖ = ‖f‖ .

Neboli ‖u‖ = sup
k
|ξk| ≤ ‖f‖, tud́ıž

u ∈ l∞ a ‖u‖ = ‖f‖ .

Věta: Bud’ p > 1 , q takové, že 1
p + 1

q = 1. Potom je l∗p izometricky izomorfńı s prostorem lq.
Tedy

∀f ∈ l∗p ∃u ∈ lq u = {ξj}∞j=1 tak, že ∀x ∈ lp x = {αj}∞j=1

plat́ı
<x, f> =

∞∑
j=1

αjξj ; ‖f‖ = ‖u‖ .

Jiné spojité funkcionály neexistuj́ı.

Důkaz: Podle Hölderovy nerovnosti plat́ı

|<x, f>| ≤
∞∑

j=1

|αjξj | ≤


∞∑

j=1

|αj |p


1
p

·


∞∑

j=1

|ξj |q


1
q

= ‖x‖ · ‖u‖ .

Odtud plyne, že f je spojitý lineárńı funkcionál a ‖f‖ ≤ ‖u‖. Obrácenou nerovnost odvod́ıme
analogicky jako v předchoźı větě.

Poznámky: 1. Prostory lp jsou pro p > 1 reflexivńı, l1 a l∞ reflexivńı nejsou.
2. Každý prvek x ∈ l1 reprezentuje funkcionál na l∞. Zdaleka to však nejsou všechny spojité

funkcionály.

2. Prostory c∗0 a c∗.

Věta: Prostory c∗0 a l1 jsou izometricky izomorfńı. Tedy

∀f ∈ c∗0 ∃u ∈ l1 , u = {ξk}∞k=1 tak, že ∀x ∈ c0 , x = {αk}∞k=1

plat́ı
<x, f> =

∞∑
k=1

αkξk , ‖f‖ = ‖u‖ .

Jiné spojité funkcionály neexistuj́ı.
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Důkaz: Zřejmě plat́ı

|<x, f>| ≤
∞∑

k=1

|αkξk| ≤ sup
k
|αk|

∞∑
k=1

|ξk| = ‖x‖ · ‖u‖ .

Odtud plyne, že ‖f‖ ≤ ‖u‖. Obráceně označme

ek = {0, . . . , 0, 1, 0, . . . } pro k = 1, 2, . . . a x(N) =
N∑

k=1

ξk
|ξk|

· ek , kde ξk = <ek, f> .

Potom je

x(N) ∈ c0 , ‖x(N)‖ ≤ 1 a plat́ı <x(N), f> =
N∑

k=1

ξk
|ξk|

<ek, f> =
N∑

k=1

|ξk| = ‖x(N)‖ .

Odtud plyne, že ‖f‖ ≥ ‖u‖ , tedy ‖f‖ = ‖u‖.
Bud’ nyńı f ∈ c∗0 libovolný funkcionál. Muśıme ukázat, že je výše uvedeného tvaru. Je-li

x = {αk}∞k=1 ∈ c0 , potom x =
∞∑

k=1

αkek .

Je totiž

‖x−
N∑

k=1

αkek‖ = sup
n>N

|αk| −→
N→∞

0 .

Poněvadž f je spojitý, plat́ı

<x, f> =
∞∑

k=1

αk<ek, f> =
∞∑

k=1

αkξk

a stač́ı dokázat, že řada
∞∑

k=1

|ξk| konverguje. Polož́ıme-li opět

x(N) =
N∑

k=1

ξk
|ξk|

· ek , plat́ı x(N) ∈ c0 , ‖x(N)‖ ≤ 1

a
N∑

k=1

|ξk| =
N∑

k=1

|<ek, f>| =
N∑

k=1

ξk
|ξk|

<ek, f> = <x(N), f> ≤ ‖f‖ ,

tedy
∞∑

k=1

|ξk| <∞ .

Věta: Prostory c∗ a l1 jsou izometricky izomorfńı. Tedy

∀f ∈ c∗ ∃u ∈ l1 , u = {ξk}∞k=0 tak, že ∀x ∈ c , x = {αk}∞k=1

plat́ı

< x, f> = ξ0 lim
n→∞

αn +
∞∑

k=1

αkξk , ‖f‖ = ‖u‖ .

Jiné spojité funkcionály neexistuj́ı.

Důkaz: Provede se analogicky jako v pro př́ıpad c∗0.

3. Prostory L∗p .

Věta: Bud’ p > 1. Potom jsou prostory L∗p a Lq, kde 1
p + 1

q = 1 izometricky izomorfńı. Tedy

∀f ∈ L∗p ∃u ∈ Lq tak, že ∀x ∈ Lp plat́ı <x, f> =
∫
M

x(t)u(t)dt ; ‖f‖ = ‖u‖ .
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Žádné jiné spojité lineárńı funkcionály neexistuj́ı.

Důkaz: Podle Hölderovy nerovnosti plat́ı

|<x, f>| ≤
∫
M

|x(t)u(t)|dt ≤


∫
M

|x(t)|pdt


1
p

·


∫
M

|u(t)|qdt


1
q

= ‖x‖ · ‖u‖

a odtud plyne, že f je skutečně spojitý lineárńı funkcionál a ‖f‖ ≤ ‖u‖. Zbytek d̊ukazu nebudeme
provádět.

Věta: Bud’ f ∈ L∗1(M). potom existuje prvek u ∈ L∞(M) tak, že

∀x ∈ L1 plat́ı <x, f> =
∫
M

x(t)u(t)dt ; ‖f‖ = ‖u‖ .

Důkaz: Nebudeme provádět.

4. Prostor C∗(a, b).

Poznámka: Pro odvozeńı obecného tvaru spojitého lineárńıho funkcionálu na prostoru C(a, b)
budeme potřebovat pojem Riemann-Stieltjesova integrálu a s t́ım spojený pojem funkce s konečnou
variaćı. To nyńı stručně zavedeme.

Definice: Bud’ 〈a, b〉 omezený interval. Potom děleńımDn tohoto intervalu rozumı́me konečnou
posloupnost bod̊u

Dn : a = t0 < t1 < · · · < tn = b (n ∈ N) .

Normou děleńı Dn, kterou budeme značit ν(Dn) rozumı́me č́ıslo

ν(Dn) = max
i=1,2,...,n

(ti − ti−1) .

Definice: Řekneme, že funkce u, definovaná na intervalu 〈a, b〉 má na tomto intervalu
konečnou variaci, jestliže je č́ıslo V (u) konečné, kde

V (u) = sup
Dn

n∑
j=1

|u(tj)− u(tj−1)| ,

a suprémum bereme přes všechna děleńı intervalu 〈a, b〉.

Poznámka: Neńı těžké ukázat, že všechny funkce s konečnou variaćı na intervalu 〈a, b〉 tvoř́ı
vektorový prostor. Tento prostor je nav́ıc normovaný, jestliže zavedeme ‖u‖ = |u(a)| + V (u).
Budeme jej v daľśım značit BV(a, b).

Definice: Bud’ x ∈ C(a, b) , u ∈ BV(a, b). Potom integrálńım součtem, př́ıslušným funkćım
x , u a děleńı Dn rozumı́me výraz

S(x, u;Dn) =
n∑

j=1

x(tj)[u(tj)− u(tj−1)] .

Poznámky: 1. Ukazuje se, že existuje č́ıslo I tak, že k libovolnému ε > 0 existuje δ > 0 tak,
že jakmile ν(Dn) < δ, potom

|I − S(x, u;Dn)| < ε .
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Toto č́ıslo budeme nazývat Riemann-Stieltjesovým integrálem a značit

I =

b∫
a

x(t)du(t) .

2. Z předchoźı poznámky plyne, že
b∫

a

x(t)du(t) lze psát jako limitu posloupnosti integrálńıch

součt̊u. Tedy
b∫

a

x(t)du(t) = lim
n→∞

S(x, u;Dn) , kde ν(Dn) −→
n→∞

0 .

3. Je-li u(t) = t, dostaneme definici Riemannova integrálu.
4. Jestliže má funkce u spojitou derivaci, potom plat́ı

b∫
a

x(t)du(t) =

b∫
a

x(t)u′(t)dt .

5. Riemann-Stieltjes̊uv integrál je lineárńı zobrazeńı jak v prvém, tak ve druhém argumentu.
Tedy jsou-li x1 , x2 ∈ C(a, b) , α1 , α2 ∈ Φ, potom

b∫
a

[α1x1(t) + α2x2(t)]du(t) = α1

b∫
a

x1(t)du(t) + α2

b∫
a

x2(t)du(t) .

Analogicky pro u1 , u2 ∈ BV(a, b) , β1 , β2 ∈ Φ plat́ı

b∫
a

x(t)d[β1u1(t) + β2u2(t)] = β1

b∫
a

x(t)du1(t) + β2

b∫
a

x(t)du2(t) .

6. Pro Riemann-Stieltjes̊uv integrál plat́ı odhad∣∣∣∣∣∣
b∫

a

x(t)du(t)

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
t∈〈a,b〉

|x(t)| · V (u) .

Tento odhad plat́ı totiž pro každý integrálńı součet a tedy i pro integrál.
7. V d̊ukazu následuj́ıćı věty budeme potřebovat pojem znaménka pro libovolné kompklexńı

č́ıslo. Definujeme

sgn ξ =
ξ

|ξ|
pro ξ 6= 0 , sgn 0 = 0 .

Plat́ı ξ · sgn ξ = |ξ|.

! Věta: (Rieszova věta o reprezentaci funkcionálu na C(a, b))
Každý omezený lineárńı funkcionál f ∈ C∗(a, b) je tvaru

<x, f> =

b∫
a

x(t)du(t) , kde x ∈ C(a, b) , u ∈ BV(a, b) a ‖f‖ = V (u) .

Důkaz: 1. Je zřejmé, že daný předpis definuje spojitý lineárńı funkcionál na C(a, b). Plat́ı
totiž

|<x, f>| = |
b∫

a

x(t)du(t)| ≤ max
t∈〈a,b〉

|x(t)| · V (u)
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podle poznámky 6 a odtud ‖f‖ ≤ V (u).
2. Obráneně bud’ f ∈ C∗(a, b) libovolný funkcionál. Poněvadž C(a, b) je uzavřený podprostor

B(a, b), existuje podle Hahn-Banachovy věty funkcionál F ∈ B∗(a, b) tak, že

<x, f> = <x,F> ∀x ∈ C(a, b) a ‖F‖ = ‖f‖ .

Potřebnou funkci u nyńı sestroj́ıme. Bud’

ϕt(t) =
{

1 pro t ∈ 〈a, t〉 ,
0 jinde .

Funkci ϕt nazýváme charakteristickou funkćı intervalu 〈a, t〉. Je zřejmé, že ϕt ∈ B(a, b). Definujme
funkci u následuj́ıćım zp̊usobem

u(a) = 0 ; u(t) = <ϕt, F> pro t ∈ (a, b〉 .

Ukážeme, že V (u) ≤ ‖f‖. Bud’

Dn : a = t0 < t1 < · · · < tn = b a označme αk = sgn {u(tk)− u(tk−1)} .

Potom plat́ı

n∑
k=1

|u(tk)− u(tk−1)| =
n∑

k=1

αk{u(tk)− u(tk−1)} =
n∑

k=1

αk <ϕtk
− ϕtk−1 , F> =

= <
n∑

k=1

αk{ϕtk
− ϕtk−1}, F> ≤ ‖F‖ ·

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

αk{ϕtk
− ϕtk−1}

∥∥∥∥∥ .
Poněvadž pro funkci

n∑
k=1

αk{ϕtk
− ϕtk−1} plat́ı |αk| = 1 a ϕtk

− ϕtk−1 nabývá pouze hodnot

0 a ±1, dostaneme, že∥∥∥∥∥
n∑

k=1

αk{ϕtk
− ϕtk−1}

∥∥∥∥∥ = 1 a tedy
n∑

k=1

|u(tk)− u(tk−1)| ≤ ‖F‖ = ‖f‖ .

Odtud přechodem k suprému na levé straně dostáváme V (u) ≤ ‖f‖.
Nyńı ukážeme, že pro tuto funkci u plat́ı

<x, f> =

b∫
a

x(t)du(t) ∀x ∈ C(a, b) .

Bud’ x ∈ C(a, b) libovolný prvek. Potom ∀ε > 0 ∃δ > 0 tak, že jakmile |t′ − t′′| < δ , potom
|x(t′) − x(t′′)| < ε [x(t) je stejnoměrně spojitá]. Bud’ nyńı Dn takové děleńı intervalu 〈a, b〉, že
ν(Dn) < δ a definujme schodovitou funkci x(ε) předpisem

x(ε)(a) = x(a) ; x(ε)(t) = x(tk) pro tk−1 < t ≤ tk (k = 1, 2, . . . , n) .

Je zřejmé, že x(ε)(t) lze zapsat ve tvaru

x(ε)(t) =
n∑

k=1

x(tk){ϕtk
− ϕtk−1} .

Dále plat́ı, že

|x(t)− x(ε)(t)| < ε ∀t ∈ 〈a, b〉 , tedy ‖x− x(ε)‖ < ε a x(ε) ∈ B(a, b) .
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Aplikaćı funkcionálu F na x(ε) dostaneme

<x(ε), F> =
n∑

k=1

x(tk){<ϕtk
, F>−<ϕtk−1 , F>} =

n∑
k=1

x(tk){u(tk)− u(tk−1)} .

To však představuje integrálńı součet integrálu
b∫

a

x(t)du(t). Jestliže vezmeme dostatečně jemné

děleńı Dn intervalu 〈a, b〉, dostaneme∣∣∣∣∣∣<x(ε), F>−
b∫

a

x(t)du(t)

∣∣∣∣∣∣ < ε .

Současně však plat́ı

|<x,F>−<x(ε), F>| ≤ ‖F‖ · ‖x− x(ε)‖ ≤ ‖F‖ · ε .

Následně

|<x,F>−
b∫

a

x(t)du(t)| ≤ |<x,F>−<x(ε), F>| + |<x(ε), F>−
b∫

a

x(t)du(t)| < ε(1 + ‖F‖) .

Poněvadž ε bylo libovolné, plyne odtud, že <x, f> =
b∫

a

x(t)du(t) .

Poznámky: 1. Funkce u v předchoźı větě neńı určena jednoznačně. Jestliže chceme dosáhnout
jednoznačnosti vyjádřeńı, muśıme funkce z BV(a, b) normalizovat tak, že budeme uvažovat pouze
takové funkce u ∈ BV(a, b), pro něž u(a) = 0 a u(t+) = u(t) pro t ∈ 〈a, b), kde u(t+) = lim

τ→t+
u(τ) .

2. Čtenář, který se již dř́ıve seznámil se základy teorie Lebesgueova integrálu, může dané
integrály považovat za Lebesgue-Stieltjesovy. u je sice obecná komplexńı funkce, ale lze ji zapsat
ve tvaru u = u1 + iu2, kde V (u1) a V (u2) jsou konečné. Podle Jordanova rozkladu lze ui vyjádřit
ve tvaru ui = u

(1)
i −u(2)

i , kde u(k)
i (i, k = 1, 2) jsou nerostoućı funkce, tedy maj́ı konečnou variaci.

Daný integrál lze napsat ve tvaru

b∫
a

x(t)du(t) =

b∫
a

x(t)du(1)
1 (t)−

b∫
a

x(t)du(2)
1 (t) + i


b∫

a

x(t)du(1)
2 (t)−

b∫
a

x(t)du(2)
2 (t)


a mı́ry, podle kterých se integruje, jsou nezáporné.

5. Prostory distribućı.

Definice: Reálnou funkci p, definovanou na lineárńım prostoru X, nazveme pseudonormou,
jestliže plat́ı:

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ X ,
p(αx) = |α|p(x) ∀α ∈ Φ ∀x ∈ X .

Poznámky: 1. Pro každou pseudonormu plat́ı p(0) = 0 , p(x) ≥ 0 ∀x ∈ X .

Důkaz: Plat́ı

p(x) = p(x−y+y) ≤ p(x−y)+p(y) a též p(y) = p(y−x+x) ≤ p(y−x)+p(x) = p(x−y)+p(x) .

Odtud plyne, že p(x− y) ≥ |p(x)− p(y)| , specielně tedy p(x) ≥ 0.

2. Pro to, aby pseudonorma byla normou, je třeba dodat požadavek p(x) = 0 ⇔ x = 0 .
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3. Jestliže nemáme v lineárńım vektorovém prostoru X k disposici normu, můžeme definovat
topologii pomoćı systému pseudonorem, jak ukážeme později.

Definice: Bud’ f : Ω ⊂ Rn → C funkce. Potom jej́ım nosičem, který označ́ıme supp f
nazveme množinu

supp f = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0} .

Poznámka: Při vyšetřováńı prostor̊u hladš́ıch funkćı se dostaneme přirozeným zp̊usobem
k využit́ı pseudonorem, jestliže vyžadujeme, aby na konvergenci v daném prostoru měly vliv
i vyžš́ı derivace. To ukážeme v následuj́ıćım př́ıkladu.

Př́ıklad: Cr(a, b) pro r ≥ 0 celé označ́ıme množinu všech reálných nebo komplexńıch funkćı,
které maj́ı spojité derinace až do řádu r na 〈a, b〉. Na Cr(a, b) definujme systém pseudonorem

pj(f) = max
x∈〈a,b〉

|f (j)(x)| , j = 0, 1, . . . , r .

Pomoćı tohoto systému můžeme definovat normu předpisem

‖f‖r =
r∑

j=0

pj(f) .

Konvergence v Cr(a, b) je stejnoměrná konvergence, tedy fn → f v Cr(a, b) znamená, že
f

(j)
n (x) → f (j)(x) stejnoměrně v 〈a, b〉 pro j = 0, 1, . . . , r . Odtud dostaneme okamžitě, že Cr(a, b)

tvoř́ı Banach̊uv prostor.

Poznámky: 1. Je-li K ⊂ Rn kompaktńı podmnožina, můžeme analogicky definovat prostor
Cr(K) a systém pseudonorem

pj(f) = sup
|α|≤j , x∈K

|Dαf(x)| pro j = 0, 1, . . . , r , kde Dαf(x) =
∂αf(x)

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n
.

Mı́sto supréma jsme samozřejmě mohli psát maximum.

2. Normu v Cr(a, b) [nebo v Cr(K)] můžeme též definovat jedńım z předpis̊u

‖f‖r,s =


r∑

j=0

ps
j(f)


1
s

, s ≥ 1 nebo ‖f‖r,∞ = max{p1(f), · · · , pr(f)} .

Všechny tyto normy jsou ekvivalentńı.

3. Přirozeněǰśı situace, která se také vyskytuje v aplikaćıch, je, že neuvažujeme funkce na
kompaktńı množině, nýbrž na otevřené podmnožině Rk. Z hlediska zavedeńı vhodné topologie
to však celkovou situaci komplikuje. V následuj́ıćım př́ıkladu ukážeme cestu, kterou se při řešeńı
tohoto problému vydáme. Ve zbytku tohoto př́ıkladu bude Ω označovat neprázdnou otevřenou
podmnožinu Rk k ∈ N. [Po př́ıpadě Rn.]

Př́ıklad: Prostor C(Ω).

Prostorem C(Ω) nazveme lineárńı prostor všech reálných nebo komplexńıch funkćı spojitých
na Ω. Bud’

K1 ⊂ K2 ⊂ · · · ⊂ Kn ⊂ Kn+1 ⊂ · · ·
taková posloupnost kompaktńıch množin, že

∞⋃
n=1

Kn = Ω
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a definujme systém pseudonorem {pn} předpisem

pn(f) = sup
x∈Kn

|f(x)| .

Tento systém určuje topologii na C(Ω), která je Hausdorffova. (Zhruba řečeno: je-li
pn(f) = 0 ∀n ∈ N, potom f ≡ 0 na Ω.) Poněvadž je tento systém nav́ıc spočetný, je daná topologie
metrizovatelná, neboli je indukována jistou metrikou. Definujme

d(f, g) =
∞∑

n=1

1
2n

pn(f − g)
1 + pn(f − g)

.

d je metrika, ve které je daný prostor úplný. Bud’ {fj} cauchyovská posloupnost v C(Ω). Potom
plat́ı, že pn(fi − fj) −→

i,j→∞
0 ∀n ∈ N. Poněvadž je konvergence stejnoměrná na každém Kn, do-

staneme, že {fj} konverguje na každém Kn k nějaké funkci f ∈ C(Ω). Dále plat́ı d(f, fj) −→
j→∞

0.

Prostor s touto vlastnost́ı nazýváme Fréchet̊uv prostor.

Poznámky: 1. Posloupnost kompaktńıch množin, která je využ́ıvána v předchoźım př́ıkladu,
můžeme sestrojit na př́ıklad takto: Označme F = Rk − Ω. Je-li F = ∅ , pak zvoĺıme

Kn = {x ∈ Rk; ‖x‖ ≤ n} = S(0;n) .

Jinak položme

Gn = {x ∈ Rk;d(x, F ) <
1
n
} a Kn = (Rk −Gn) ∩ S(0;n) .

2. Fréchet̊uv prostor, který jsme v předchoźım př́ıkladu źıskali, je úplný lineárńı metrický
prostor, který neńı obecně Banach̊uv. Prvńı ukázka byl prostor s, který jsme zavedli v 1. kapitole,
paragrafu 1.1. Druhá ukázka je právě prostor C(Ω). Nav́ıc konstrukce, kterou jsme pro sestrojeńı
topologie v C(Ω) použili, je t. zv. induktivńı limita posloupnosti prostor̊u C(Kn). Každý prostor
C(Kn) je Banach̊uv, tedy C(Ω) je induktivńı limita Banachových prostor̊u.

3. Situace se ještě trochu zkomplikuje, jestliže požadujeme hladkost funkćı, které budeme
vyšetřovat. Uvažujme prostor C∞(Ω) všech funkćı, které maj́ı na množině Ω spojité derivace

všech řád̊u. Bud’ opět Kn ⊂ Kn+1 posloupnost kompaktńıch množin tak, že Ω =
∞⋃

n=1
Kn a zvolme

n pevné. Definujme systém pseudonorem

pKn,m(f) = sup
|α|≤m,x∈Kn

|Dαf(x)| pro m = 0, 1, 2, . . . .

Tento systém definuje na každém Kn topologii tak, že C∞(Kn) je Fréchet̊uv porostor. Prostor
C∞(Ω) je pak induktivńı limitou posloupnosti Fréchetových prostor̊u {C∞(Kn)}∞n=1.

Definice: Označme C∞
0 (Ω) lineárńı prostor všech nekonečně diferencovatelných funkćı s kom-

paktńım nosičem. Je-li K ⊂ Ω libovolná kompaktńı podmnožina, potom DK(Ω) označ́ıme množinu
všech funkćı f ∈ C∞

0 (Ω) takových, že supp f ⊂ K. Topologie v DK(Ω) je definována pomoćı
systému pseudonorem

pK,m(f) = sup
|α|≤m ,x∈K

|Dαf(x)| , kde m = 0, 1, 2, . . . .

Poznámky: 1. Každý prostor DK(Ω) je Fréchet̊uv prostor.
2.Je-li K1 ⊂ K2, potom je topologie na DK1(Ω) indukována topologíı na DK2(Ω) jako na

podmnožině.
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Definice: Bud’ {Kn} , Kn ⊂ Kn+1 posloupnost kompaktńıch podmnožin Ω takových, že
∞⋃

n=1
Kn = Ω. PotomD(Ω) označ́ıme induktivńı limitu posloupnosti {DKn

(Ω)} a nazveme prostorem

testovaćıch funkćı.

Poznámky: 1. D(Ω) je množinově rovno C∞
0 (Ω), je však vybaveno př́ıslušnou topologíı

induktivńı limity.
2. Z definice induktivńı limity plyne, že konvergence v prostoru D(Ω) má následuj́ıćı podobu:

lim
n→∞

fn = 0 v D(Ω) znamená

a) Existuje kompaktńı množina K ⊂ Ω tak, že

supp fn ⊂ K ∀n ∈ N ,

b) Dαfn(x) −→
n→∞

0 stejnoměrně na K pro α = 0, 1, 2, . . . . Tuto skutečnost budeme značit

stručně Dαfn(x) ⇒ 0 na K.
3. Prostor D(Ω) neńı metrizovatelný. Je to však t.zv. Montel̊uv prostor. Ten je charakterizován

vlastnost́ı, že každá emezená uzavřená množina je kompaktńı. To je do jisté mı́ry překvapivé,
muśıme si však uvědomit, že i když má D(Ω) nekonečnou dimensi, topologie v D(Ω) je tak ”exo-
tická”, že tuto vlastnost dovoluje.

4. V daľśı části výkladu si polož́ıme otázku, zda v̊ubec existuje nenulová funkce f ∈ C∞
0 (Ω).

Odpověd’ je kladná a jak dále ukážeme, existuje jich dostatečně mnoho, abychom pomoćı nich
rozlǐsili r̊uzné funkce.

Př́ıklad: Označme

ϕ(x) =

{
e
− 1

1−x2 pro ‖x‖ < 1
0 pro ‖x‖ ≥ 1

ψ(x, a) =

{
e
− a2

a2−x2 pro ‖x‖ < a (a > 0)
0 pro ‖x‖ ≥ a ,

kde x2 = x2
1 + · · · + x2

n. Potom všechny tyto funkce patř́ı do C∞
0 (Rn). Je samozřejmě

ϕ(x) = ψ(x, 1).

Důkaz: Bud’ n = 1. Potom je

ϕ′(x) = − 2x
(1− x2)2

e
− 1

1−x2 a lim
x→1

e
− 1

1−x2

(1− x2)2
= lim

t→∞
t2e−t = 0 .

Analogicky se d̊ukaz provede pro všechny derivace i pro př́ıpad n > 1.

Poznámky: 1. Posloupnost {
1
n
· ψ(x, a)

}∞
n=1

konverguje k 0 v D(Rn). Posloupnost

ψn(x) =
1
n
· ψ
(x
n
, a
)

konverguje stejnoměrně k 0 spolu se všemi derivacemi, ale nekonverguje v D(Rn). Nesplňuje totiž
podmı́nku, že

suppψn ⊂ K ∀n ∈ N

pro nějakou pevnou kompaktńı podmnožinu Ω.
2. Uváž́ıme-li funkci ϕ(x−x0

δ ) dostaneme, že ϕ(x0) > 0 a nosič ϕ lež́ı v kouli se středem
x0 a poloměrem δ.
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Věta: Bud’ f ∈ C(Ω) a ∫
Ω

f · ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) .

Potom je f ≡ 0 v Ω .

Důkaz: Předpokládejme, že f(x0) 6= 0. Potom lze zvolit δ > 0 tak, že f(x)ϕ(x−x0
δ ) má stejné

znaménko. To je však ve sporu s předpokladem, že
∫
Ω

f · ϕdx = 0.

Definice: Řekneme, že f je lokálně integrovatelná na množině Ω ⊂ Rn, jestliže je integrova-
telná na každém kompaktu K ⊂ Ω.

Věta: Je-li f lokálně integrovatelná na množině Ω a∫
Ω

f · ϕdx = 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Ω) ,

potom je f = 0 s.v. v Ω.

Důkaz: Nebudeme provádět.

Definice: Každý spojitý lineárńı funkcionál T na prostoru D(Ω) nazveme distribućı nebo
zobecněnou funkćı. Množinu všech distribućı budeme značit D′(Ω).

Poznámka: Prvńı otázka, kterou si polož́ıme, je tvar distribuce, pokud ji dokážeme v̊ubec
popsat. Jsme sice daleko od toho, abychom popsali všechny distribuce, ale umı́me popsat velmi
široké tř́ıdy distribućı. Odpověd’ je dána v následuj́ıćıch dvou větách.

Věta: Bud’ f lokálně integrovatelná na množině Ω ⊂ Rn. Potom je funkcionál Tf tvaru

<Tf , ϕ> =
∫
Ω

f(x) · ϕ(x) dx

distribuce. Tyto distribuce budeme nazývat regulárńı.

Důkaz: Pro každou funkci ϕ ∈ D(Ω) plat́ı

|
∫
Ω

f(x) · ϕ(x) dx| ≤ max
x∈K

|ϕ(x)|
∫
K

|f(x)|dx , kde supp ϕ ⊂ K [K je kompakt].

Odtud je zřejmé, že pokud ϕn → 0 v D(Ω), potom <Tf , ϕn>→ 0.

Poznámka: Všechny ostatńı distribuce, které nejsou regulárńı, nazýváme singulárńı. Jak
některé z nich vypadaj́ı, ř́ıká následuj́ıćı věta.

Věta: Bud’ µ σ−konečná komplexńı mı́ra na Ω. Potom je funkcionál Tµ tvaru

<Tµ, ϕ> =
∫
Ω

ϕ(x) dµ(x)

distribuce.
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Důkaz: Plat́ı ∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

ϕ(x) dµ(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ max
x∈K

|ϕ(x)|
∫
K

d|µ|(x) ,

kde |µ| je t. zv. totálńı variace mı́ry µ a plat́ı
∫
K

d|µ|(x) <∞.

Poznámka: Ukazuje se, že existuje mnoho daľśıch distribućı, které nelze vyjádřit ani jedńım
z předchoźıch integrál̊u.

Př́ıklad: Bud’ f funkce jedné proměnné na R, která má derivaci (n + 1)−vého řádu na R
a zkoumejme distribuce tvaru Tf ′ , Tf ′′ , . . . , Tf(n) . Plat́ı

<Tf ′ , ϕ> =

+∞∫
−∞

f ′(x)ϕ(x) dx = [f(x)ϕ(x)]+∞−∞ −
+∞∫
−∞

f(x)ϕ′(x) dx = −<Tf , ϕ
′> .

Analogicky
<Tf ′′ , ϕ> = −<Tf ′ , ϕ

′> = <Tf , ϕ
′′>

a odtud dostaneme, že
<Tf(n) , ϕ> = (−1)n<Tf , ϕ

(n)> .

Tento výsledek nás motivuje k následuj́ıćı definici.

Definice: Bud’ T distribuce na D(Ω). [t. j. T ∈ D′(Ω)]. Potom distribuci DαT definovanou
předpisem

<DαT, ϕ> = (−1)|α|<T,Dαϕ>

nazýváme distributivńı derivaćı T .

Př́ıklad: Uvažme Heavisidovu funkci

θ(x) =
{

0 pro x < 0 ,
1 pro x ≥ 0 .

θ je lokálně integrovatelná na R a plat́ı

<Tθ, ϕ> =

∞∫
0

ϕ(x)dx .

Jestliže vypočteme distributivńı derivaci T ′θ, dostaneme

<T ′θ, ϕ> = −<Tθ, ϕ
′> = −

∞∫
0

ϕ′(x) dx = ϕ(0) .

Tedy formálně můžeme ř́ıci, že θ′(x) = δ(x), což je Diracova δ−funkce. To však již neńı funkce,
ale mı́ra. Jestliže př́ıslušnou distribuci označ́ıme Tδ, potom plat́ı

<T ′δ, ϕ> = −<Tδ, ϕ
′> = −ϕ′(0) a odtud <T

(n)
δ , ϕ> = (−1)nϕ(n)(0) .

Poznámky: 1. Ukazuje se, že distributivńı derivace Diracovy δ−funkce neńı ani funkce ani
mı́ra.

2. Při poč́ıtáńı s distributivńımi derivacemi muśıme být velmi obezřetńı. Kromě řady záludnost́ı
neplat́ı na př́ıklad rovnost T ′f = Tf ′ , i když je Tf regulárńı distribuce a f ′ existuje. Stač́ı si
uvědomit, že v předchoźım př́ıkladu je T ′θ = δ, zat́ımco Tθ′ = 0, tedy je to nulová distribuce.
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3. Jestliže budeme definovat Tδs ∈ D′(Ω) předpisem

< Tδs , ϕ >= ϕ(s) ∀s ∈ Ω a ∀ϕ ∈ D(Ω) ,

dostáváme Diracovu δ−funkci koncentrovanou v bodě s ∈ Ω.
3. Z předchoźıho je zřejmé, že každá distribuce má derivace všech řád̊u (samozřejmě ve smyslu

distribućı).
4.Vyšetřováńı distribućı vedlo kromě nejd̊uležitěǰśı aplikace v diferenciálńıch rovnićıch též

k vypracováńı metod regularizace divergentńıch integrál̊u. To však přesahuje svoj́ı obš́ırnost́ı rozsah
této stručné exkurze do teorie zobecněných funkćı a nebudeme se j́ım zabývat.

2.6 Věta o uzavřeném grafu.

Poznámka: V tomto paragrafu se budeme zabývat vlastnostmi prostoru (X,Y). Ukážeme,
že pro lineárńı zobrazeńı informace o bodové konvergenci zaručuje i informace o normách daných
zobrazeńı, tedy o stejnoměrné konvergenci.

! Věta: (Banach-Steinhaus)
Bud’ Λ indexová množina a předpokládejme, že {Tλ}λ∈Λ je systém prvk̊u z (X,Y), kde

X a Y jsou B-prostory. Jestliže
sup
λ∈Λ

‖Tλx‖ <∞

pro všechna x ∈ X, pak
sup
λ∈Λ

‖Tλ‖ <∞ .

Důkaz: Nebudeme provádět. Ukazuje se, že tvrzeńı stač́ı dokázat jen pro spočetnou mno-
žinu Λ. Kdyby pro libovolnou množinu platilo

sup
λ∈Λ

‖Tλ‖ = ∞ ,

pak existuje posloupnost {Tn} tak, že

‖T1‖ > 1 , ‖T2‖ > 2 , . . . , ‖Tn‖ > n , . . . ,

což dává spor s t́ım, že
sup
n∈N

‖Tn‖ <∞ .

Věta: Bud’ {Tn} , Tn ∈ (X,Y) taková posloupnost, že

lim
n→∞

Tnx = Tx

existuje pro každé x ∈ X . Potom existuje konstanta M tak, že

‖Tn‖ ≤M ∀n ∈ N .

Důkaz: Poněvadž existuje

lim
n→∞

Tnx = Tx ∀x ∈ X , je sup
n
‖Tnx‖ <∞ ∀x ∈ X .

Podle Banach-Steihausovy věty odtud plyne, že

sup
n
‖Tn‖ <∞ .
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Poznámka: Banach-Steinhausova věta má též d̊uležité d̊usledky pro t. zv. slabou konvergenci.

Definice: Řekneme, že posloupnost {xn} bod̊u lineárńıho normovaného prostoru X konver-
guje slabě k prvku x ∈ X, jestliže

<xn, x
∗> −→

n→∞
<x, x∗> pro každé x∗ ∈ X∗ .

Označujeme xn
w−→

n→∞
x nebo xn −⇀

n→∞
x.

Věta: Každá konvergentńı posloupnost {xn} je také slabě konvergentńı.

Důkaz: Necht’ xn → x , t. j. ‖xn − x‖ → 0 . Potom

|<xn, x
∗>−<x, x∗>| = |<xn − x, x∗>| ≤ ‖xn − x‖ · ‖x∗‖ → 0 .

Věta: Slabě konvergentńı posloupnost bod̊u B-prostoru X je omezená.

Důkaz: Necht’ xn
w−→x , t. j.

<xn, x
∗>→ <x, x∗> ∀x∗ ∈ X∗ .

Potom plat́ı
<xn, x

∗> = <x∗, x̂n>→ <x∗, x̂> = <x, x∗> ∀x∗ ∈ X∗ .

Podle Banach-Steihausovy věty existuje M tak, že sup
n
‖x̂n‖ ≤M.

Je však
sup

n
‖x̂n‖ = sup

n
‖xn‖ ≤M .

Poznámky: 1. Později ukážeme na př́ıkladech, že ze slabé konvergence neplyne konvergence
v normě.

2. V daľśım se budeme zabývat větou o uzavřeném grafu. Uzavřená zobrazeńı zahrnuj́ı většinu
diferenciálńıch operátor̊u a je tedy vhodné se jimi zabývat.

Definice: Bud’te X aY B-prostory. Řekneme, že lineárńı zobrazeńı T : D(T ) ⊂ X → Y je
uzavřené, jestliže plat́ı: je-li

xn ∈ D(T ) , xn → x , Txn → y , potom x ∈ D(T ) a Tx = y .

Grafem lineárńıho operátoru T nazveme množinu

GT = {[x, Tx];x ∈ D(T )} .

Př́ıklady: 1. Každý omezený operátor je uzavřený. Toto tvrzeńı plyne okamžitě ze spojitosti.
2. Bud’

X = Y = C(0, 1) ; T =
d

dt
, D(T ) = {x;x′ ∈ C(0, 1)} .

Potom T neńı omezený. Na př́ıklad pro xn = tn je

‖xn‖ = 1 , ale ‖Txn‖ = n .
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T je však uzavřený. Jestliže
xn → x , Txn → y ,

potom je podle klasické věty posloupnost {x′n} stejnoměrně konvergentńı, tedy existuje x′ a x′ = y ,
neboli Tx = y .

Poznámka: Mezi uzavřenost́ı operátoru T a jeho grafem GT existuje úzká souvislost.

Věta: Bud’ T : D(T ) ⊂ X → Y lineárńı operátor. Potom je T uzavřený právě když je jeho
graf GT uzavřený podprostor X×Y .

Poznámka: Normu v X×Y můžeme zavést na př́ıklad předpisem ‖ [x, y] ‖ = ‖x‖+ ‖y‖ nebo
‖ [x, y] ‖ = max{‖x‖, ‖y‖} a podobně.

Důkaz: 1. Bud’ T : D(T ) ⊂ X → Y uzavřený lineárńı operátor a necht’ [x, y] ∈ GT . Existuje
tedy posloupnost

[xn, Txn] ∈ GT tak, že [xn, Txn] → [x, y] .

To však znamená, že

‖ [xn, Txn]− [x, y] ‖ → 0 neboli ‖xn − x‖ → 0 a ‖Txn − y‖ → 0 .

Poněvadž T je uzavřený, je x ∈ D(T ) a Tx = y , tedy [x, y] ∈ GT .

2. Bud’ GT uzavřená množina v X×Y a necht’

xn → x , Txn → y (xn ∈ D(T )) .

Odtud plyne, že
[xn, Txn] → [x, y] ∈ GT = GT

a tedy x ∈ D(T ) , Tx = y.

Věta: Bud’ T uzavřený lineárńı operátor. Jestliže existuje T−1, je také uzavřený.

Důkaz: Bud’ T : D(T ) ⊂ X → Y uzavřený. Potom

T−1 : T (D) → X a necht’ yn → y , T−1yn → x .

To je však ekvivalentńı s t́ım, že

Txn → y , xn → x , neboli x ∈ D(T ) , Tx = y .

To ale znamená, že
y ∈ D(T−1) = T (D) a x = T−1y .

Poznámka: Pro uzavřené lineárńı operátory plat́ı d̊uležitá věta o uzavřeném grafu, která
spolu s Hahn-Banachovou větou a Banach-Steihausovou větou tvoř́ı tři základńı principy lineárńı
funkcionálńı analýzy.

! Věta: (O uzavřeném grafu)
Bud’ T : X → Y uzavřený lineárńı operátor, kde X a Y jsou B-prostory. Potom je T omezený

operátor.

Důkaz: Nebudeme provádět
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Poznámky: 1. Podstatný je v předchoźı větě předpoklad, že T je definován na celém
B-prostoru, tedy na úplném normovaném prostoru. Př́ıklad operátoru T = d

dt na prostoru C(0, 1)
ukazuje, že věta jinak neplat́ı.

2. Posledńı informace tohoto paragrafu se bude týkat Hilbertova prostoru. Hlavńı výsledek je
Rieszova věta o reprezentaci spojitého lineárńıho funkcionálu na Hilbertově prostoru.

Definice: Bud’ H Hilbert̊uv prostor. O prvku x ∈ H řekneme, že je ortogonálńı k množině
M ⊂ H a ṕı̌seme x ⊥ M , jestliže plat́ı (x, y) = 0 pro všechna y ∈ M . Množiny M1 ,M2 ⊂ H
nazýváme ortogonálńı a znač́ıme M1 ⊥M2, je-li (x, y) = 0 jakmile x ∈M1 y ∈M2 .

Lemma: Je-li x ⊥M , je i x ⊥ [M ] .

Důkaz: Bud’ y1 , y2 ∈M. Potom je zřejmě

(x, λ1y1 + λ2y2) = λ1(x, y1) + λ2(x, y2) = 0 , tedy x ⊥ [M ] .

Necht’ yn ∈ [M ] , yn → y ∈ [M ] . Potom

0 = (x, yn) → (x, y) a tedy (x, y) = 0 .

Poznámka: Z předchoźıho lemmatu plyne, že množina všech prvk̊u H, které jsou ortogonálńı
k dané množině M tvoř́ı uzavřený podprostor H, který znač́ıme M⊥ a nazýváme ortogonálńım
doplňkem množiny M . Dále plat́ı

Lemma:
(M⊥)⊥ = [M ] .

Důkaz: Zřejmý.

Lemma: (Rovnoběžńıkové pravidlo)
Bud’ H unitárńı prostor a , b ∈ H dva libovolné prvky. Potom plat́ı

‖a+ b‖2 + ‖a− b‖2 = 2{ ‖a‖2 + ‖b‖2 } .

Důkaz: Plat́ı
‖a+ b‖2 + ‖a− b‖2 = (a+ b, a+ b) + (a− b, a− b) =

= ‖a‖2 + ‖b‖2 + (a, b) + (b, a) + ‖a‖2 + ‖b‖2 − (a, b)− (b, a) = 2{ ‖a‖2 + ‖b‖2 } .

! Věta: Bud’ M uzavřený podprostor Hilbertova prostoru H. Potom lze každý prvek x ∈ H
vyjádřit právě jedńım zp̊usobem ve tvaru

x = y + z , kde y ∈M , z ∈M⊥ .

Důkaz: 1. Jednoznačnost

Bud’
x = y + z , x = y′ + z′ , kde y, y′ ∈M ; z, z′ ∈M⊥ .

Potom
y + z = y′ + z′ , tedy y − y′ = z′ − z

a odtud
‖y − y′‖2 = (y − y′, y − y′) = (y − y′, z′ − z) = 0 ,

neboli y = y′ , z = z′.
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2. Existence

Je-li x ∈M , stač́ı položit y = x , z = 0. Necht’ x /∈M a označme

d = inf
y′∈M

‖x− y′‖ a bud’ {yn} , yn ∈M

taková posloupnost, že
d = lim

n→∞
‖x− yn‖ .

Ukážeme, že {yn} je cauchyovská posloupnost. Plat́ı

‖x− yn + ym

2
‖ ≥ d , poněvadž

yn + ym

2
∈M .

Na druhé straně
‖x− yn + ym

2
‖ ≤ 1

2
‖x− yn‖+

1
2
‖x− ym‖ −→

n,m→∞
d

a odtud
lim sup
m,n→∞

‖x− yn + ym

2
‖ ≤ d .

Tedy plat́ı

lim
m,n→∞

‖x− yn + ym

2
‖ = d .

Jestliže užijeme rovnoběžńıkového pravidla (předchoźı lemma) pro a = x − yn a b = x − ym ,
dostaneme

‖yn − ym‖2 = 2‖x− ym‖2 + 2‖x− yn‖2 − 4‖x− yn + ym

2
‖2 −→

m,n→∞
0 .

Poněvadž M je uzavřený podprostor H, je yn → y ∈M , tedy ‖x− y‖ = d.

Položme nyńı z = x− y, tedy x = y+ z. Je nutno dokázat, že z ∈M⊥, neboli (z, u) = 0 ∀u ∈M .
Poněvadž je y + λu ∈M pro libovolné λ, plat́ı

‖x− y − λu‖2 ≥ d2

a dále
‖x− y − λu‖2 = (z − λu, z − λu) = ‖z‖2 − 2Reλ(z, u) + |λ|2‖u‖2 ≥ d2 .

Poněvadž je ‖z‖2 = d2, muśı být

|λ|2‖u‖2 − 2Reλ(z, u) ≥ 0 .

Polož́ıme-li λ = α(z, u), dostaneme pro α ∈ R

α2|(z, u)|2‖u‖2 − 2α |(z, u)|2 ≥ 0

neboli
α |(z, u)|2 {α ‖u‖2 − 2} ≥ 0 .

To však neńı možné splnit pokud je (z, u) 6= 0.

! Věta: (Rieszova věta o reprezentaci funkcionálu na Hilbertově prostoru)
Bud’ H Hilbert̊uv prostor, f ∈ H∗. Potom existuje jediný prvek y ∈ H tak, že

<x, f> = (x, y) ∀x ∈ H a ‖f‖ = ‖y‖ .

Poznámka: Podle předchoźı věty lze ztotožnit H a H∗. Analogicky H∗ a H∗∗. Tedy Hilbert̊uv
prostor je př́ıkladem reflexivńıho prostoru.
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Důkaz: Existence

Bud’
M = {x ∈ H;<x, f> = 0} .

Pak je M uzavřený podprostor H. Je-li M = H, je f = 0 a stač́ı položit y = 0. Bud’ tedy M 6= H
a zvolme y0 ∈M⊥. Uvažme prvky tvaru

<x, f>y0 −<y0, f>x ∀x ∈ H .

Všechny tyto prvky patř́ı do M . Je totiž

<<x, f>y0 −<y0, f>x, f> = <x, f><y0, f>−<y0, f><x, f> = 0 .

Tedy
(<x, f>y0 −<y0, f>x, y0) = 0 .

To ale znamená, že

<x, f> ‖y0‖2 = <y0, f> (x, y0) , neboli <x, f> =
(
x,
<y0, f>

‖y0‖2
y0

)
.

Polož́ıme-li tedy

y =
<y0, f>

‖y0‖2
y0 , dostaneme <x, f> = (x, y) ∀x ∈ H .

Jednoznačnost

Bud’
(x, y′) = (x, y′′) ∀x ∈ H .

Potom (x, y′ − y′′) = 0 a polož́ıme-li x = y′ − y′′, dostaneme ‖y′ − y′′‖2 = 0.

Rovnost norem

Poněvadž je <x, f> = (x, y) , plat́ı

|<x, f>| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ , tedy ‖f‖ ≤ ‖y‖ .

Polož́ıme-li x = y, dostaneme

<y, f> = ‖y‖2 a odtud ‖f‖ ≥ ‖y‖ .

Je totiž ‖y‖2 = |<y, f> | ≤ ‖y‖ · ‖f‖.

2.7 Základy teorie Fourierových řad.

Poznámky: 1. V celém tomto paragrafu budeme pracovat pouze se separabilńımi Hilber-
tovými prostory.

2. V paragrafu 2.1 jsme definovali pojem ortonormálńı množiny a na ni budeme nyńı navazovat.

Definice: Bud’ {ϕn}∞n=1 ortonormálńı posloupnost prvk̊u separabilńıho Hilbertova prosto-
ru H. Řekneme, že {ϕn}∞n=1 je úplná, jestliže plat́ı: je-li pro nějaké

x ∈ H (x, ϕn) = 0 pro n = 1, 2, . . . , potom x = 0 .
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Věta: Bud’ H separabilńı Hilbert̊uv prostor. Potom v H existuje úplný ortonormálńı systém.

Důkaz: Poněvadž H je separabilńı, existuje v H hustá spočetná podmnožina {xn}∞n=1 . Z této
množiny vybereme nezávislou podmnožinu

{yn}∞n=1 tak, že [{x1, x2, . . . , xkn}] = [{y1, y2, . . . , yn}] .

Poněvadž je {xn}∞n=1 hustá, plat́ı
[{y1, y2, . . . }] = H .

Nyńı stač́ı použ́ıt Gram-Schmidtovy ortogonalizace, abychom dostali požadovaný systém.

Poznámka: Bud’ {ϕn}∞n=1 ortonormálńı systém v Hilbertově prostoru H , x ∈ H libovolný

vektor. Označme yn =
n∑

j=1

αjϕj a zkoumejme, pro která αj je minimálńı odchylka δn = ‖x− yn‖2.

Plat́ı
δn = (x− yn, x− yn) = ‖x‖2 − (x, yn)− (yn, x) + ‖yn‖2 =

= ‖x‖2 −
n∑

j=1

αj(x, ϕj)−
n∑

j=1

αj(ϕj , x) +
n∑

j=1

|αj |2 = ‖x‖2 −
n∑

j=1

cjαj −
n∑

j=1

cjαj +
n∑

j=1

|αj |2 =

= ‖x‖2 +
n∑

j=1

(cj − αj)(cj − αj) −
n∑

j=1

|cj |2 , kde cj = (x, ϕj) .

Tedy δn je minimálńı, jestliže αj = cj .

Definice: Bud’ {ϕn}∞n=1 ortonormálńı systém v Hilbertově prostoru H , x ∈ H. Potom č́ısla
cn = (x, ϕn) nazýváme Fourierovými koeficienty prvku x vzhledem k systému {ϕn}∞n=1 .

Věta: Bud’H Hilbert̊uv prostor, x ∈ H , {ϕk}∞k=1 ortonormálńı systém vH. Potom mnohočlen

n-tého řádu
n∑

k=1

αkϕk , který x nejlépe aproximuje v normě H, je Fourier̊uv mnohočlen

[αk = ck = (x, ϕk)] .

Věta: Bud’ H Hilbert̊uv prostor, x ∈ H , {ϕk}∞k=1 ortonormálńı systém v H, {ck}∞k=1 Fourie-
rovy koeficienty x vzhledem k systému {ϕk}∞k=1. Potom plat́ı Besselova nerovnost

‖x‖2 ≥
∞∑

k=1

|ck|2 .

Důkaz: Pro libovolné n ∈ N plat́ı

0 ≤ ‖x−
n∑

k=1

ckϕk‖2 = ‖x‖2 −
n∑

k=1

|ck|2

a odtud plyne tvrzeńı.

Důsledek: Bud’te {ck}∞k=1 Fourierovy koeficienty prvku x ∈ H vzhledem k ortonormálńımu
systému {ϕk}∞k=1 , potom ck −→

k→∞
0.
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Věta: Bud’ {ϕk}∞k=1 ortonormálńı systém v separabilńım Hilbertově prostoru H. Potom je
tento systém úplný právě když pro každé x ∈ H plat́ı Parsevalova rovnost

‖x‖2 =
∞∑

k=1

|ck|2 .

Důkaz: 1. Bud’ {ϕk}∞k=1 úplný, x ∈ H a označme y =
∞∑

k=1

ckϕk. Potom plat́ı

(x− y, ϕj) = (x−
∞∑

k=1

ckϕk, ϕj) = (x, ϕj)− cj = 0 pro j = 1, 2, . . . .

Z úplnosti plyne, že x− y = 0, tedy

‖x‖2 =
∞∑

k=1

|ck|2 .

2. Necht’ (x, ϕk) = 0 pro k = 1, 2, . . . . Potom je ck = (x, ϕk) = 0, tedy

‖x‖2 =
∞∑

k=1

|ck|2 = 0

a {ϕk}∞k=1 je úplný ortonormálńı systém.

Poznámka: Předchoźı věta spolu s větou o existenci úplněho ortonormálńıho systému dovoluj́ı
ukázat, že všechny separabilńı Hilbertovy prostory jsou izometricky izomorfńı.

Věta: Každý separabilńı Hilbert̊uv prostor je izometricky izomorfńı s prostorem l2 .

Důkaz: Bud’ x ∈ H a {ϕk}∞k=1 úplný ortonormálńı systém v H. Definujme zobrazeńı
T : H → l2 předpisem

Tx = u = {ck}∞k=1 .

Potom je T zřejmě lineárńı zobrazeńı a

‖Tx‖2 =
∞∑

k=1

|ck|2 = ‖x‖2

podle Parsevalovy rovnosti, tedy T je izometrie.

Poznámka: V daľśım zvoĺıme konkrétńı Hilbert̊uv prostor a sice L2(a, b) a uvedeme některé
ortogonálńı nebo ortonormálńı systémy funkćı.

Př́ıklady úplných ortogonálńıch systémů funkćı.

1. Systém {einx}+∞n=−∞ je ortogonálńı na libovolném intervalu délky 2π. Systém{
1√
2π
einx

}+∞

n=−∞
je ortonormálńı.

Důkaz: Plat́ı

(einx, eikx) =

a+2π∫
a

einxe−ikxdx =


1

i(n−k)e
i(n−k)x

∣∣∣∣ a+2π

a
= 0 je-li n 6= k ,

a+2π∫
a

dx = 2π = ‖einx‖2 je-li n = k .
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Položme nyńı pro formálńı zjednodušeńı a = −π a označme ϕn(x) = 1√
2π
einx. Je-li

c∗n = (f, ϕn) =
1√
2π

π∫
−π

f(t)e−intdt ,

potom

f ∼
+∞∑

n=−∞
c∗nϕn =

+∞∑
n=−∞

1√
2π

π∫
−π

f(t)e−intdt
1√
2π
einx =

+∞∑
n=−∞

1
2π

π∫
−π

f(t)e−intdt · einx =

=
+∞∑

n=−∞
cne

inx , kde cn =
1
2π

π∫
−π

f(t)e−intdt

bude značit Fourier̊uv koeficient. Plat́ı Parsevalova rovnost ‖f‖2 =
+∞∑

n=−∞
|c∗n|2 a poněvadž je

cn = 1√
2π
c∗n , dostaneme tvar

1
2π
‖f‖2 =

1
2π

π∫
−π

|f(t)|2dt =
+∞∑

n=−∞
|cn|2 .

2. Systém
1, cosx, sinx, cos 2x, sin 2x, . . .

je ortogonálńı na libovolném intervalu délky 2π. Systém

1√
2π
,

1√
π

cosx,
1√
π

sinx,
1√
π

cos 2x,
1√
π

sin 2x, . . .

je ortonormálńı.

Důkaz: Je třeba ukázat, že

∀n, k ∈ N plat́ı (1, cosnx) = (1, sinnx) = (sinnx, cos kx) = 0

a dále
(sinnx, sin kx) = (cosnx, cos kx) = πδn,k ,

kde δn,k je Kroneckerovo delta. To jsou však výpočty běžných integrál̊u a nebudeme je provádět.
Analogickou úvahou jako v předchoźım př́ıkladu dostaneme, že Fourierova řada funkce f má tvar

f ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) ,

kde

ak =
1
π

π∫
−π

f(t) cos kt dt , k = 0, 1, 2, . . . bk =
1
π

π∫
−π

f(t) sin kt dt , k = 1, 2, . . . .

Parsevalova rovnost má tvar

1
π

π∫
−π

|f(t)|2dt =
|a0|2

2
+

∞∑
k=1

(
|ak|2 + |bk|2

)
.
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Poznámky: 1. Vzájemný vztah mezi systémy z př́ıklad̊u 1 a 2 dostaneme okamžitě, jestliže
užijeme Eulerovy identity. Je-li

f ∼ a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak
eikx + e−ikx

2
+ bk

eikx − e−ikx

2i

)
=

=
a0

2
+

∞∑
k=1

(
ak − ibk

2
eikx +

ak + ibk
2

e−ikx

)
,

dostaneme odtud
c0 =

a0

2
, ck =

ak − ibk
2

, c−k =
ak + ibk

2
.

Tud́ıž známe-li koeficienty ak a bk, můžeme vypoč́ıtat koeficienty ck a obráceně. Plat́ı totiž

a0 = 2c0 , ak = ck + c−k , bk = i(ck − c−k) .

2. Důkaz skutečnosti, že uvedené systémy jsou úplné, patř́ı do kategorie t. zv. ”hard mathe-
matics” a nebudeme jej provádět. Zájemci o d̊ukaz se mohou pod́ıvat do některé z monografíı,
věnovaných Fourierovým řadám nebo si počkat na připravovaný text z Lebesgueova integrálu.

3. Problémy, souvisej́ıćı s bodovou, po př́ıpadě stejnoměrnou konvergenćı Fourierových řad
patř́ı tématicky sṕı̌se do oblasti Lebesgueova integrálu a budou uvedeny v př́ıslušném textu.
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Kapitola 3

Spektrálńı teorie lineárńıch
operátor̊u.

3.1 Spektrum operátoru.

Označeńı: Bud’ X B-prostor nad tělesem komplexńıch č́ısel C. Potom Banach̊uv prostor (X,X)
označ́ıme (X). Symbolem I označ́ıme identický operátor z prostoru (X), tedy plat́ı

Ix = x ∀x ∈ X .

Definice: Bud’ T ∈ (X). Definujme následuj́ıćı množiny:

ρ(T ) = {λ ∈ C ; λI − T je prostý a R(λI − T ) = X}
σp(T ) = {λ ∈ C ; λI − T neńı prostý}
σc(T ) = {λ ∈ C ; λI − T je prostý, R(λI − T ) 6= X, ale R(λI − T ) = X}
σr(T ) = {λ ∈ C ; λI − T je prostý, ale R(λI − T ) 6= X} .

Množinu ρ(T ) nazveme resolventńı množinou operátoru T a jej́ı komplement σ(T ) = C − %(T )
spektrem operátoru T . Množiny σp(T ), σc(T ), σr(T ) budeme po řadě nazývat bodovým, spojitým
a residuálńım spektrem operátoru T .

Poznámka: Z definice množin %(T ), σp(T ), σc(T ) a σr(T ) je zřejmé, že jsou disjunktńı a

σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ) .

Lemma: Resolventńı množina %(T ) je totožná s množinou všech komplexńıch λ, pro která
existuje inversńı operátor (λI − T )−1 ∈ (X). Bodové spektrum σp(T ) je množina všech kom-
plexńıch č́ısel λ takových, že existuje vektor x ∈ X , x 6= 0 tak, že Tx = λx. Každý takový vektor
nazýváme vlastńım vektorem př́ıslušným vlastńımu č́ıslu λ ∈ σp(T ).

Důkaz: Poněvadž je R(λI−T ) = X, je (λI−T )−1 omezený operátor podle věty o uzavřeném
grafu. Vlastnost bodového spektra je zřejmá.

Poznámky: 1. V daľśım ukážeme, že %(T ) je otevřená množina a σ(T ) je kompaktńı množina.
2. Jestliže pro T ∈ (X) existuje operátor T−1 ∈ (X), pak plat́ı TT−1 = T−1T = I.

3. (X) tvoř́ı Banachovu algebru, kde ‖TU‖ ≤ ‖T‖ · ‖U‖.
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Věta: Je-li |λ| > ‖T‖, potom λ ∈ %(T ).

Důkaz: Bud’ |λ| > ‖T‖. Potom je řada
∞∑

n=0

T n

λn+1 absolutně konvergentńı. ( (X) je úplný

prostor). Plat́ı totiž

‖Tnx‖ ≤ ‖T‖ · ‖Tn−1x‖ ≤ · · · ≤ ‖T‖n−1‖Tx‖ ≤ ‖T‖n‖x‖

a odtud ‖Tn‖ ≤ ‖T‖n. Dále dostaneme

(λI − T )
∞∑

n=0

Tn

λn+1
=

∞∑
n=0

Tn

λn
−

∞∑
n=0

Tn+1

λn+1
= I .

Poznámka: Z předchoźı věty plyne, že σ(T ) je omezená množina.

Věta: Je-li T ∈ (X) takový operátor, že ‖I − T‖ < 1, potom existuje operátor T−1 a plat́ı
T−1 ∈ (X).

Důkaz: Plat́ı, že řada
∞∑

n=0
(I − T )n konverguje absolutně (je ‖I − T‖ < 1) a dále

T
∞∑

n=0

(I − T )n = {I − (I − T )}
∞∑

n=0

(I − T )n =
∞∑

n=0

(I − T )n −
∞∑

n=0

(I − T )n+1 = (I − T )0 = I .

Lemma: Jsou-li T, U ∈ (X) takové, že existuj́ı operátory T−1, U−1 ∈ (X), potom
je i (TU)−1 ∈ (X) a plat́ı (TU)−1 = U−1T−1.

Důkaz: Tvrzeńı lemmatu je zřejmé.

Věta: %(T ) je otevřená množina.

Důkaz: Bud’ λ ∈ %(T ) a µ ∈ C takové, že |λ− µ| < ‖(λI − T )−1‖−1. Potom plat́ı

µI − T = λI − T + (µ− λ)I = (λI − T ){I + (µ− λ)(λI − T )−1} = (λI − T ){I + U} .

Je
‖I − (I + U)‖ = ‖U‖ = |µ− λ| · ‖(λI − T )−1‖ < 1

a podle předchoźı věty existuje (I + U)−1. Poněvadž existuje (λI − T )−1, existuje i

(µI − T )−1 = (I + U)−1(λI − T )−1 a µ ∈ %(T ) .

Důsledek: Spektrum σ(T ) operátoru T ∈ (X) je kompaktńı množina.

Definice: Bud’ T ∈ (X) a označme

r(T ) [nebo rσ(T )] = max{|λ|;λ ∈ σ(T )} .

Č́ıslo r(T ) nazveme spektrálńım poloměrem operátoru T .

Poznámka: Plat́ı zřejmě, že r(T ) ≤ ‖T‖, ale v řadě př́ıpad̊u plat́ı ostrá nerovnost.
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Lemma: Je-li λ ∈ σ(T ), potom λn ∈ σ(Tn).

Důkaz: Je-li λ ∈ σ(T ), pak (λI − T )−1 neexistuje, tedy

λnI − Tn = (λI − T )(λn−1I + λn−2T + · · ·+ Tn−1)

také nemá inversńı operátor.

Věta: Bud’ T ∈ (X). Potom je

r(T ) = lim
n→∞

‖Tn‖ 1
n .

Důkaz: Je-li λ ∈ σ(T ), pak |λn| = |λ|n ≤ ‖Tn‖ a odtud |λ| ≤ ‖Tn‖ 1
n ∀n ∈ N. Důkaz

skutečnosti, že lim
n→∞

‖Tn‖ 1
n existuje a je rovna r(T ) souviśı s vyšetřováńım mocninných řad

v T a nebudeme jej provádět.

Poznámka: Zbývá ukázat, že σ(T ) 6= ∅, tedy, že se nejedná o prázdnou množinu.

Lemma: Bud’ T ∈ (X) ; |λ| > ‖T‖ . Potom je ‖(λI − T )−1‖ = ‖R(λ, T )‖ ≤ 1
|λ|−‖T‖ .

Důkaz: Plat́ı y = (λI − T )x ⇐⇒ x = R(λ, T )y , ‖R(λ, T )‖ = sup
y 6=0

‖R(λ,T ) y‖
‖y‖ a dále

‖y‖ ≥ |λ| · ‖x‖ − ‖Tx‖ ≥ ( |λ| − ‖T‖) · ‖x‖ ) neboli
1

|λ| − ‖T‖
≥ ‖x‖
‖y‖

=
‖R(λ, T )y‖

‖y‖
.

Věta: Je-li T ∈ (X), pak σ(T ) 6= ∅.

Důkaz: Jestliže předpokládáme, že σ(T ) = ∅, pak je funkce R(λ;T ) = (λI−T )−1 holomorfńı
funkćı proměnné λ v celé komplexńı rovině a podle Liouvilleovy věty je konstantńı. To je však
spor, poněvadž

‖R(λ;T )‖ −→
|λ|→∞

0 a tedy R(λ;T ) ≡ 0 .

Poznámka: Je-li T neomezený operátor, lze též definovat množiny %(T ) a σ(T ). Může se však
stát, že σ(T ) = ∅ nebo σ(T ) = C. Některé př́ıpady ukážeme na př́ıkladech.

Př́ıklady: 1. Bud’

T : C(0, 1) → C(0, 1), Tx(t) =

t∫
0

x(s)ds .

Je zřejmé, že T je lineárńı zobrazeńı a dále

|T x(t) | ≤
t∫

0

|x(s) | ds ≤ max
s∈〈0,1〉

|x(s) | ·
t∫

0

ds ≤ ‖x‖ , tedy ‖T‖ ≤ 1 .

Pro x(t) = 1 však plat́ı

Tx(t) =

t∫
0

ds = t a ‖t‖ = 1 , neboli ‖T‖ = 1 .

Uvažme nyńı operátor λI − T a bud’ λ = 0. T je prosté zobrazeńı (přesvědčte se) a pro

y(t) = Tx(t) =

t∫
0

x(s)ds plat́ı y(0) = 0 .
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Je-li tedy y ∈ R(T ), muśı platit y(0) = 0. Množina těchto funkćı neńı hustá v C(0, 1) , neboli

R(T ) 6= C(0, 1) a 0 ∈ σr(T ) .

Pro λ 6= 0 položme (λI − T )x = 0. To znamená, že

λy′ − y = 0 , kde y(t) =

t∫
0

x(s)ds , y(0) = 0 .

Tato diferenciálńı rovnice má jediné řešeńı y(t) ≡ 0. Odtud plyne, že operátor λI − T je prostý
a nav́ıc pro libovolné a ∈ C(0, 1) má úloha

λy′ − y = a ; y(0) = 0 jediné řešeńı y(t) =
1
λ

t∫
0

a(s)e
t−s

λ ds .

(Přesvědčte se, nebo ještě lépe vypoč́ıtejte). Plat́ı tedy, že

R(λI − T ) = C(0, 1) a λ ∈ ρ(T ) .

Odtud plyne, že σ(T ) = σr(T ) = {0} , r(T ) = 0 .

Poznámka: Dá se ukázat rovnou, že

Tnx(t) =

t∫
0

(t− τ)n−1

(n− 1)!
x(τ) dτ

a odtud ‖Tn‖ ≤ 1
(n−1)! (je dokonce ‖Tn‖ ≤ 1

n! ), neboli r(T ) = lim
n→∞

‖Tn‖ 1
n = 0.

2. Uvažme prostor B(0, 1), tedy množinu všech omezených komplexńıch funkćı na intervalu
〈0, 1〉 takových, že

‖f‖ = sup
t∈〈0,1〉

|f(t)| <∞ .

Zvolme funkci a(t) ∈ B(0, 1) a definujme operátor

T : B(0, 1) → B(0, 1) předpisem Tf(t) = a(t) · f(t) .

Je zřejmé, že T je lineárńı operátor, který je nav́ıc omezený. Plat́ı totiž

‖Tf‖ = sup
t∈〈0,1〉

|a(t) · f(t)| ≤ sup
t∈〈0,1〉

|a(t)| sup
t∈〈0,1〉

|f(t)| = ‖a‖ · ‖f‖ .

Odtud plyne, že ‖T‖ ≤ ‖a‖. (Plat́ı dokonce, že ‖T‖ = ‖a‖.) Označme

Γ = {a(t); t ∈ 〈0, 1〉} = R(a(t))

a zkoumejme rovnici (λI−T )f = 0, neboli (λ−a(t))f(t) = 0. Je-li λ ∈ Γ, potom plat́ı λ = a(t0) pro
nějaké t0 ∈ 〈0, 1〉 a tedy funkce f(t), pro niž plat́ı f(t0) = 1 , f(t) = 0 pro t 6= t0 je vlastńı funkćı,
odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu λ. Odtud plyne, že Γ ⊂ σp(T ). Pro λ ∈ C takové, že d(λ,Γ) = d > 0
a libovolnou funkci g ∈ B(0, 1) dostaneme, že rovnice

(λI − T )f = g má jediné řešeńı f(t) =
g(t)

λ− a(t)
, tedy λ ∈ %(T ) .

Je-li λ ∈ Γ− Γ, potom má rovnice (λI − T )f = 0 pouze triviálńı řešeńı, ale

(λI − T )B(0, 1) 6= B(0, 1) neboli λ ∈ σr(T ) .
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Pro funkci e identicky rovnou 1 na 〈0, 1〉 a libovolné f ∈ B(0, 1) totiž plat́ı

‖e−(λI−T )f‖ = sup
t∈〈0,1〉

|1−(λ−a(t))f(t)| ≥ 1 [je inf
t∈〈0,1〉

|λ−a(t)| = 0] a tedy e /∈ (λI − T )B(0, 1) .

Závěrem dostáváme, že σ(T ) = Γ .

Poznámka: Předchoźı př́ıklad ukazuje, že libovolná kompaktńı podmnožina C může být
spektrem nějakého omezeného operátoru.

3. Bud’

T =
d

dt
, X = Y = C(0, 1) , D(T ) = {x ∈ C(0, 1);x′ ∈ C(0, 1)} .

Necht’ λ ∈ C je libovolné. Potom má rovnice (λI − T )x = 0 neboli λx− x′ = 0 netriviálńı řešeńı

x(t) = eλt , tedy λ ∈ σp(T ) = C .

Poznámka: Je-li T : D(T ) ⊂ X → X neomezený lineárńı operátor, může být σ(T ) neomezená
množina, ale též σ(T ) = ∅ . Plat́ı však, že σ(T ) je vždy uzavřená množina. To plyne z toho, že
%(T ) je i pro př́ıpad neomezeného operátoru otevřená množina.

3.2 Adjungované operátory.

Definice: Bud’ T ∈ (X,Y), kde X a Y jsou Banachovy prostory. Potom operátor
T ∗ : Y∗ → X∗, definovaný předpisem

<Tx, y∗> = <x, T ∗y∗> ∀x ∈ X a ∀y∗ ∈ Y∗

nazýváme adjungovaným operátorem k operátoru T .

Věta: Plat́ı T ∗ ∈ (Y∗,X∗) a ‖T ∗‖ = ‖T‖ .

Důkaz: Poněvadž plat́ı T ∗ ◦ y∗ = y∗ ◦ T (skládáńı spojitých zobrazeńı), je T ∗y∗ ∈ X∗. Dále

<x, T ∗(α1y
∗
1 + α2y

∗
2)> = <Tx, α1y

∗
1 + α2y

∗
2> =

= α1<Tx, y
∗
1>+ α2<Tx, y

∗
2> = α1<x1, T

∗y∗1>+ α2<x, T
∗y∗2>

a T ∗ je lineárńı zobrazeńı. Dále plat́ı

‖T ∗‖ = sup
‖y∗‖≤1

‖T ∗y∗‖ = sup
‖y∗‖≤1

sup
‖x‖≤1

|<x, T ∗y∗>| = sup
‖y∗‖≤1

sup
‖x‖≤1

|<Tx, y∗>| =

= sup
‖x‖≤1

sup
‖y∗‖≤1

|<Tx, y∗>| = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = ‖T‖ .

tedy plat́ı T ∗ ∈ (Y∗,X∗) a ‖T ∗‖ = ‖T‖ .

Poznámka: Jsou-li X a Y prostory konečné dimense, je T reprezentováno matićı, T ∗ matićı
k ńı transponovanou. Skutečně, je-li dimX = n dimY = p , X má bázi {ei}n

i=1 , Y má bázi
{fj}p

j=1, potom plat́ı

Tei =
p∑

j=1

aijfj i = 1, . . . , n
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a tedy zobrazeńı T je reprezentováno matićı A typu n× p, kde

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 , a12 , · · · a1p

a21 , a22 , · · · , a2p

· · · · · · · · · · · ·
an1 , an2 , · · · , anp

∥∥∥∥∥∥∥∥
Jestliže opatř́ıme prostory X∗ a Y∗ t. zv. duálńımi bázemi, tedy

X∗ : {e∗i }n
i=1 ; Y∗ : {f∗j }

p
j=1 , kde <ei, e

∗
j> = δij ; <fi, f

∗
j > = δij ,

potom plat́ı

<Tei, f
∗
j > = <

p∑
k=1

aikfk, f
∗
j > = aij a zároveň <ei, T

∗f∗j > = <ei,
n∑

k=1

bjke
∗
k> = bji ,

neboli aij = bji pro i = 1, . . . , n ; j = 1, . . . , p .

Definice: Bud’ H Hilbert̊uv prostor, T ∈ (H). Potom adjungovaný operátor T ∗ definujeme
vztahem

(Tx, y) = (x, T ∗y) ∀x, y ∈ H .

Poznámka: Definice adjungovaného operátoru v Hilbertově prostoru se od obecné definice
poněkud lǐśı, jestližeH je Hilbert̊uv prostor nad tělesem komplexńıch č́ısel C. Bud’ dimH = n <∞
a necht’ {ei}n

i=1 je ortonormálńı báze H. Označ́ıme-li

Tei =
n∑

j=1

aijej , T
∗ek =

n∑
j=1

bkjej ; i, k = 1, . . . , n ,

potom plat́ı

(Tei, ek) = (
n∑

j=1

aijej , ek) = aik a zároveň aik = (Tei, ek) = (ei, T
∗ek) = (ei,

n∑
j=1

bkjej) = bki .

Tedy je-li T reprezentováno matićı A = ‖aij‖ a T ∗ matićı B = ‖bij‖, potom bij = aji, neboli
matice T ∗ je hermitovsky transponovaná k matici T.

Lemma: Jsou-li T ,U ∈ (H), potom (TU)∗ = U∗T ∗ .

Důkaz: Plat́ı
(TUx, y) = (Ux, T ∗y) = (x,U∗T ∗y)

a odtud plyne tvrzeńı.

Poznámky: 1. Tato skutečnost odpov́ıdá pravidlu pro násobeńı transponovaných matic. Plat́ı
(AB)T = BTAT , v př́ıpadě komplexńıho H muśıme brát opět hermitovsky transponované matice.

2. Je-li T ∈ (H), potom je zřejmě T ∗∗ = (T ∗)∗ = T.

Definice: Bud’ T ∈ (H), kde H je Hilbert̊uv prostor. Potom jádrem operátoru T , které
označ́ıme KerT nazveme množinu

KerT = {x ∈ H;Tx = 0} .

Poznámky: 1. Jádro můžeme definovat pro libovolný operátor T ∈ (X,Y), kde X a Y
jsou B-prostory (dokonce i pro př́ıpad, že T neńı omezený operátor). V daľśım však budeme tento
pojem použ́ıvat pouze pro T ∈ (H).
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2. KerT je uzavřený podprostor H.
Důkaz: Je zřejmé, že KerT tvoř́ı podprostor H. Je-li x ∈ KerT , potom existuje posloupnost

bod̊u
xn ∈ KerT tak, že xn −→

n→∞
x .

Vzhledem k tomu, že T je spojité zobrazeńı, plat́ı

0 = Txn−→Tx = 0 , tedy x ∈ KerT .

Definice: Řekneme, že operátor T ∈ (H) je samoadjungovaný, je-li T = T ∗. Jestliže plat́ı
T ∗T = TT ∗, řekneme, že T je normálńı operátor.

Věta: Bud’ T ∈ (H). Potom plat́ı

Ker (T ∗) = R(T )⊥ a Ker (T ) = R(T ∗)⊥ .

Specielně, je-li T (H) = H, tedy T je zobrazeńı na, pak T ∗ je prosté zobrazeńı.

Důkaz: Necht’ T ∗y = 0. Potom plat́ı

(x, T ∗y) = 0 ∀x ∈ H , tedy (Tx, y) = 0 ∀x ∈ H a y ∈ R(T )⊥ .

druhé tvrzeńı plyne okamžitě z prvého, jestliže si uvědomı́me, že T ∗∗ = T . Stač́ı zaměnit roli
T a T ∗.

Lemma: Bud’ T ∈ (H), kde H je Hilbert̊uv prostor. Potom plat́ı

‖T ∗T‖ = ‖TT ∗‖ = ‖T‖2 .

Důkaz: Plat́ı

‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ · ‖T‖ = ‖T‖2 .

Obráceně
‖Tx‖2 = (Tx, Tx) = (T ∗Tx, x) ≤ ‖T ∗T‖ · ‖x‖2

a odtud dostaneme, že ‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖.
Jestliže aplikujeme prvou část d̊ukazu na T ∗ ( je ‖T ∗‖ = ‖T‖ ), dostaneme, že

‖TT ∗‖ = ‖T ∗‖2 = ‖T‖2 .

Lemma: Bud’te U , V ∈ (H) a necht’

(Ux, x) = (V x, x) ∀x ∈ H .

Potom je U = V.

Důkaz: Předpokládejme, že

(Ux, x) = (V x, x) ∀x ∈ H , neboli ((U − V )x, x) = 0 ∀x ∈ H .

Vzhledem k Rieszově reprezentaci funkcionálu na Hilbertově prostoru odtud plyne, že

(U − V )x = 0 ∀x ∈ H , neboli U − V = 0 .
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Věta: Bud’ T ∈ (H), kde H je Hilbert̊uv prostor. Potom je T normálńı právě když pro
všechna x ∈ H plat́ı ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖.

Důkaz: 1. Bud’ T normálńı. Potom plat́ı

‖Tx‖2 = (Tx, Tx) = (T ∗Tx, x) = (TT ∗x, x) = (T ∗x, T ∗x) = ‖T ∗x‖2 .

2. Obráceně necht’ ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ ∀x ∈ H. Potom je

(T ∗Tx, x) = (Tx, Tx) = ‖Tx‖2 = ‖T ∗x‖2 = (T ∗x, T ∗x) = (TT ∗x, x)

a odtud T ∗T = TT ∗ podle předchoźıho lemmatu.

Věta: Bud’ T ∈ (H) normálńı, kde H je Hilbert̊uv prostor. Potom je rσ(T ) = ‖T‖.

Důkaz: Poněvadž ∀y ∈ H plat́ı ‖Ty‖ = ‖T ∗y‖ (T je normálńı ), je pro

y = Tx ‖T 2x‖ = ‖T ∗Tx‖ a odtud ‖T 2‖ = ‖T ∗T‖ = ‖T‖2

podle uvedeného lemmatu. Indukćı dostaneme, že ‖T p‖ = ‖T‖p pro č́ısla tvaru p = 2m a tedy

rσ(T ) = lim
p→∞

‖T p‖
1
p = ‖T‖ .

Věta: Je-li T ∈ (H) samoadjungovaný operátor, je σ(T ) reálné.

Důkaz: Bud’ λ = α+ iβ, kde β 6= 0. Potom plat́ı

‖ (λI − T )x ‖2 = ( (λI − T )x, (λI − T )x ) = ( [ (α+ iβ)I − T ]x, [ (α+ iβ)I − T ]x) =

= ‖ (αI − T )x ‖2 + (iβx, (αI − T )x) + ( (αI − T )x, iβx) + |β|2 ‖x‖2 = ‖ (αI − T )x ‖2+

+iβ(x, (αI − T )x)− iβ( (αI − T )x, x) + |β|2 ‖x‖2 = ‖ (αI − T )x ‖2 + iβ( (αI − T )x, x)−

−iβ( (αI − T )x, x) + |β|2 ‖x‖2 ≥ |β|2‖x‖2

a tedy λ ∈ %(T ).

Poznámka: Poněvadž se v daľśım budeme zabývat kompaktńımi samoadjungovanými operátory,
kde spektrum bude převážně bodové, stoj́ı za to si uvézt vlastnosti charakteristických vektor̊u
těchto operátor̊u.

Věta: Bud’ T ∈ (H) samoadjungovaný operátor a necht’ λ1 , λ2 ∈ σp(T ) , λ1 6= λ2. Potom
jsou vlastńı vektory odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um λ1 a λ2 ortogonálńı.

Důkaz: Necht’ Tx1 = λ1x1 , Tx2 = λ2x2 , x1 6= 0 6= x2. Potom plat́ı

λ1(x1, x2) = (λ1x1, x2) = (Tx1, x2) = (x1, Tx2) = (x1, λ2x2) = λ2(x1, x2) .

Poněvadž je λ1 6= λ2 , muśı být (x1, x2) = 0.

Poznámky: 1. Je-li T ∈ (H) samoadjungovaný operátor, potom je t. zv. kvadratická forma
(Tx, x) reálná pro všechna x ∈ H. Skutečně plat́ı (Tx, x) = (x, Tx) = (Tx, x).
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2.Je-li A symetrická matice, pak v prostoru konečné dimense n plat́ı

xTA =

(
n∑

i=1

xiai1,
n∑

i=1

xiai2, . . . ,
n∑

i=1

xiain

)
a tedy (Ax, x) =

n∑
i,j=1

aijxixj ,

což je kvadratická forma známá z lineárńı algebry.
3. Je-li T ∈ (H) samoadjungovaný operátor, je kvadratická forma (Tx, x) reálná a můžeme

definovat č́ısla
A = sup

‖x‖=1

(Tx, x) , a = inf
‖x‖=1

(Tx, x) .

Dá se ukázat, že pro obě č́ısla a i A plat́ı

a,A ∈ σ(T ) a ‖T‖ = max{|a|, |A|} = rσ(T ) .

Př́ıklady: 1. Operátor posunu (shift).
a) Bud’ T : l2 → l2 dán předpisem.

Je-li x = {α1, α2, α3, . . . } , pak Tx = {α2, α3, α4, . . . }

(posun doleva). T je zřejmě lineárńı operátor a plat́ı

‖Tx‖2 = (Tx, Tx) =
∞∑

k=2

|αk|2 ≤ ‖x‖2 .

Odtud plyne, že ‖T‖ ≤ 1. Jestliže zvoĺıme

x = e2 = {0, 1, 0, 0, . . . } , je Te2 = e1 = {1, 0, 0, 0, . . . } a tedy ‖Te2‖ = ‖e1‖ = 1 = ‖e2‖

a odtud plyne, že ‖T‖ = 1.
b) Zkoumejme dále, jak vypadá adjungovaný operátor T ∗. Muśı platit

(Tx, y) = (x, T ∗y) ∀x, y ∈ l2 .

Je-li x = {αk}∞k=1 , y = {βk}∞k=1 , T
∗y = {γk}∞k=1 , potom pro ek = {0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . } (jednička

je na k-té pozici) plat́ı

(Te1, y) = 0 , (e1, T ∗y) = γ1 a tedy γ1 = 0
(Te2, y) = β1 , (e2, T ∗y) = γ2 a tedy γ2 = β1

(Te3, y) = β2 , (e3, T ∗y) = γ3 a tedy γ3 = β2 .

Odtud plyne, že T ∗x = {0, α1, α2, . . . } a T ∗ je opět operátor posunu, ale doprava. Kromě toho

TT ∗x = T{0, α1, α2, . . . } = {α1, α2, . . . } = x ; T ∗Tx = T ∗{α2, α3, α4, . . . } = {0, α2, α3, . . . }

neboli TT ∗ = I, ale T ∗T 6= I. Operátor T má pravý inversńı, ale nemá levý inversńı. Dále plat́ı
KerT = [{e1}] = R(T ∗)⊥. Je-li T ∗x = 0, potom x = 0, tedy KerT ∗ = R(T )⊥ = {0} a T je
zobrazeńı l2 na celé l2.

c) Necht’ nyńı (λI − T )x = 0, neboli λαk −αk+1 = 0 pro k = 1, 2, . . . . Rozepsáńım dostaneme

λα1 − α2 = 0 =⇒ α2 = λα1

λα2 − α3 = 0 =⇒ α3 = λα2 = λ2α1

λα3 − α4 = 0 =⇒ α4 = λα3 = λ3α1

. . . . . . . . .
λαn−1 − αn = 0 =⇒ αn = λαn−1 = λn−1α1

Aby prvek {1, λ, λ2, . . . } patřil do l2, je nutné a stač́ı, aby |λ| < 1. Tedy

{λ ∈ C; |λ| < 1} = σp(T ) .

67



Odtud plyne, že
σ(T ) = {λ ∈ C; |λ| ≤ 1} [ Je ‖T‖ = 1 ] .

Necht’ |λ| = 1. Potom je λ ∈ σc(T ). Předpokládejme, že plat́ı λ ∈ σr(T ). Potom existuje y ∈ l2,
y = {βk}∞k=1 tak, že

( (λI − T )x, y) = 0 ∀x ∈ l2 .

Zvolme x = e1; potom (λI − T )e1 = {λ, 0, 0, . . . } a dostaneme, že β1 = 0. Je-li x = e2, plat́ı
(λI − T )e2 = {−1, λ, 0, 0, . . . } a odtud β2 = 0. Jestliže budeme pokračovat dále, dostaneme,
že jediný vektor, který je kolmý na R(λI − T ), je vektor nulový, neboli R(λI − T ) = l2.

d) Dále poṕı̌seme σ(T ∗). Je-li |λ| > 1, potom je λ ∈ %(T ∗). Necht’ je nyńı |λ| ≤ 1 a řešme
rovnici

(λI − T ∗)x = 0 [ x = {αk}∞k=1 ] .
Potom plat́ı

λα1 = 0 ; λα2 − α1 = 0 ; . . . ; λαn+1 − αn = 0 ; . . . .

Tato soustava má pouze triviálńı řešeńı α1 = α2 = · · · = 0, tedy λI − T ∗ je prostý operátor. Je-li
nyńı |λ| < 1, potom je

dim Ker (λI − T ) = 1 , neboli dimR{(λI − T )∗}⊥ = dim Ker (λI − T ) = 1 a λ ∈ σr(T ∗) .

Necht’ |λ| = 1. Potom plat́ı

{0} = Ker (λI − T ) = R{(λI − T )∗}⊥ , neboli λ ∈ σc(T ∗) .

Poznámky: 1. Je-li T ∈ (H), potom (λI − T )∗ = λI − T ∗.

Důkaz: Plat́ı

( (λI − T )x, y) = λ(x, y)− (Tx, y) = (x, λy)− (x, T ∗y) = (x, (λI − T ∗)y)

o odtud plyne tvrzeńı.

2. Plat́ı dokonce následuj́ıćı tvrzeńı. Je-li λ ∈ σ(T ), potom λ ∈ σ(T ∗).

Důkaz: Necht’ λ ∈ %(T ), tedy existuje (λI − T )−1 ∈ (H) a plat́ı

(λI − T )(λI − T )−1 = (λI − T )−1(λI − T ) = I .

Přechodem k adjungovaným operátor̊um dostaneme

[ (λI − T )−1 ]∗(λI − T ∗) = (λI − T ∗)[ (λI − T )−1 ]∗ = I∗ = I

a muśı tedy platit, že
[ (λI − T )−1 ]∗ = (λI − T ∗)−1 .

Př́ıklad 2. Bud’ T : l1 → l1 dán předpisem: Je-li

x ∈ l1 x = {αk}∞k=1 , z ∈ l∞ z = {ξk}∞k=1 , potom y = Tx = {αkξk}∞k=1 .

a) T je zřejmě lineárńı zobrazeńı a plat́ı

‖Tx‖ =
∞∑

k=1

|αkξk| ≤ sup
k=1,2,...

|ξk|
∞∑

k=1

|αk| = ‖z‖ · ‖x‖ .

Odtud plyne, že T je omezený operátor a ‖T‖ ≤ ‖z‖. Jestliže zvoĺıme

xn = {0, . . . , 0, sgn ξn, 0, . . . } , je xn ∈ l1 a ‖xn‖ = 1 jakmile ξn 6= 0 .
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Dále plat́ı, že ‖Txn‖ = |ξn| ∀n ∈ N a odtud plyne, že ‖T‖ = ‖z‖.
b) Adjungovaný operátor. Poněvadž T : l1 → l1, plat́ı, že T ∗ : l∞ → l∞ a

<Tx, y> = <x, T ∗y> ∀x ∈ l1 , x = {αk}∞k=1 ; ∀y ∈ l∞ , y = {ηk}∞k=1 .

Označme T ∗y = u = {µk}∞k=1 ; potom je

<Tx, y> =
∞∑

k=1

αkξkηk =
∞∑

k=1

αkµk = <x, T ∗y> .

Jestliže polož́ıme xn = en pro n = 1, 2, . . . , dostaneme ξnηn = µn ∀n ∈ N a odtud
T ∗y = {ξkηk}∞k=1 . Dále

‖T ∗y‖ = sup
k=1,2,...

|ξkηk| ≤ sup
k=1,2,...

|ξk| sup
k=1,2,...

|ηk| = ‖z‖ · ‖y‖ .

To znamená, že ‖T ∗‖ ≤ ‖z‖ a poněvadž je obecně ‖T ∗‖ = ‖T‖, dostaneme ‖T ∗‖ = ‖z‖.
c) Spektrum T . Necht’ Tx = λx, neboli αkξk = λαk pro k = 1, 2, . . . . Je-li λ = ξk, po-

tom xk = ek je vlastńı vektor, př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λk = ξk. Jiná vlastńı č́ısla neexistuj́ı,
tedy σp(T ) = {ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . }. Označme B = {ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . } a bud’ λ ∈ C takové, že
d(B, λ) = d > 0. Tvrd́ıme, že λ ∈ %(T ), neboli ke každému y ∈ l1 existuje jediné řešeńı rovnice
(λI − T )x = y. Bud’ x = {αk}∞k=1 , y = {βk}∞k=1 . Potom

λαk − ξkαk = βk pro k = 1, 2, . . . , neboli αk =
βk

λ− ξk
.

Odtud plyne, že

(λI − T )−1x =
{

αk

λ− ξk

}∞
k=1

.

Abychom to ověřili, muśıme dokázat, že pro všechna x ∈ l1 plat́ı

(λI − T )(λI − T )−1x = (λI − T )−1(λI − T )x = x .

To je však rutinńı záležitost. Plat́ı

(λI − T )(λI − T )−1 {αk} = (λI − T )
{

αk

λ− ξk

}
=
{

λαk

λ− ξk
− ξkαk

λ− ξk

}
= {αk} = x ,

(λI − T )−1(λI − T ) {αk} = (λI − T )−1{(λ− ξk)αk} =
{

(λ− ξk)αk

λ− ξk

}
= {αk} = x .

Je tedy σ(T ) = B. [σ(T ) muśı být kompaktńı množina.]
Necht’ λ je hromadný bod posloupnosti {ξk} takový, že λ 6= ξk ∀k ∈ N (pokud takový bod

existuje). Potom je λ ∈ σc(T ) .

Důkaz: Předpokládejme, že λ ∈ σr(T ). Potom je (λI − T )l1 6= l1 a podle Hahn-Banachovy
věty existuje funkcionál

v ∈ l∞ , v = {νk}∞k=1 tak, že ‖v‖ = 1 a <(λI − T )x, v> = 0 ∀x ∈ l1 .

To znamená, že
∞∑

k=1

(λ − ξk)αkνk = 0. Jestliže polož́ıme xk = ek, dostaneme opět (λ − ξk)νk = 0

pro k = 1, 2, . . . . Poněvadž je λ− ξk 6= 0, plyne odtud, že νk = 0 pro k = 1, 2, . . . . To je však spor
s předpokladem, že ‖v‖ = 1.

Poznámky: 1. Předchoźı př́ıklad opět ukazuje, že každá kompaktńı podmnožina komplexńı
roviny C může být spektrem omezeného operátoru. Je-li K ⊂ C, pak v ńı stač́ı zvolit hustou
spočetnou podmnožinu {ξ1, ξ2, . . . , ξn, . . . } a využ́ıt výsledk̊u předchoźıho př́ıkladu.
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2. Stejný operátor můžeme definovat též jako T : l2 → l2. Muśıme však býti opatrńı, poněvadž
hilbertovský adjungovaný operátor T ∗ bude definován pomoćı prvku z = {ξk}∞k=1 .

Př́ıklad 3. Bud’ T : L2(a, b) → L2(a, b) definován předpisem

Tf(s) =

b∫
a

K(s, t) f(t) dt ,

kde K(s, t) je zat́ım bĺıže neurčená funkce dvou proměnných. Vzhledem k vlastnostem integrálu je
zřejmé, že T je lineárńı zobrazeńı. Nyńı budeme hledat podmı́nku, za ńıž je T omezený operátor.
Užit́ım Hölderovy nerovnosti dostaneme

|Tf(s)| ≤
b∫

a

|K(s, t) f(t)| dt ≤


b∫

a

|K(s, t)|2dt


1
2


b∫
a

|f(t)|2dt


1
2

,

neboli |Tf(s) |2 ≤
b∫

a

|K(s, t)|2dt · ‖f‖2 a odtud

‖Tf‖2 ≤
b∫

a

b∫
a

|K(s, t)|2dt ds · ‖f‖2 .

Výsledek můžeme nyńı shrnout do věty.

Věta: Necht’ K ∈ L2(D) , kde D = 〈a, b〉× 〈a, b〉. Potom je operátor T , definovaný předpisem

Tf(s) =

b∫
a

K(s, t) f(t) dt ,

omezený lineárńı operátor na L2(a, b) a plat́ı

‖T‖ ≤ ‖K‖ =


b∫

a

b∫
a

|K(s, t)|2ds dt


1
2

.

Poznámky: 1. Jestliže vyjdeme rovnou z vyjádřeńı ‖Tf‖2 = (Tf, Tf) , dostaneme stejný
výsledek. Nav́ıc se dá ukázat, že plat́ı dokonce ‖T‖ = ‖K‖ .

2. V daľśı části tohoto př́ıkladu najdeme tvar adjungovaného operátoru.
Bud’te f , g ∈ L2(a, b) a označme h = T ∗g. Potom plat́ı

(Tf, g) =

b∫
a


b∫

a

K(s, t) f(t) dt

 g(s) ds =

b∫
a

f(t)


b∫

a

K(s, t) g(s) ds

 dt =

=

b∫
a

f(t)

b∫
a

K(s, t)g(s) ds

 dt .

Na druhé straně plat́ı

(Tf, g) = (f, T ∗g) =

b∫
a

f(t)h(t) dt a odtud h(t) = T ∗g(t) =

b∫
a

K(s, t) g(s) ds .

Nav́ıc operátor T je samoadjungovaný, jestliže plat́ı K(s, t) = K(t, s).
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3.3 Kompaktńı operátory.

Definice: Bud’te X ,Y B-prostory T : X → Y lineárńı zobrazeńı, U uzavřená jednotková
koule v X , t. j. U = {x ∈ X; ‖x‖ ≤ 1} . Řekneme, že T je kompaktńı operátor, je-li TU kompaktńı
podmnožina Y .

Lemma: Kompaktńı zobrazeńı je spojité, tedy T ∈ (X,Y) .

Důkaz: Poněvadž T (U) je kompaktńı množina, je omezená a T je omezené zobrazeńı na
jednotkové kouli, tedy spojité.

Lemma: Je-li T ∈ (X,Y) kompaktńı operátor, potom pro libovolnou omezenou množinu
F ⊂ X je T (F ) kompaktńı v Y.

Důkaz: Poněvadž F je omezená množina, existuje č́ıslo α > 0 tak, že αF ⊂ U, tedy
T (αF ) ⊂ T (U). T (U) je ale kompaktńı množina, takže i T (F ) je kompaktńı.

Věta: Je-li T ∈ (X,Y) kompaktńı operátor, xn
w−→

n→∞
x v X, potom posloupnost {Txn}

konverguje silně v Y.

Důkaz: Necht’ xn
w−→

n→∞
x. Potom je {xn} omezená posloupnost a tedy posloupnost {Txn}

obsahuje konvergentńı podposloupnost. Necht’ Txnk
−→
k→∞

y ∈ Y. Ukážeme, že i posloupnost {Txn}
konverguje k y. Kdyby to tak nebylo, pak existuje podposloupnost {Txmk

} a ε > 0 tak, že
‖Txmk

− y‖ ≥ ε. Poněvadž je {Txmk
} totálně omezená, lze z ńı vybrat posloupnost konvergentńı.

Předpokládejme, že {Txmk
} je již konvergentńı a necht’ Txmk

−→
k→∞

z ∈ Y. Potom je ‖y − z‖ ≥ ε

a podle Hahn-Banachovy věty existuje y∗ ∈ Y∗ tak, že <y, y∗> 6= <z, y∗>. Označme x∗ = T ∗y∗.
Potom plat́ı

<xnk
, x∗> = <xnk

, T ∗y∗> = <Txnk
, y∗>→ <y, y∗> a stejně

<xmk
, x∗> = <xmk

, T ∗y∗> = <Txmk
, y∗>→ <z, y∗> .

To je však spor s t́ım, že xn
w−→x.

Poznámka: Je možno ukázat, že v reflexivńıch prostorech X a Y je předchoźı charakterizace
ekvivalentńı s definićı kompaktnosti. Tedy kompaktńı operátor lze definovat tak, že každou slabě
konvergentńı posloupnost převád́ı na silně konvergentńı.

Věta: Bud’te X a Y dva Banachovy prostory a označme C(X,Y) množinu všech kompaktńıch
operátor̊u z (X,Y). Potom plat́ı

1. C(X,Y) tvoř́ı uzavřený podprostor (X,Y).
2. Je-li X = Y , T ∈ C(X) kompaktńı operátor, A ∈ (X), potom AT i TA patř́ı do C(X).

Důkaz: 1. Je zřejmé, že pro α1 , α2 ∈ Φ a T1 , T2 ∈ C(X,Y) je α1T1 + α2T2 ∈ C(X,Y).
Necht’ Tn ∈ C(X,Y) , Tn → T, tedy ‖Tn − T‖ → 0. Potom

∀ε > 0 ∃k ∈ N tak, že ‖Tkx− Tx‖ < ε ∀x ∈ U .

Poněvadž je Tk(U) totálně omezená množina, existuje konečná množina {x1, x2, . . . , xp} tak, že

min
j
‖Tkx− Tkxj‖ < ε ∀x ∈ U .

Nyńı pro x ∈ U plat́ı
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‖Tx− Txj‖ ≤ ‖Tx− Tkx‖+ ‖Tkx− Tkxj‖+ ‖Tkxj − Txj‖ ≤ 2ε+ ‖Tkx− Tkxj‖

neboli min
j
‖Tx− Txj‖ ≤ 3ε a množina T (U) je totálně omezená.

2. Je-li U uzavřená jednotková koule v X, pakA(U) je omezená množina, tedy TA(U) je totálně
omezená. Obráceně poněvadž T (U) je totálně omezená množina, je i AT (U) totálně omezená.

Poznámky: 1. C(X) tvoř́ı v (X) t.zv. oboustranný ideál. Ideál v algebře je podprostor,
který je uzavřený vzhledem k násobeńı libovolným prvkem dané algebry.

2. Je možné ukázat, že T ∈ (X,Y) je kompaktńı právě když je T ∗ kompaktńı. Toto tvrzeńı
nebudeme dokazovat, ale ukážeme silněǰśı tvrzeńı v Hilbertově prostoru.

Věta: Bud’ H Hilbert̊uv prostor, T ∈ (H). Potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekvivalentńı

1. T je kompaktńı 2. T ∗T je kompaktńı
3. T ∗ je kompaktńı 4. TT ∗ je kompaktńı .

Důkaz: Ukážeme, že plat́ı

1 =⇒ 4 =⇒ 3 =⇒ 2 =⇒ 1 .

Implikace 1 ⇒ 4 plyne z předchoźı věty a stejně tak implikace 3 ⇒ 2. Jestliže ukážeme, že plat́ı
implikace 2 ⇒ 1, dostaneme přechodem k adjungovaným operátor̊um i implikaci 4 ⇒ 3.

Necht’ je tedy operátor T ∗T kompaktńı a bud’ ε > 0 libovolné. Potom existuj́ı vektory
x1, x2, . . . , xk ∈ U tak, že pro všechna x ∈ U plat́ı min

j
‖T ∗T (x− xj)‖ < 1

2ε
2 . Nyńı je

‖T (x− xj) ‖2 = (T (x− xj), T (x− xj) ) = (T ∗T (x− xj), x− xj) ≤ ‖T ∗T (x− xj)‖ · ‖x− xj‖ ≤

≤ 2‖T ∗T (x− xj)‖ a tedy min
j
‖T (x− xj)‖2 ≤ 2 min

j
‖T ∗T (x− xj) ‖ < ε2 .

Věta: Bud’ T ∈ (X) kompaktńı operátor, kde X je B-prostor a necht’ λ ∈ σ(T ) , λ 6= 0 .
Potom je λ ∈ σp(T ) a prostor Ker (λI − T ) má konečnou dimensi.

Důkaz: Nebudeme provádět.

Důsledek: Množina vlastńıch č́ısel kompaktńıho operátoru T ∈ (X) je bud’ konečná nebo
spočetná. Potom je lim

n→∞
λn = 0 .

Poznámka: Je-li T ∈ (H) kompaktńı samoadjungovaný operátor, potom pro každé vlastńı
č́ıslo λ 6= 0 má Ker (λI − T ) konečnou dimensi. Můžeme zde tedy zvolit ortonormálńı bázi. Dále
jsou-li λ 6= µ dvě vlastńı č́ısla, pak jejich odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory jsou ortogonálńı. Jestliže
vlastńı č́ısla operátoru T jsou λ1, λ2, . . . , pak je můžeme seřadit tak, že |λ1| ≥ |λ2| ≥ . . . . Dále
každé vlastńı č́ıslo λn budeme poč́ıtat tolikrát, kolik je dim(λnI − T )H . Při této úmluvě plat́ı.

Věta: (Kanonický tvar kompaktńıho samoadjungovaného operátoru)
Bud’ H Hilbert̊uv prostor, T ∈ (H) kompaktńı a samoadjungovaný operátor. Potom plat́ı

pro všechna x ∈ H
Tx =

∑
n

λn(x, ϕn)ϕn ,

kde {ϕn} je ortonormálńı systém vlastńıch vektor̊u odpov́ıdaj́ıćı vlastńım č́ısl̊um λn .
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Poznámka: Podle věty z paragrafu 2.6 lze libovolný vektor x ∈ H vyjádřit jednoznačně ve
tvaru x = y+z , kde y ∈ Ker T (uzavřený podprostor) a z ∈ [ Ker T ]⊥ . Lze ukázat, že v [ Ker T ]⊥

existuje úplný ortonormálńı systém, složený z vlastńıch vektor̊u T . Označme jej {ϕn} . Tedy

x = y +
∑

αnϕn kde αn = (z, ϕn) = (y + z, ϕn) = (x, ϕn) .

Tud́ıž plat́ı

T x = T (y + z) = T z = T

{∑
n

(x, ϕn)ϕn

}
=
∑

n

(x, ϕn)T ϕn =
∑

n

λn(x, ϕn)ϕn .

Př́ıklady: 1. Bud’ T ∈ (l2) dán předpisem

Tx = { ξj αj }∞j=1 , kde x = {αj} a u = {ξj} ∈ c0 .

Najděte operátor T ∗ , σ(T ) a R(λ, T ) = (λI−T )−1 pro λ ∈ %(T ) . Ukažte dále, že T je kompaktńı.

Řešeńı: a) Adjungovaný operátor: označne y = {βj} , T ∗y = z = {γj} . Potom plat́ı (Tx, y) =
= (x, T ∗y) a pro x = ek dostaneme ξkβk = γk . Odtud plyne, že T ∗x = {ξkαk} . Z vyjádřeńı T ∗

dále plyne, že T je samoadjungovaný právě když jsou ξk reálná.
b) Spektrum T : bud’ Tx = λx . Potom je zřejmé, že pro λ = ξk plat́ı Tek = λ ek , neboli
ξk ∈ σp(T ) . Ukážeme, že pro všechna λ ∈ C , λ 6= ξk , λ 6= 0 plat́ı λ ∈ %(T ) .

c) Resolventa R(λ, T ) : poněvadž pro ‖T‖ plat́ı ‖Tx‖2 =
∞∑

k=1

|ξk|2|αk|2 ≤ ‖u‖2
∞∑

k=1

|αk|2 , tedy

‖Tx‖ ≤ ‖u‖ · ‖x‖ a odtud ‖T‖ ≤ ‖u‖ . Pro |λ| > ‖u‖ nyńı plat́ı T 2x = T (Tx) = T{ξkαk}∞k=1 =
= {ξ2kαk}∞k=1 , neboli

R(λ, T )x =
∞∑

n=0

Tn x

λn+1
=

{
α1

∞∑
n=0

ξn
1

λn+1
, α2

∞∑
n=0

ξn
2

λn+1
, . . . , αk

∞∑
n=0

ξn
k

λn+1
, . . .

}
=

=

{
α1

λ

1
1− ξ1

λ

,
α2

λ

1
1− ξ2

λ

, . . . ,
αk

λ

1
1− ξk

λ

, . . .

}
=
{

α1

λ− ξ1
,

α2

λ− ξ2
, . . . ,

αk

λ− ξk
, . . .

}
.

Tento prvek patř́ı do l2 pro všechna λ ∈ C , λ 6= ξk , λ 6= 0 . Skutečně necht’ λ /∈ {ξk}∞k=1 , potom

inf
k

d(λ, ξk) = ε > 0 a tedy 1
|λ−ξk|2 ≤ 1

ε2 ,
|αk|2
|λ−ξk|2 ≤ |αk|2

ε2 neboli
∞∑

k=1

|αk|2
|λ−ξk|2 ≤ 1

ε2 ‖x‖2 < ∞ .

Odtud plyne, že σ(T ) = {ξk}∞k=1 ∪ {0} .
Jestliže pro nějaké k plat́ı ξk = 0 , potom 0 ∈ σp(T ) . Necht’ tedy ξk 6= 0 ∀k ∈ N ; potom pro
R(T ) = {ξkαk}∞k=1 , kde x = {αk} je libovolný prvek l2 zřejmě plat́ı R(T ) = l2 a 0 ∈ σc(T ) .
d) Kompaktnost T . Definujme posloupnost {Tn} následuj́ıćım zp̊usobem

Tnx = {ξ1α1, ξ2α2, . . . , ξnαn, 0, 0, . . . } .

Potom je Tn konečnědimensionálńı a tedy kompaktńı. Dále pro všechna x ∈ l2 plat́ı

‖Tx− Tnx‖2 =
∞∑

k=n+1

|ξk|2|αk|2 ≤ sup
k>n

|ξk|2
∞∑

k=n+1

|αk|2 ≤ sup
k>n

|ξk|2 ‖x‖2 = cn ‖x‖2 ,

kde cn = sup
k>n

|ξk|2 . Plat́ı tedy, že ‖T − Tn‖2 ≤ cn a vzhledem k tomu, že lim
k→∞

ξk = 0 , muśı být

cn −→
n→∞

0 a T je kompaktńı. T je možno vyjádřit v kanonickém tvaru

Tx =
∞∑

k=1

λk(x, ϕk)ϕk =
∞∑

k=1

ξk αk ek .
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2.Bud’ A = ‖aij‖∞j=1 nekonečná matice a definujme oprátor T : l2 → l2 předpisem

(Tx)i =
∞∑

j=1

aijαj pro i = 1, 2, . . . ; x = {αj}∞j=1 .

Aby T ∈ (l2) , muśı platit
∞∑

i=1

|βi|2 =
∞∑

i=1

| (Tx)i |2 <∞ . Pro βi plat́ı

|βi | = | (Tx)i | ≤
∞∑

j=1

|aij | |αj | ≤


∞∑

j=1

|aij |2


1
2


∞∑
j=1

|αj |2


1
2

= ‖x‖


∞∑

j=1

|aij |2


1
2

.

Odtud
∞∑

i=1

|βi|2 ≤ ‖x‖2
∞∑

i,j=1

|aij |2 a hledaná podmı́nka je

∞∑
i,j=1

|aij |2 <∞ . Zároveň plat́ı ‖T‖ ≤


∞∑

i,j=1

|aij |2


1
2

.

Ukážeme, že T je kompaktńı. Definujme posloupnost projekćı {Pn} předpisem

Pnx = {α1, α2, . . . , αn, 0, 0, . . . } .

Každá projekce Pn je konečnědimensionálńı a tedy kompaktńı. Označme dále Tx = y = {βi} ,
zn = Pny − y . Potom je

zn = {0, 0, . . . , 0,
∞∑

j=1

an+1,j αj ,
∞∑

j=1

an+2,j αj , . . . } ,

kde zn zač́ıná n nulami. Pro (zn)i , i ≥ n+ 1 plat́ı

| (zn)i| ≤


∞∑

j=1

|aij |2


1
2


∞∑
j=1

|αj |2


1
2

=


∞∑

j=1

|aij |2


1
2

‖x‖ .

Odtud plyne, že
∞∑

i=n+1

| (zn)i|2 ≤
∞∑

i=n+1

∞∑
j=1

|aij |2 ‖x‖2

a tedy ‖PnT − T‖2 ≤
∞∑

i=n+1

∞∑
j=1

|aij |2 −→
n→∞

0 .
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Kapitola 4

Cvičeńı.

4.1 Metrické prostory.

1. Rozhodněte, které z daných předpis̊u definuj́ı metriku na R.

(a) d(x, y) = (x− y)2

(b) d(x, y) =
√
|x− y|

2. Bud’ (X,d) metrický prostor. Ukažte, že plat́ı

(a) |d(x, z)− d(y, z)| ≤ d(x, y) ∀x, y, z ∈ X.

(b) |d(x, y)− d(u, v)| ≤ d(x, u) + d(y, v) ∀x, y, u, v ∈ X.

3. Diskrétńı metrický prostor.

Bud’ X libovolná množina. Definujme d předpisem

d(x, y) = 1 ∀x, y ∈ X x 6= y d(x, x) = 0 .

Ukažte, že (X,d) je metrický prostor.

4. Ukažte, že předpisy dp(x, y) a d∞(x, y), definuj́ıćı vzdálenost v lnp a ln∞ , jsou skutečně

metriky.

5. Ověřte axiomy metriky v prostoru C(a, b) .

6. Bud’ (X,d) metrický prostor. Ukažte, že d̃(x, y) = d(x,y)
1+d(x,y) ∀x, y ∈ X je metrika, při ńıž je

X omezený prostor.

7. Ukažte, že funkce d na prostoru s je metrika.

8. Popǐste konvergenci v prostorech lnp , l
n
∞ ,C(a, b) , s .

9. Necht’ pro dvě metriky d a d′ na prostoru X plat́ı: Existuj́ı konstanty α , β > 0 tak, že

αd(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ β d(x, y) ∀x, y ∈ X .

Ukažte, že potom existuj́ı konstanty a, b > 0 tak, že

ad′(x, y) ≤ d(x, y) ≤ bd′(x, y) ∀x, y ∈ X .

10. Ukažte, že metriky dp a d∞ jsou ekvivalentńı pro libovolné p ≥ 1.

11. Ukažte, že lim
p→∞

dp(x, y) = d∞(x, y).
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12. Načrtněte, jak vypadaj́ı koule v prostorech l2p pro p = 1, 2 a l2∞.

13. Bud’ X metrický prostor. Ukažte, že X a prázdná množina ∅ jsou zároveň otevřené i uzavřené
množiny.

14. Dokažte de Morganova pravidla

X −
⋃
α

Aα =
⋂
α

(X −Aα) ; X −
⋂
α

Aα =
⋃
α

(X −Aα) ,

kde α prob́ıhá libovolnou t.zv. indexovou množinu, X a Aα jsou libovolné množiny.

15. Bud’ X = R , G = (0, 1) , F = 〈0, 1〉 . Ukažte, že existuj́ı posloupnosti {Gn}∞n=1 otevřených
interval̊u a {Fn}∞n=1 uzavřených interval̊u tak, že

G =
∞⋃

n=1

Fn ; F =
∞⋂

n=1

Gn .

16. Bud’ X metrický prostor, G ⊂ X otevřená množina a F ⊂ X uzavřená množina. Ukažte, že
existuje posloupnost {Gn}∞n=1 otevřených množin a {Fn}∞n=1 uzavřených množin tak, že

G =
∞⋃

n=1

Fn ; F =
∞⋂

n=1

Gn .

17. Bud’ X = 〈0, 1〉 , A množina všech racionálńıch č́ısel intervalu 〈0, 1〉.Najděte IntA , A , ∂(A) .

18. Ukažte, že každá konvergentńı posloupnost bod̊u metrického prostoru je cauchyovská.

19. Bud’ {xn}∞n=1 cauchyovská posloupnost bod̊u metrického prostoru a necht’ existuje vybraná
posloupnost {xkn

}∞n=1 tak, že xkn
−→

n→∞
x . Ukažte, že xn −→

n→∞
x .

20. Ukažte, že prostory lnp , l
n
∞ a C(a, b) jsou úplné.

21. Bud’ X = (0, 1)∪〈2, 3〉 a označme A = (0, 1) , B = 〈2, 3〉 . Ukažte, že A je uzavřená, ale neńı
úplná. B je úplná a tedy uzavřená. Ukažte dále, že A i B jsou zároveň otevřené množiny.

22. Bud’te (Xj ,dj) , j = 1, 2, . . . , n metrické prostory, X = X1×X2× · · · ×Xn . Ukažte, že X
je metrický prostor, jestliže definujeme metriku d na X jedńım z předpis̊u

d(x, y) =


n∑

j=1

dp
j (xj , yj)


1
p

, p ≥ 1 nebo d(x, y) = max
1≤j≤n

dj(xj , yj) .

23. Ukažte, že prostor X z předchoźıho cvičeńı je úplný právě když jsou úplné prostory

X1 ,X2 , . . . ,Xn .

24. Ukažte, že prostory lnp , l
n
∞ a C(a, b) jsou separabilńı.

25. Ukažte, že množina Q všech racionálńıch č́ısel je spočetná.

26. Dokažte, že spočetné sjednoceńı spočetných množin je množina spočetná.

27. Dokažte, že interval I = 〈a1, b1〉 × 〈a2, b2〉 × · · · × 〈an, bn〉 , kde aj ≤ bj (j = 1, 2, . . . , n)

je kompaktńı množina.

28. Ukažte, že každá podmnožina totálně omezené množiny je totálně omezená.

29. Ukažte, že každá uzavřená podmnožina kompaktńıho metrického prostoru X je kompaktńı.
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30. Bud’ X diskrétńı metrický prostor (cvičeńı 3). Popǐste otevřené a uzavřené podmnožiny X.
Je X úplný ? Za jakých podmı́nek je X separabilńı nebo kompaktńı ?

31. Bud’te X ,Y dvě množiny f : X → Y zobrazeńı. Ukažte, že plat́ı

(a) Jsou-li A,B ∈ X, potom f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B). Je-li f prosté zobrazeńı, potom je
dokonce f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B), kde

f(A) = {f(x) ∈ Y ;x ∈ A}
je obraz množiny A.

(b) Jsou-li A ,B ⊂ X, potom f(A)− f(B) ⊂ f(A−B) . f je prosté právě když

f(A)− f(B) = f(A−B)

pro všechny podmnožiny B ⊂ A ⊂ X.

(c) Jsou-li A ,B ⊂ X , potom f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).

(d) Jsou-li A ,B ⊂ Y , potom

f−1(A−B) = f−1(A)− f−1(B) , kde f−1(A) = {x ∈ X; f(x) ∈ A}

je vzor množiny A.

(e) Jsou-li A ,B ⊂ Y , potom f−1(A ∩B) = f−1(A) ∩ f−1(B).

(f) Jsou-li A ,B ⊂ Y , potom f−1(A ∪B) = f−1(A) ∪ f−1(B).

32. Bud’te X1 a X2 izometrické metrické prostory, X1 úplný. Ukažte, že X2 je také úplný.

33. Bud’ (X,d) úplný metrický prostor. Ukažte, že (X, d̃), kde d̃ = d
1+d je také úplný prostor.

Plat́ı obrácené tvrzeńı ? Jsou metriky d a d̃ ekvivalentńı ?

34. Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı, kde X je kompaktńı metrický prostor. Ukažte, že f je
stejnoměrně spojité.

35. Najděte př́ıklad spojitého prostého zobrazeńı takového, že inversńı zobrazeńı neńı spojité.

36. Bud’ f : X → Y homeomorfńı zobrazeńı X na Y. Ukažte, že množina G ⊂ X je otevřená
právě když je f(G) otevřená v Y.

37. Ukažte, že
d(x, y) =

b∫
a

|x(t)− y(t)| dt

je metrika na prostoru C(a, b) [x, y ∈ C(a, b) ].

38. Ukažte, že posloupnost {xn}∞n=1 , kde

xn(t) =
{
n pro 0 ≤ t ≤ n−2 ,

t−
1
2 pro n−2 < t ≤ 1 .

je cauchyovská v metrice z předchoźıho př́ıkladu, ale neńı konvergentńı v C(0, 1) .

39. Ukažte, že d(x, y) = | arctg x− arctg y | je metrika na R, při ńıž však R neńı úplný metrický
prostor.

40. Ukažte, že prostory C(0, 1) a C(a, b) jsou izometrické v metrice d(x, y) = max |x(t)− y(t) |.

41. Označme B(x; r) = {y ∈ X; d(x, y) ≤ r}. Množinu B nazveme uzavřenou kouĺı v metrickém
prostoru X. Ukažte, že X je úplný právě když každá do sebe vložená posloupnost uzavřených
kouĺı, jejichž poloměry konverguj́ı k nule, má neprázdný pr̊unik.

[B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ⊃ Bn = B(xn, rn) ; lim
n→∞

rn = 0 . ]
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42. Bud’ X = {x ∈ R; x ≥ 1} ; T : X → X je dáno předpisem Tx = x
2 + x−1 . Ukažte, že T je

kontrakce a najděte jej́ı pevný bod.

43. Bud’ X = {x ∈ R; x ≥ 1} ; Tx = λx + x−1. Určete λ tak aby T byla kontrakce na X

a najděte jej́ı pevný bod.

44. Bud’ X = {x ∈ R; x ≥ 1} ; Tx = x+ x−1. Ukažte, že |Tx− Ty| < |x− y| pro x 6= y, ale T
nemá pevný bod.

45. Bud’ T : X → X zobrazeńı takové, že

d(Tx, Ty) < d(x, y) ∀x, y ∈ X , x 6= y .

Ukažte, že má-li T pevný bod, je tento bod určen jednoznačně.

46. Bud’ a ∈ (0, 1〉. Potom je zobrazeńı f(x) = x+ 1
2 (a− x2) kontrakce na intervalu 〈q, 1〉, kde

0 < q ≤ a
2 s pevným bodem

√
a. Dokažte. Plat́ı tedy, že posloupnost xn+1 = xn + 1

2 (a−x2
n),

kde x0 = 0, konverguje a je lim
n→∞

xn =
√
a.

47. Je-li T kontrakce, pak Tn (n ∈ N) je také kontrakce. Obráceně je-li Tn pro nějaké n > 1
kontrakce, pak T kontrakce být nemuśı. Ukažte.

48. Bud’ X úplný metrický prostor, T : X → X spojité zobrazeńı a předpokládejme, že Tn je
kontrakce pro nějaké n > 1 přirozené. Ukažte, že T má jediný pevný bod.

49. Ukažte, že každou čtvercovou soustavu lineárńıch algebraických rovnic tvaru

Cx = b , neboli
n∑

j=1

cijxj = bi (i = 1, 2, . . . , n)

lze vyjádřit ve tvaru

x = Ax+ b , neboli xi =
n∑

j=1

aijxj = bi (i = 1, 2, . . . , n) .

Najděte vztah mezi matićı C a A.

50. Ukažte, že každá z podmı́nek

max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij | < 1 ; max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij | < 1 ;
n∑

i,j=1

|aij |2 < 1

je postačuj́ıćı pro existenci a jednoznačnost řešeńı soustavy x = Ax+b. [ Vyšetřete zobrazeńı
T tvaru y = Tx = Ax + b na prostorech ln∞ , ln1 a ln2 = Rn. Toto řešeńı je limita iteraćı
x(m+1) = Ax(m) + b.]

51. Pǐsme matici C z cvičeńı 49 ve tvaru C = B−G, kde B je vhodná regulárńı matice. Potom
je Bx = Gx+ b, tedy x = B−1(Gx+ b) = B−1Gx+ c. Pro matici A ze cvičeńı 50 tedy plat́ı
A = B−1G. Je-li ajj 6= 0 pro j = 1, 2, . . . , n , dostaneme pro

B = D = diag (ajj) A = D−1(D−C) .

Jacobiho iteračńı metoda.

52. Ukažte, že každá z podmı́nek
n∑

k = 1
k 6= j

|cjk|
|cjj |

≤ 1 ; j = 1, 2, . . . , n
n∑

j = 1
j 6= k

|cjk|
|cjj |

≤ 1 ; k = 1, 2, . . . , n

n∑
j, k = 1
j 6= k

(
cjk

cjj

)2

< 1

je postačuj́ıćı pro konvergenci Jacobiho iteračńı metody. [ Užijte návod z cvičeńı 50. ]
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53. Pǐsme matici C ze cvičeńı 49 va tvaru C = −L + D − U, kde L je dolńı a U horńı
trojúhelńıková matice. Potom A = (D− L)−1U.

Gauss-Seidelova iteračńı metoda.

Ukažte, že podmı́nky ze cvičeńı 52 jsou postačuj́ıćı pro konvergenci Gauss-Seidelových iteraćı.

54. Rovnici tvaru

f(t) = λ

b∫
a

K(t, s) f(s) ds+ g(t) ,

kde K, g jsou dané funkce, λ ∈ R, f neznámá funkce, nazýváme

Fredholmovou integrálńı rovnićı 2. druhu.

Rovnici tvaru

f(t) = λ

t∫
a

K(t, s) f(s) ds+ g(t) ,

nazýváme Volterrovou integrálńı rovnićı.

55. Bud’ g ∈ C(a, b) , K ∈ C(S), kde S = 〈a, b〉 × 〈a, b〉 . Definujme zobrazeńı

T : C(a, b) → C(a, b) předpisem

Tf(t) = g(t) + λ

b∫
a

K(t, s) f(s) ds .

Ukažte, že T je kontrakce pro |λ| < 1
M(b−a) , kde |K(t, s)| ≤M pro (t, s) ∈ S a existuje tedy

jediné řešeńı f rovnice

f(t) = λ

b∫
a

K(t, s) f(s) ds+ g(t) ,

které dostaneme jako limitu posloupnosti

fn+1(t) = g(t) + λ

b∫
a

K(t, s) fn(s) ds .

56. Ukažte, že za předloklad̊u z předchoźıho cvičeńı o funkćıch g a K má Volterrova integrálńı
rovnice jediné řešeńı na intervalu 〈a, b〉 pro libovolné λ ∈ R (dokonce λ ∈ C).

[ Ukažte, že Tm je pro nějaké m ∈ N kontrakce a využijte cvičeńı 48. Ukažte, že plat́ı

d(Tmf, Tmh) ≤ αmd(f, h) , kde αm = |λ|mMm (b− a)m

m !
. ]

4.2 Normované prostory.

1. Bud’ H unitárńı prostor a necht’ pro x, y ∈ H plat́ı x ⊥ y. Potom plat́ı Pythagorova věta
‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 . Dokažte.

2. Obráceně, je-li H reálný prostor se skalárńım součinem a pro prvky x, y ∈ H plat́ı

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2 , potom x ⊥ y. Dokažte.

3. Bud’ H libovolný unitárńı prostor, x, y ∈ H. Potom x ⊥ y právě když ∀α , β ∈ C plat́ı
‖αx+ βy‖2 = ‖αx‖2 + ‖βy‖2. Dokažte. (Stač́ı dokonce položit β = 1.)

4. Ekvivalentńı podmı́nky kolmosti v unitárńım prostoru je možno formulovat následovně.
Ukažte, že plat́ı
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(a) x ⊥ y právě když ‖x+ αy‖ = ‖x− αy‖ ∀α ∈ Φ .

(b) x ⊥ y právě když ‖x+ αy‖ ≥ ‖x‖ ∀α ∈ Φ .

5. V libovolném unitárńım prostoru H plat́ı rovnoběžńıkové pravidlo

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 {‖x‖2 + ‖y‖2} ∀x, y ∈ H .

Tato vlastnost charakterizuje Hilbertovy prostory. Plat́ı obráceně:

Bud’ H reálný normovaný prostor, v němž pro libovolnou dvojici x, y ∈ H plat́ı rov-
noběžńıkové pravidlo. Potom předpis

(x, y) =
1
4
{‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2}

definuje v H skalárńı součin, který indukuje danou normu.

Pro př́ıpad komplexńıho H je třeba definovat

Re (x, y) =
1
4
{ ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2 } , Im (x, y) =

1
4
{ ‖x+ iy‖2 − ‖x− iy‖2 } .

Dokažte.

6. Ukažte, že v prostorech C(a, b) a l1 nelze zavést skalárńı součin, který by indukoval danou
normu.

7. Bud’ x ∈ lp , p ≥ 1. Ukažte, že x ∈ lq ∀q ≥ p.

8. Bud’ p > 1. Ukažte, že existuje x ∈ lp tak, že x /∈ lq ∀q < p.

9. Ukažte, že existuje x ∈ c0 takové, že x /∈ lp pro žádné 1 ≤ p <∞ .

10. Bud’ M měřitelná množina, taková, že µ(M) <∞. Dokažte, že plat́ı: Je-li

f ∈ Lp(M) (1 ≤ p ≤ ∞) , potom f ∈ Lq(M) ∀q ≤ p .

Dále existuje konstanta K tak, že ‖f‖q ≤ K ‖f‖p. Najděte hodnotu K.

11. Ukažte, že v př́ıpadu µ(M) = ∞ žádný takový vztah neexistuje.

12. Bud’ X = C(a, b) a označme Y = {x ∈ C(a, b); x(a) = x(b)}. Ukažte, Y je uzavřený
podprostor X. V aplikaćıch se velmi často vyskytuje prostor

C0(a, b) = {x ∈ C(a, b) ; x(a) = x(b) = 0} .

13. Najděte normu funkce x(t) = tα v těch prostorech Lp(0, 1) (p ≥ 1), kam tato funkce patř́ı.
[ (αp+ 1)−

1
p pro αp > −1 .]

14. Bud’ xn(t) = n2te−nt. Ukažte, že xn(t) −→
n→∞

0 ∀t ≥ 0, ale {xn} nekonverguje v žádném

prostoru C(0, a) pro libovolné a > 0.

15. Bud’ T ∈ (X,Y) . Ukažte, že plat́ı

‖T‖ = sup
x6=0

‖Tx‖
‖x‖

= inf{M ; ‖Tx‖ ≤M ‖x‖ } = sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖ .

16. Bud’ T ∈ (X,Y) , T 6= 0. Ukažte, že existuje x takové, že x 6= 0 , ‖x‖ < 1 a ‖Tx‖ < ‖T‖.

17. Ukažte, že následuj́ıćı předpisy definuj́ı spojité lineárńı funkcionály na prostoru C(a, b)

a odhadněte jejich normu.

80



(a) <x, f> =
b∫

a

x(t) dt.

(b) <x, f> =
b∫

a

x(t) y0(t) dt, kde y0 ∈ C(a, b) je pevná funkce. ( Specielně y0(t) = t. )

(c) <x, f> =
n∑

k=1

αk x(tk) , kde αk ∈ Φ , t1, . . . , tn ∈ 〈a, b〉 .

(d) <x, f> =
b∫

a

x(t) dt+
n∑

k=1

αk x(tk) , kde αk ∈ Φ , t1, . . . , tn ∈ 〈a, b〉 .

(e) <x, f> =
1∫
0

x(t) dt na C(−1, 1).

(f) <x, f> =
0∫

−1

x(t) dt−
1∫
0

x(t) dt na C(−1, 1).

18. Ukažte, že uvedené funkcionály jsou spojité na daném prostoru a najděte jejich normy.

(a) <x, f> = α1 + α2 x = {αk}∞k=1 na l2 . [
√

2 ]

(b) <x, f> =
∞∑

k=1

αk

k na l2 . [ π√
6

]

(c) <x, f> =
∞∑

k=1

αk

k na l1 . [1]

(d) <x, f> =
∞∑

k=1

(1− 1
k )αk na l1 . [ 1 ]

(e) <x, f> = α1 + α2 x = {αk}∞k=1 na l∞ . [ 2 ]

(f) <x, f> =
∞∑

k=1

αk

2k−1 na c0 . [ 2 ]

(g) <x, f> = lim
n→∞

αn x = {αn}∞n=1 na c . [ 1 ]

19. Ukažte, že uvedené funkcionály jsou spojité na daném prostoru a najděte jejich normu.

(a) <x, f> =
1∫

−1

t x(t) dt na L1(−1, 1) . [ 1 ]

(b) <x, f> =
1∫

−1

t x(t) dt na L2(−1, 1) . [
√

2
3 ]

(c) <x, f> =
1∫
0

t−
1
3 x(t) dt na L2(0, 1) . [

√
3 ]

(d) Pro jaká p je <x, f> =
1∫
0

x(
√
t) dt spojitý funkcionál na Lp(0, 1) x ∈ Lp(0, 1) .

[ 1 ≤ p ≤ ∞ ; ‖f‖ = 2

(q+1)
1
q

1
p + 1

q = 1 . ]

(e) Pro jaká p je <x, f> =
1∫
0

x(t2) dt spojitý funkcionál na Lp(0, 1) x ∈ Lp(0, 1) .

[ 2 < p ≤ ∞ ; ‖f‖ = 1
2{

2
2−q}

1
q 1

p + 1
q = 1 . ]

20. Operátory na prostorech posloupnost́ı.

Bud’te X a Y prostory posloupnost́ı A = {aij}∞i,j=1 aij ∈ Φ nekonečná matice. Definujme

operátor T : X → Y předpisem (Tx)i =
∞∑

j=1

aij αj , kde x = {αj}∞j=1 . Udejte možné

podmı́nky na matici A, aby T byl omezený operátor.
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(a) T ∈ (l2) . [
∞∑

i,j=1

|aij |2 <∞ . ]

(b) T : lp → lq , kde p > 1 ; 1
p + 1

q = 1 . [
∞∑

i,j=1

|aij |q <∞ . ]

(c) T ∈ (l1) . [
∞∑

i=1

sup
j
|aij | <∞ . ]

(d) T : l1 → l∞ , [ sup
i

sup
j
|aij | <∞ .]

(e) T ∈ (l∞) . [ sup
i

∞∑
j=1

|aij | <∞ . ]

(f) T : l∞ → l1 , [
∞∑

i,j=1

|aij | <∞ . ]

21. Bud’ T : l2 → l2 , u = {λk}∞k=1 ∈ l∞ , x = {αk}∞k=1 ∈ l2 Tx = {λkαk}∞k=1 . Najděte ‖T‖
a podmı́nky, za nichž existuje omezený operátor T−1.

22. Integrálńı operátory na prostorech funkćı.

Bud’ Tx(t) =
1∫
0

K(t, s)x(s) ds , kde K ∈ C(S) ; S = 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉 . Ukažte, že v každém

z následuj́ıćıch př́ıpad̊u je T omezený lineárńı operátor a odhadněte jeho normu.

(a) T : C(0, 1) → C(0, 1) [ ‖T‖ ≤ max
t∈〈0,1〉

1∫
0

|K(t, s)| ds . ]

(b) T : C(0, 1) → L1(0, 1) [ ‖T‖ ≤
∫∫
S

|K(t, s)| dt ds . ]

(c) T : L1(0, 1) → C(0, 1) [ ‖T‖ ≤ max
t,s∈〈0,1〉

|K(t, s)| . ]

(d) T : L1(0, 1) → L1(0, 1) [ ‖T‖ ≤ max
s∈〈0,1〉

1∫
0

|K(t, s)| dt . ]

(e) T : L2(0, 1) → L2(0, 1) [ ‖T‖ ≤
{

1∫
0

1∫
0

|K(t, s)|2 dt ds
} 1

2

. ]

23. Analogicky je možno vyšetřovat operátory typu

Tx(t) =
∫
M

K(t, s)x(s) ds ,

kde M ⊂ Rn je měřitelná množina, K měřitelná funkce dvou proměnných, K ∈ C(M ×M)
nebo K ∈ Lp(M ×M) , 1 ≤ p ≤ ∞ .

24. Najděte normu následuj́ıćıch operátor̊u T ∈ (X,Y) .

(a) X = Y = C(0, 1) ; Tx(t) =
t∫
0

x(s) ds . [ 1 ]

(b) X = Y = C(0, 1) ; Tx(t) = ϕ(t)x(t) kde ϕ ∈ C(0, 1) je daná. [ ‖ϕ‖ ]

Poznámka: Specielńı př́ıpad Tx(t) = t x(t) hraje d̊uležitou roli v kvantové mechanice.
Je však definován na prostoru L2(R) , kde je neomezený. Nazývá se operátorem polohy.

(c) X = Y = C(0, 1) ; Tx(t) = t
1∫
0

x(s) ds . [ 1 ]

(d) X = Y = L2(0, 1) ; Tx(t) = t
1∫
0

x(s) ds . [ 1√
3

]
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(e) X = Lp(0, 1) ;Y = Lq(0, 1) ; Tx(t) = a(t)x(t) . Určete podmı́nky, které muśı funkce
a splňovat. [ a ∈ L∞(0, 1) , ‖T‖ ≤ ‖a‖ pro q ≤ p . Je-li q > p , potom a = 0 . ]

(f) X = Y = B(R) ; Tx(t) = x(t− s) ; s > 0 . (Operátor zpožděńı.) [ 1 ]

25. Bud’

T : D(T ) ⊂ C(0, 1) → C(0, 1) ; T =
d

dt
, D(T ) = {x ∈ C(0, 1); x′ ∈ C(0, 1) } .

Potom je T neomezený, ale uzavřený. Definujme na D(T ) novou normu

‖x‖1 = max
t∈〈0,1〉

|x(t)|+ max
t∈〈0,1〉

|x′(t)| .

Ukažte, že T : D(T ) = C1(0, 1) → C(0, 1) je omezený operátor s normou 1.

26. Bud’ H Hilbert̊uv prostor, xn , x ∈ H , xn
w−→

n→∞
x , ‖xn‖ −→

n→∞
‖x‖ . Potom xn −→

n→∞
x .

Dokažte.

27. Uvažme prostor l2 a posloupnost {ek}∞k=1 , kde ek = {0, . . . , 0, 1, 0, . . . } . (1 je na k-té pozici.)
Ukažte, že ek

w−→
n→∞

0 , přestože ‖ek − en‖ =
√

2 pro k 6= n .

28. Dokažte, že plat́ı

(a) Je-li xn
w−→x , yn

w−→ y , potom xn + yn
w−→x+ y a αxn

w−→αx ∀α ∈ Φ .

(b) Je-li T ∈ (X,Y) , xn
w−→x v X , potom Txn

w−→Tx v Y .

29. Bud’ xn ∈ lp (p > 1). Potom xn
w−→x ∈ lp právě když a) { ‖xn‖ }∞n=1 je omezená

b) ∀j ∈ N je α(n)
j −→

n→∞
αj , kde xn = {α(n)

j }∞j=1 ; x = {αj}∞j=1 . Dokažte.

30. Bud’te xn, x ∈ l1 a necht’ xn
w−→x . Potom xn −→

n→∞
x . Dokažte.

31. Ukažte, že xn −→
n→∞

x ∈ C(a, b) právě když je {xn} omezená a lim
n→∞

xn(t) = x(t) ∀t ∈ 〈a, b〉 .

32. Bud’te X a Y B-prostory, Tn ∈ (X,Y) n = 1, 2, . . . . Potom jsou následuj́ıćı tvrzeńı
ekvivalentńı: a) { ‖Tn‖ }∞n=1 je omezená . b) { ‖Tnx‖ }∞n=1 je omezená ∀x ∈ X .

c) { |<Tnx, y
∗> | }∞n=1 je omezená ∀x ∈ X a ∀y∗ ∈ Y∗ . Dokažte.

33. Definice: Bud’te X ,Y B-prostory, Tn ∈ (X,Y) , n = 1, 2, . . . . Řekneme, že posloupnost
{Tn }∞n=1 konverguje silně k operátoru T , jestliže Tnx −→

n→∞
Tx ∀x ∈ X a znač́ıme Tn

s−→T .

Řekneme, že posloupnost {Tn }∞n=1 konverguje slabě k operátoru T , jestliže

<Tnx, y
∗> −→

n→∞
<Tx, y∗> ∀x ∈ X a ∀y∗ ∈ Y∗ a znač́ıme Tn

w−→T .

Poznámky. 1) V prostoru (X,Y) rozeznáváme tři druhy konvergence; stejnoměrnou

‖Tn − T‖ → 0 ; silnou ‖Tnx − Tx‖ → 0 ∀x ∈ X a slabou |<Tnx, y
∗> − <Tx, y∗> | → 0

∀x ∈ X a ∀y∗ ∈ Y∗ .

2) Je-li X B-prostor, potom v prostoru X∗ lze též definovat tři druhy konvergence;

v normě ‖x∗n − x∗‖ −→
n→∞

0 ; slabou |<x∗n, x∗∗>−<x∗, x∗∗> | −→
n→∞

0 , ∀x∗∗ ∈ X∗∗ a tak

zvanou ∗−slabou |<x, x∗n>−<x, x∗> | −→
n→∞

0 , ∀x ∈ X .

Znač́ıme x∗n −→
n→∞

x∗ ; x∗n
w−→

n→∞
x∗ ; x∗n

w∗

−→
n→∞

x∗ .
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34. Bud’te Tn Sn ∈ (l2) n = 1, 2, . . . definované předpisy

(a) Tnx = {0, . . . , 0, αn+1αn+2, . . . } , kde x = {αk}∞k=1 . Ukažte, že Tn
s−→

n→∞
0 , i když

‖Tn‖ = 1 ∀n ∈ N .

(b) Snx = {0, . . . , 0, α1, α2, . . . } , kde předchoźı vektor zač́ıná n nulami. Ukažte, že Sn
w−→

n→∞
0 ,

i když ‖Snx− Smx‖ =
√

2 pro n 6= m a x = ek .

35. Bud’te Tn , Sn ∈ (l2) definovány předpisy

Tnx = {αj

n }
∞
j=1 ; Snx = {α1, 2α2, . . . , n αn, αn+1, αn+2, . . . } , kde x = {αj}∞j=1 .

Ukažte, že Tn −→
n→∞

0 , ale {Sn}∞n=1 nekonverguje ani slabě, i když všechny operátory Sn jsou
omezené.

4.3 Spektrálńı teorie.

1. Operátor T ∈ (X) nazveme idempotentńı, jestliže T 2 = T . Je-li T idempotentńı,

0 6= T 6= I, potom σ(T ) = σp(T ) = {0, 1} . Dokažte.

2. Bud’ T ∈ (X) takový, že T 2 = I T 6= I . Ukažte, že σ(T ) = σp(T ) = {−1, 1} . Ukažte, že
pokud je dimX > 1 , pak operátor̊u s touto vlastnost́ı existuje nekonečně mnoho.

[ Vyšetřete matice tvaru
(

0 t
1
t 0

)]
3. Bud’ M uzavřený podprostor Hilbertova prostoru H , M 6= H , P projektor na M . Najděte
σ(P ) a R(λ, P ) = (λI − P )−1 . [ Užijte cvičeńı 1. ]

4. Necht’ T ∈ (X) a T−1 ∈ (X) . Ukažte, že T a T−1 maj́ı stejné vlastńı vektory (pokud
existuj́ı) a že λ ∈ σ(T ) ⇐⇒ λ−1 ∈ σ(T−1) .

5. Bud’ T ∈ (X) a necht’ T 2 má vlastńı vektor. Potom má T vlastńı vektor. Dokažte.

6. Bud’ X = C(−1, 1) , T ∈ (X) , T x(t) = x(−t) . Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory T .

[ Ukažte, že T 2 = I a užijte cvičeńı 2. ]

7. Bud’te T , S ∈ (X) , λ ∈ C , λ 6= 0 . Ukažte, že

λ ∈ σ(TS) ⇐⇒ λ ∈ σ(ST ) .

Užit́ım operátoru posunu ukažte, že toto tvrzeńı neplat́ı pro λ = 0 .

8. Bud’ T ∈ (X) , λ ∈ C a {xn}∞n=1 , xn ∈ X taková posloupnost, že

‖xn‖ = 1 a Txn − λxn −→
n→∞

0 .

Potom je λ ∈ σ(T ) . Dokažte.

9. Necht’ T , W ∈ (H) , kde H je Hilbert̊uv prostor. Ukažte, že plat́ı

(a) σ(T ) = σ(T ∗) .

(b) Je-li T ∗ = T , potom je S = W ∗TW také samoadjungovaný operátor.

(c) Je-li T ∗ = T , potom σ(T ) ⊂ 〈a,A〉 , kde

a = inf
‖x‖=1

(Tx, x) , A = sup
‖x‖=1

(Tx, x) .
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10. Bud’te T, S ∈ (X) . Ukažte, že plat́ı

(a) T R(λ, T ) = R(λ, T )T (λ ∈ %(T ) .)

(b) Jsou-li λ , µ ∈ σ(T ) , potom

R(λ, T )−R(µ, T ) = −(λ− µ)R(λ, T )R(µ, T ) = −(λ− µ)R(µ, T )R(λ, T ) .

( Prvńı resolventńı rovnice. )

(c) TS = ST ⇐⇒ R(λ, T )S = S R(λ, T ) ∀ λ ∈ %(T ) .

(d) Je-li λ ∈ %(T ) ∩ %(S) , potom

R(λ, T )−R(λ, S) = R(λ, T ) (T − S)R(λ, S) .

( Druhá resolventńı rovnice. )

(e) Je-li λ ∈ %(T ) , ‖S − T‖ ≤ ‖R(λ, T )‖−1 , potom λ ∈ %(S) a plat́ı

R(λ, S) = R(λ, T )
∞∑

n=0

[ (S − T )R(λ, T ) ]n .

(f) R(λ, T ) je kompaktńı právě když je dim X <∞ .

11. Bud’ T ∈ (l2) . Najděte T ∗ , σ(T ) a R(λ, T ) . Rozhodněte, které z operátor̊u jsou kompaktńı
a pro kompaktńı samoadjungované operátory najděte jejich spektrálńı rozklad.

(a) Tx = {ξ1α1, ξ2α2, . . . , ξnαn, 0, 0, . . . } , kde n ∈ N je pevné, x = {αk}∞k=1 , ξj ∈ C .

(b) Tx =
{

αj

j

}∞
j=1

, x = {αj}∞j=1 .

(c) Tx = {ξjαj}∞j=1 , kde {ξj} ∈ c .

(d) Tx =
{

α2
1 ,

α3
2 ,

α4
3 , . . .

}
; Sx = {0, α1,

α2
2 ,

α3
3 , . . . } .

12. Řešte předchoźı úlohu pro př́ıpad T : X → Y , kde X a Y je jeden z prostor̊u

c0 , c , lp , (p ≥ 1).

13. Bud’ X = C(0, 1) ; T ∈ (X) , Tx(t) = v(t)x(t) , kde v ∈ X je pevný prvek. Najděte σ(T ) .

[σ(T ) = σr(T ) = R(v). ]

14. Bud’ X = C(0, 1) , T ∈ (X) , Tx(t) = x(0) + t x(1) . Najděte σ(T ) , rσ(T ) a R(λ, T ) .[
‖T‖ = 2 , σ(T ) = σp(T ) = {0, 1} , R(λ, T )x(t) = x(t)

λ + x(0)+t x(1)
λ(λ−1) + t x(0)

λ(λ−1)2 .
]

15. Bud’ X = L2(0, 1) , T ∈ (X) daný předpisem T x(t) = t x(t) . Ukažte, že T je samoadjun-
govaný a najděte σ(T ) a R(λ, T ) .[
‖T‖ = 1 ; σ(T ) = σc(T ) = 〈0, 1〉 ; R(λ, T )x(t) = x(t)

λ−t .
]

16. Bud’ X = C(−π, π) ; T ∈ (X) ; T x(t) =
π∫

−π

cos(s + t)x(s) ds . Najděte vlastńı č́ısla

a vlastńı vektory T .[
σ(T ) = σp(T ) = {0,−π, π} ;R(λ, T ) = I

λ + T
λ2−π2 + T 2

λ(λ2−π2) .
]

17. Bud’ X = L2(a, b) ; T ∈ (X) ; T x(t) =
t∫

a

K(t, s)x(s) ds , kde K je spojitá funkce na

trojúheńıku a ≤ s ≤ t , a ≤ t ≤ b . Najděte σ(T ) a rσ(T ) .

[σ(T ) = σr(T ) = {0} ; rσ(T ) = 0. ]
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18. Bud’ X = C(0, 1) ; T : D(T ) → X ; T = d
dt . Najděte σ(T ) a R(λ, T ) , jestliže plat́ı

(a) D(T ) = {x ∈ X; x′ ∈ X , x(0) = 0 }

[σ(T ) = ∅ ; R(µ, T )x(t) = x(t)
µ + 1

µ2

t∫
0

e
1
µ (t−s) x(s) ds , kde µ = 1

λ . ]

(b) D(T ) = {x ∈ X; x′ ∈ X }
[σ(T ) = σp(T ) = C ]

(c) D(T ) = {x ∈ X; x′ ∈ X , x(0) = x(1) }

[σ(T ) = σp(T ) = {2nπi}∞n=−∞ ; R(λ, T ) = eλ

eλ−1

1∫
0

eλ(t−s) x(s) ds−
t∫
0

eλ(t−s) x(s) ds . ]

19. Bud’ X = C(0, π) ; T : D(T ) → X ; T = d2

dt2 . Najděte σ(T ) a R(λ, T ) jestliže plat́ı

(a) D(T ) = {x ∈ X; x′′ ∈ X , x(0) = x(π) = 0 }
(b) D(T ) = {x ∈ X; x′′ ∈ X , x′(0) = x′(π) = 0 }
(c) D(T ) = {x ∈ X; x′′ ∈ X , x(0) = x(π) , x′(0) = x′(π) }
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