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Kapitola 1

Metrické prostory.

1.1 Zakladni vlastnosti.

Definice: Mnozinu X nazveme metrickym prostorem, je-li na kartézském soucinu X x X
definovana redlna funkce d s nédsledujicimi vlastnostmi:

1.d(z,y) >0 Vaz,yeX; dz,y) =0 & z=y.

2. d(y,z) =d(z,y) Va,yeX.

3.d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) V a,y,z € X (trojihelnikovd nerovnost).
Funkci d nazgvame metrikou a metricky prostor X zna¢ime téz (X, d).

Priklady: 1. Eukleidovsky prostor R"™ je mnozina uspoiadanych n-tic redlnych ¢isel
x = (x1,22,...,2T,) s metrikou

d(z,y) = {Z |i — yi|2} :
i=1

Analogicky je definovén prostor C" , kde z = (21, 22,...,2,); z; € C.

2. Prostory 1) a 17, tvoif mnozina vSech usporadanych n-tic redlnych nebo komplexnich ¢isel
x = (x1,22,...,2T,) s metrikou

= T > 1: = s — Y.
dy(z,y) {sz yz} , P21 doo(z,y) = max |z —yi

=1

3. Ozna¢me C/(a, b) mnozinu vsech spojitych funkei na uzavieném intervalu (a,b) s metrikou

d(7.9) = mas 17(0) ~ g(0): Fog € Olab)
€(a,b)

4. Prostor s je mnozina viech posloupnost{ realnych nebo komplexnich éisel. Je-li z = {x}72 {,
¥ = {yx}zZ1, potom

Poznamka: K ovéfeni axiomt metrického prostoru pro metriku d,(x, y) z ptikladu 2 budeme
potiebovat Minkowského nerovnost, kterou nyni odvodime.



Lemma: Budte a,b >0, p> 1, ¢ takové, Ze 1% + % = 1. Potom plati

a? bl
ab < — + —.
p q

Diikaz: Pro p = 2 dostaneme zndmou nerovnost 2ab < a? +b2. Je-li p > 1 libovolné, uvazime

funkei ¢(t) = % + % pro t > 0. Tato funkce ma pro t=1 minimum (1) = % + % + 1 (ovéite si

detailng) a tedy 1 = ¢(1) < p(t) ¥Vt > 0. Jestlize polozime t = aib” v , dostaneme

P _ a
asb~t  a1lpr

1< +
p q
a po vynasobeni
a§+l b%+l
ab <
q

Ponévadz plati 1 + g =p, 1+ % = ¢ (ovéfte), plyne odtud tvrzeni lemmatu.

Véta: (Holderova nerovnost)

Budte ay,...,an, bi,...,b, (n € N) nezédporna &isla, p > 1, % + % = 1. Potom plati
1 1
S o< {Satf {3}
k=1 k=1 k=1
Dukaz: Polozme Ay = n“k T, By = — b Podle predchoziho lemmatu plati
{£) {£1]
p Bq
AkBkgik+7k (k:1527 ,TL),
q
neboli
akbk ai bi

i=1

1 T + n .
u P& “ P be
{z} {Zb} P al axb

Sectenim téchto nerovnosti dostaneme

{

Véta: (Minkowského nerovnost)
Budte ay,...,an, b1,...,b, (n € N) nezdpornd, p > 1. Potom plat{

(B} {8} +{80)

n
arby

T

s
i |

a odtud plyne tvrzeni.



Diikaz: Je-li p = 1, je nerovnost ziejm4. Necht je tedy p > 1 . Potom muZeme psat

n

Z(ak +0,)P = chak + Z kb,
k=1 k=1

k=1
kde ¢, = (ax + by)P~L. Podle Holderovy nerovnosti plati
1 1 1
n n q n P n P
(Gk-l-bk)pS{ZCZ} {Zai} —&-{Zbi}
k=1 k=1 k=1 k=1

a odtud

>
107

(ar + bg)P

{é(ak +bk)Q(p—1>}‘l’ - {’;az}

s =
_|_
—N—
S
i
(ot
>3
——
=

Ponévadz je % + é =1, plyne odtud, ze q(p — 1) = p,

coz je dand nerovnost.

Poznamka: Holderova i Minkowského nerovnost plati i pro nekoneéné rady nebo integraly.
Je vsak tfeba doplnit predpoklady o jejich konvergenci. Tyto skutecnosti pozdéji uptesnime, az je
budeme pouzivat. Tedy zatim formalné:

Holderova nerovnost

> larbi| < { |ak|p} {Dbm}
k=1 k=1 k=1
b

1@l < [ 15 i / lg() |7 de

a a a

(=l
o =
Q=

Minkowského nerovnost

(] (5] {5
k=1 k=1 k=1

b % b % b
/ @) + g de < / P + / g(@)P da

=

Definice: Bud {z,}2°; posloupnost bodi metrického prostoru X. Rekneme, ze posloupnost

{z,,} konverguje k bodu z, jestlize lim d(x,,z) = 0, nebo strucénéji zapséno d(z,,z) — 0.
n—oo n—oo




Pozndmka: Ukazuje se, ze v prostorech uspofddanych n-tic [R" =13, 1, 17 ] riizné predpisy

pro metriku neovlivni skutecnost, ze néjaka posloupnost bodu konverguje.

Definice: O dvou metrikdch d a d’ na prostoru X fekneme, ze jsou ekvivalentni, jestlize
existuji konstanty «, 5 > 0 tak, ze Vz,y € X plati

ad(z,y) < d'(z,y) < fd(x,y).

Poznamka: Je-li posloupnost {z,} bodu metrického prostoru X konvergentn{ v metrice d ,
je konvergentni i v metrice d’ a obrdcené.

Definice: Bud X metricky prostor, z € X bod, € > 0 realné &islo. Potom g-okolim bodu z
rozumime mnozinu

S(x;e) ={y € X;d(z,y) < &}.

Jsou-li A, B C X dvé nepréazdné mnoziny, pak jejich vzdédlenosti rozumime ¢&islo

d(A,B)= inf d .
(A, B) et (z,y)

Prumérem mnoziny A, ktery budeme znacit §(A) rozumime ¢islo

0(A) = sup d(z,y).

z,yeA

Je-li 0(A) < oo, fekneme, Ze A je omezend mnozina.

Pozndmky: 1. Mnozinu S(x;¢) nazyvame také nékdy kouli (nebo otevienou kouli) o stfedu
x a poloméru €.

2. Misto oznaceni S(x;¢€) se téz uz{va znaceni B(x;¢e) nebo U(x;e).

Lemma: Sjednoceni koneé¢ného poctu omezenych mnozin je omezend mnozina.

Diikaz: Budte z,y € AU B libovolné dva body, a € A, b € B pevné body.
Potom plati d(z,y) < 6(A), je-li z,y € A, d(z,y) < §(B), je-li z,y € B.
Pro x € A,y € B plati

d(z,y) < d(z,a) +d(a,b) + d(b,y) < §(A) +d(a,b) + §(B) < oco.

Definice: Bud X metricky prostor G, F C X jeho podmnoziny. Rekneme, ze G je oteviend,
jestlize ke kazdému bodu =z € G existuje okoli S(z;¢) takové, ze S(z;¢) C G. O mnoziné F'
rekneme, ze je uzaviend, je-li X — F' oteviend mnozina.

Poznamky: 1. Plati téz obricené: je-li G oteviend mnozina, potom je X — G uzaviena
mnozina. Skuteéné je X — (X — G) = G a tedy X — G je uzaviend mnozina.

2. Uzavienost a otevienost mnoziny se nevylucuji. Existuji tedy mnoziny, které jsou zaroven
uzaviené i oteviené. Piikladem je cely prostor X a prdzdnd mnozina 0.



Lemma: Mnozina S(z;¢) je oteviena.

Dukaz: Bud a € S(z;¢). Potom je d(z,a) < € a exis-
tuje tedy ¢islo 6 > 0 tak, ze d(z,a) + d < e. Déle plati,
ze S(a;0) C S(x;e). Skutecne, je-li y € S(a;0), plati
d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) <d(z,a) +J <ea S(z;¢) je
oteviend mnozina.

! Véta: Sjednoceni libovolného systému a prunik konec¢ného systému otevienych mnozin
je oteviend mmnozina. Prunik libovolného systému a sjednoceni koneéného systému uzavienych

mnozin je mnozina uzaviena.

Dukaz: 1. a) Bud G,(a € A) systém otevienych mnozin a z € |J G,. Pak existuje g tak,

acA

ze x € Gy, atedy i
S(x;e) C Gy, C U Gao
acA

pro néjaké € > 0.

n
b) Je-lliz € (| G, pak x € G pro j =1,2,...,n a tedy existuji €1,€9,...,€, > 0 tak, ze
j=1

J

Polozime-li g = min{eq, €9, ..

S((L‘,Ej)CGj (j:l,?,...,n).

.,€n} , potom S(z;e0) C Gj pro j =1,2,...,n, tedy

n

S(x;e9) C ﬂ G,.

j=1

2. Tvrzen{ pro uzaviené mnoziny plyne z de Morganovych pravidel. Budte F, (a € A)
uzaviené mnoziny. Potom jsou G, = X — F|, oteviené a plati F, = X — G,. Odtud

() Fo=X-{JGa

aEA acA

a vzhledem k otevienosti mnoziny |J G, dostaneme okamzité tvrzeni. Analogicky plati

Poznamky:

a€EA
Un-x-(e,
j=1 j=1

1. Jestlize uvazujeme spocetné pruniky otevienych mnozin, nemusime jiz dos-

tat otevienou mnozinu. Analogicky spocetné sjednoceni uzavienych mnozin nemusi byt uzaviena
mnozina. Dostavame dalsi systémy mnozin t. zv. G5 a F, mnoziny. Tedy fekneme, ze A je mnozina

typu Gs , je-li



kde G,, jsou oteviené. Analogicky B je mnozina typu F , je-li

B= f_len,

kde F,, jsou uzaviené.

2. Predchozi véta ddva moznost zavedeni obecnéjsi struktury na dané mnoziné X, nez je
metrika, a sice topologie. Topologii 7 na mnoziné X budeme rozumét takovy systém podmnozin
X, ktery ma prvni vlastnost z predchozi véty; tedy sjednoceni libovolného systému mnozin
z 7 a prunik libovolného kone¢ného systému mnozin z 7 je opét mnozina z 7. Tyto mnoziny budeme
nazyvat oteviené a dvojici (X, 7) nazveme topologickym prostorem.

Definice: Bud X metricky prostor, A C X podmnozina. Rekneme, ze x € A je vnitinim bodem
A | jestlize existuje takové okoli S(z;¢), ze

S(x;e) C A.

Mnozinu v8ech vnitinich bodi mnoziny A nazyvame jejim vnitikem a ozna¢ime Int A. Uzdvérem
mnoziny A nazyvdme mnozinu vSech bodu z € X takovych, ze

d(z,A)=0
a zna¢ime A . Hranici mnoziny A nazveme mnozinu

F(A)=0(A)=ANn(X - A).
Véta: Int A je oteviend mnozina. Mnozina G je oteviend pravé kdyz G = Int G .

Dtkaz: Prva cast tvrzeni je ziejma.
a) Bud G oteviend mnozZina. Je zfejmé, Ze Int G C G. Déle je kazdy bod x € G vnitinim

bodem G, neboli
G CInt@G.

b) Nechf obrécené G C Int G. Potom s kazdym bodem x € G pati{ do G i jisté okoli S(z;¢e) a to
je charakterizace oteviené mnoziny.

Véta: A je uzaviend mnozina. Mnozina F je uzaviend pravé kdyz F = F.
Diitkaz: Bud G = X — A a € G libovolny bod. Potom je d(z, A) > 0 a na piiklad
1
S(x; §d(x,A)) CcG.
Mnozina G je tedy oteviend a A je uzaviend. Je ziejmé, ze F C F.

a) Je-li F = F, pak je F uzavieni. B
b) Obricené kdyby F byla uzaviend a existovalo © € F — F| je x € X — F a existuje okol{

S(z;e) c X —F.
Potom ale nemuze byt d(x, F) = 0 a to je spor s definici uzédvéru mnoziny.
Véta: Bud z € X, A C X podmnozina. Potom = € A pravé kdyz existuje posloupnost

(oo} ~
{zn}olq, on € A tak, ze x, a2



Dikaz: a) Je-li {z,,} posloupnost bodu z véty, potom d(z,,z) — 0 a tedy d(z, A) =0.
n—oo
b) Je-li d(x, A) = 0, potom ke kazdému n € N existuje takové x,, € A, ze d(x,,x) < %, neboli

T, — T.
n—oo

Definice: Bud X metricky prostor, A ¢ X podmnozina. Rekneme, ze bod z € X je
hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli bodu z obsahuje nekonetné mnoho bodu
mnoziny A. Bod mnoziny A, ktery neni jeho hromadnym bodem, nazyvame izolovanym bodem.

Véta: Bod z € X je hromadnym bodem mnoziny A C X pravé kdyz existuje posloupnost
bodu
Ty € A, x, #x tak, ze lim z, = z.

n—oo

Ditkaz: a) Bud z € X hromadny bod mnoziny A. Potom koule S(z; 1) obsahuje nekonecné
mnoho bodi A a zvolme

1
Tp € S(x; ﬁ)

Tim dostaneme pozadovanou posloupnost.
b) Je-li obréicené
T, €A, Ty 7é T, Tp =z
n—oo

potom je zfejmé x € X hromadny bod A.

Poznamka: Z predchoziho plyne, Ze mnozina A je uzaviend pravé kdyz obsahuje vSechny své
hromadné body.

1.2 f]plné, separabilni a kompaktni prostory.

Definice: Bud X metricky prostor, A C X podmnozina. Rekneme, ze A je hustd v X, je-li
A=X.

Piiklad: Bud X = R, A = Q (racionaln{ ¢fsla). Potom A = R. Existuji vak i jiné husté
podmnoziny (vlastn{). Je-li B mnozina vSech iraciondlnich &fsel, je opét B = R. Mezi témito
piiklady vsak existuje podstatny rozdil, ktery bude v dalsim dulezity. Mnozina A je spocetna,
zatimco B neni.

Definice: Bud X metricky prostor. Rekneme, ze posloupnost {z,,}5%, bodi prostoru X je
cauchyovska nebo fundamentdlni, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje pfirozené ¢islo ng tak, ze pro

v8echna n,m > ng plat{ d(x,, z;,) < e. Prostor X nazveme dplnym, jestlize kazda cauchyovska
posloupnost bodu prostoru X je konvergentni v X.

Poznamka: Neni tézké ukazat, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska, obracené
tvrzeni vSak neplati.



Priklad: Prostor R" je uplny.

Ditkaz: Bud {z(®}%2, cauchyovska posloupnost v R", (%) = (scgk)wék), e ,x%k)). Je-li

k,l—o0

I k) (DY — . k) Oy21h

m A, <0, tedy i (30—l <o
xl(k) — xgl)| =0 proi = 1,2,...,n. Tedy posloupnost {xgk)}gozl je cauchyovskd
(k)

%

potom je lim |
k,l—o0

pro i = 1,2,...,n a tudiz konvergentni. Ozna¢me z; = lim z;’, x = (z1,22,...,2,). Nyni je

k—o0

ziejmé, ze x = lim ().
k—o0

Véta: Bud X metricky prostor a nechf A C X je tiplnd mnoZina. Potom je A uzavieni.

Diikaz: Bud a € A. Potom existuje posloupnost

T, € A tak, ze x, — a.

n—oo

Ponévadz je A plnd mnozina a {r,} cauchyovskd, musi byt a € A, tedy A = A.

Poznamka: Priedchozi véta ukazuje, ze uplnost mnoziny je vlastnost nezavisla na prostoru,
ve kterém lezi. Obracené tvrzeni ale plati pouze v uplnych prostorech.

Véta: Bud X dplny metricky prostor, A C X. Potom je A uzaviend pravé kdyz je tplna.

Dikaz: a) Je-li A tplnd, je podle predchozi véty uzaviena.
b) Bud A uzaviend, tedy

A=A a {x,}°, cauchyovska posloupnost, x, € A.

Ponévadz X je uplny prostor, existuje a = lim z,, a € X. Z uzavienosti A plyne, ze a € A.

n—oo

Definice: Metricky prostor X nazveme separabilni, jestlize v X existuje hustd spocetna
podmnozina.

Piiklad: Prostor R" je separabilni.

Diukaz: Uvazme mnozinu vsech bodu tvaru r = (rq,72,...,7,), kder; € Qproi=1,2,...,n.
Tato mnozina je spocetnd (dokazte) a tvoii hustou podmnozinu.

Véta: Kazda podmnozina separabilniho metrického prostoru X je separabilni.

Ditkaz: Bud Y C X, A C X hustd spofetnd podmnoZina, neboli
Z:X, A:{l‘l,l‘g,...}.

Oznacme

1
Smn =S(@m;—) pro myn=1,2,....
n

)



Tento systém je spocetny. Je-li Y NS, ,, # 0, zvolme libovolné bod &, € Y NSy, . Mnozina
B vsech téchto bodil je spoéetné a ukazeme, Ze je hustd v Y. Bud 2 € Y libovolny bod a n € N
libovolné. Potom existuje x,, tak, ze

1
d(z,zm) < —, tedy £ € YN S, .
n
Pro pifslusné &, ., plati d(Zm, &mn) < % a odtud

A, ) < A, 2) + Al ) <

Lemma: Nechf mnoziny G (A € A) tvofi disjunktni systém neprazdnych otevienych mnozin
v separabilnim prostoru X. Potom je A spocetnd mnozina.

Diikaz: Bud A husté spoc¢etnd podmnozina X. Kazdému X € A pfifadme bod zy € A tak,
ze x5 € G. Tyto body tvofi spocetnou mnozinu B C A. Je-li nyni A\; # Aq, pak nutné Gy, # Ga,.
Kdyby bylo x), = x),, potom G, NGy, # 0 a tedy A\; = Aa. Tim dostaneme prosté zobrazeni A
na B a A je spocetna.

Definice: Bud A mnozina. Rekneme, Ze systém mnozin By (XA € A) tvoif pokryti A, jestlize

AC UB)\.
AEA

Véta: (Lindelofova pokryvaci véta)
Bud X metricky prostor, Y C X separabilni podmnoZina. Bud'te G () € A) oteviené mnoziny
pokryvajici Y. Potom existuje spocetna ¢ast

S CA tak,ze YC |Gy
AED

Diikaz: Bud A C Y hustd spocetnd podmnozina tvoifend body z1, s, ... a uvazme koule

Smn:S(xm,ﬁ) (m,n=1,2,...).

)

Tyto koule tvoii spocetny systém. Je-li z € Y, pak existuje Sy, tak, ze z € S, ,, C Gy pro
néjaké A (G jsou oteviené). Oznaéme odpovidajici mnozinu Gy jako G, ,. Ponévadz takto
vybrané koule pokryvaji Y, staci tedy vybrat piislusné mnoziny G, , z daného pokryti tak,
ze Sy C G-

Poznamka: Predchozi véta je topologicka charakterizace separabilniho prostoru. Tedy sepa-
rabilni topologicky prostor je takovy, ze z kazdého jeho pokryti otevienymi mnozinami je mozné
vybrat spocetné pokryti.

Definice: Metricky prostor X nazveme kompaktni, jestlize kazda posloupnost bodu X obsa-
huje vybranou posloupnost konvergentni v X.

Pi#iklad: Libovolny uzavieny interval (a,b) C R je kompaktni. Analogicky kazdy interval
1= <a1,b1> X <a2,b2> X oo X (an,bn>

je kompaktni v R".



Definice: Bud X metricky prostor. Rekneme, ze mnozina K (g) C X tvoii e-sit prostoru X,
je-li
d(z, K(e)) < ¢ pro kazdé = € X.

O mnozing A C X fekneme, Ze je totdlné omezend, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje konetnd
e-sit A.

Lemma: Kazda totalné omezenad podmnozina metrického prostoru je omezena.

Diitkaz: Bud A C X totalné omezena. Pak existuje kone¢nd 1-sit
K(l) = {al,ag,...,ak} CcCA
tak, ze d(z, K(1)) <1 Vz € A. Nyni plati

k

AC U S(aj;l)

Jj=1

a sjednoceni omezenych mnozin je omezend mnozina.
Lemma: Kazdy totalné omezeny metricky prostor je separabilni.

Diikaz: Bud X totdlné omezeny. Potom ke kazdému n € N existuje koneéna %—sit’ K (%)

oo J—
a oznacme A = |J K(1). A je spocetnd a ziejmé A = X.
n=1
! Véta: Metricky prostor X je kompaktni pravé kdyz je tiplny a totalné omezeny.

Dukaz: 1. Bud X kompaktni, {z,}5°; libovolnd cauchyovska posloupnost. Ta obsahuje kon-
vergentni podposloupnost a je tedy sama konvergentni. Odtud plyne, ze X je uplny metricky
prostor.

Necht pro néjaké € > 0 neexistuje koneéns e-sit X. Zvolme libovolné z; € X; potom existuje
zy € X tak, ze d(z1,22) > e. Bud 2,41 € X takovy bod, ze d(zy41,2;) > e proj=1,2,...,n.
Tim dostdvame posloupnost, ze které nelze vybrat konvergentni podposloupnost a to je spor
s kompaktnosti X.

2. Bud X 1plny a totdlné omezeny a necht
{3, 2, € X

je libovoln4 posloupnost. Ponévadz je X totalné omezeny, existuje koneénd 1-sif X a tedy koule
S1, kterd obsahuje nekoneéné mnoho bodu posloupnosti {x,}. Oznac¢me ji {xSS)}. Ponévadz S
je totalné omezend, existuje konecna %—si‘c7 S1 a tedy koule Ss, kterd obsahuje nekonetné mnoho

bodt {xg)} Ozna¢me ji {aaE?’} Jestlize budeme takto pokracovat déle, sestrojime posloupnost
{x%k)}, ktera lezi v kouli Sy o poloméru % Hledana vybrana posloupnost je nyni nasledujici:

{;vgl),xg)w..,m;"),...}7

kterd je zfejmé cauchyovska (odvod'te detailné) a tedy konvergentni, ponévadz X je tiplny prostor.
Dusledek: Mnozina K C R" je kompaktni pravé kdyz je omezend a uzaviena.

Dukaz: Ponévadz je R™ tplny prostor, je uzaviend podmnozina tplnd. Dalsi ¢4st plyne
z toho, Ze kazdd omezend podmnozina R" je totdlné omezend. To je ponechéno jako cviceni.
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Véta: Budte Xi, Xs,... neprézdné a kompaktni mnoziny a necht

X1 D Xs D---. Potom je ﬂX";é@.

n=1

Dikaz: Zvolme z, € X,, (n=1,2,...). Pak existuje vybrand posloupnost

{zk, 102, tak, ze xg, e X1

(X1 je kompaktni). Je-li nyni ng libovolné, pak pro k, > ng plati zx, € X, C X,, a tedy
oo
x € Xp,. Ponévadz ng bylo libovolné, je x € X;, Vn € N, tedy z € [ X,.

n=1

Piiklad: Jestlize budeme v predchozi vété predpokladat pouze uzavienost, véta jiz neplati.
Bud X,, = (n,o00). Potom je

X1DXyD-o, ale ()X, =0
n=1

Véta: (Borelova pokryvaci véta)
Bud’ X kompaktni metricky prostor, G5 (A € A) pokryt{ otevienymi mnoZinami. Potom exis-
tuje kone¢na cast X C A tak, ze
X = U Gy.

e
Dikaz: Ponévadz X je separabilni, je podle Lindel6fovy véty mozno z daného pokryti vybrat
spocetné pokryti. Oznacéme je .
Hy, Hy,--- , tedy | J H,=X.
p=1
Bud'te
Kn:Hlu"'Uan L,=X-K,.

Potom jsou mnoziny L, uzaviené a tedy kompaktni. Déle

Ly DLy D--- a pritom ﬁLp:X—GKp:X—GHp:(Z).

p=1 p=1 p=1

no
Podle pfedchozi véty musi tedy existovat ng tak, ze L,, = 0 a tedy X = |J Hp.
p=1

Poznamka: Borelova pokryvaci véta je topologickd charakterizace kompaktnosti. Tedy to-
pologicky prostor je kompaktni, jestlize z kazdého otevieného pokryti je mozno vybrat konecné
pokryti.

1.3 Zobrazeni metrickych prostori.

Definice: Budte (X,d) a (Y, @) dva metrické prostory, f : X — Y zobrazeni. Rekneme, ze f
Je spojité v bodé z¢ € X, jestlize k libovolnému & > 0 existuje 0 > 0 tak, ze jakmile d(zx, z¢) < 4,
potom o(f(x), f(x0)) < e. Rekneme, Ze f je spojité na X, je-li spojité v kazdém bodé z € X.
Poznamka: Predchozi definice fiké, ze ke kazdému okoli

V={yeY;o(y, f(xo)) <e} bodu f(xo)
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existuje okoli
U ={zeX;d(x,z9) <} bodu z

tak, ze f(U) C V. Tim dostaneme ekvivalentni formulaci spojitosti f. Jestlize navic pfijmeme
dohodu, ze okolim bodu v topologickém prostoru budeme rozumét libovolnou otevienou mnozinu,
obsahujici x, dostaneme topologickou charakterizaci spojitosti.

Véta: Zobrazeni f: X — Y je spojité v bodé zy € X pravé kdyz ke kazdému okoli V' bodu
f(xo) existuje okoli U bodu xq tak, ze f(U) C V.

Poznamka: V metrickych prostorech je spojitost v bodé téz mozno formulovat pomoci po-
sloupnosti.
Véta: Zobrazeni f: X — Y je spojité v bodé xg € X pravé kdyz pro kazdou posloupnost
Tn € X» Lyn — X0 Plati f(.’l?n) - f({)i‘o) :
n—oo n—oo

Dukaz: a) Bud f spojité v bodé g € X, {z,} (z, € X) takova posloupnost, ze lim x, = zg
n—oo

a ¢ > 0 libovolné. Potom existuje § > 0 tak, ze jakmile

d(z,z0) <9, pak o(f(x), f(zg)) <e.

Ponévadz x,, — ¢, existuje index ng tak, ze pro Vn > ng plati d(z,, z¢) < ¢ a tedy
() £(z0)) < =, noboli Tim_ f(z) = f(zo).

b) Nechf f nenf spojité v bodé zg. Potom existuje ¢ > 0 tak, 7e ke kazdému &, = % > 0
existuje z,, € X tak, ze

Alan,0) < =, ale @(f(wn), f(z0)) 2 <.

Tedy posloupnost { f(z,)} nemuze konvergovat k f(xg).
Poznamka: V dalsim zformulujeme podminky spojitosti na celém prostoru X.

Definice: Bud f spojité zobrazeni metrického prostoru X na metricky prostor Y. Je-li zob-
razeni f~! (pokud existuje) spojité, fekneme, 7e f je homeomorfni nebo topologické zobrazeni.
O prostorech X a Y pak fekneme, ze jsou homeomorfni.

! Véta: Budte X a Y metrické prostory, f : X — Y zobrazeni. Potom jsou nésledujici
podminky ekvivalentni.

a) f je spojité na X.

b) Je-li G C Y libovolna oteviend mnozina, pak je f~!(G) oteviend v X. Tedy vzor kazdé
oteviené mnoziny je mnozina oteviena.

c) Je-li I C Y uzaviend mnozina, je f~1(F) uzaviend v X. Tedy vzor kazdé uzaviené mnoziny
je mnozina uzaviena.

Dukaz: 1. Bud f spojité na X, G C Y libovolné oteviend mnozina, f(x) € G, V okoli bodu
f(z) takové, ze V C G. Potom existuje okoli U bodu z tak, ze

f(U)YCV CG, tedy Uc fH4G)

a odtud plyne, ze f~1(G) je oteviend mnozina.
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2. Necht pro kazdou otevienou mnozinu G C Y je f~1(G) oteviend v X a bud V okoli bodu
f(x). Potom je f~1(V) oteviend mnozina a polozme U = f~1(V). Plati tedy f(U) C V, coz jsme
chtéli dokézat.

3) Ekvivalence b) < ¢) plyne okamzité ze vztahu
Y -G) =X~ f74G).

Poznamka: Vlastnost b) z predchozi véty je topologickd charakterizace spojitého zobrazeni
a slouzi v obecném topologickém prostoru za definici spojitosti.

! Véta: Budte X a’Y metrické prostory, f : X — Y spojité zobrazeni a nechf je X kompaktni.
Potom plati.

a) f(X) je kompaktni.

b) Je-li f prosté, jei f~! spojité, tedy f je homeomorfni zobrazeni.

Diikaz: a) Necht y,, € f(X) je libovolné posloupnost. Potom existuji z,, € X tak, ze f(z,) =
= yp. Posloupnost {z,} obsahuje konvergentni podposloupnost zp, — = € X. Ze spojitosti f
n—oo
plyne, ze

Yo = [(@r,) — f(@)

o0
a f(X) je kompaktni.
b) Je f~1: f(X) — X a bud F C X libovoln4 uzaviend mnozina (tedy kompaktn{). Potom
je [f7Y7Y(F) = f(F) a ponévadz je f(F) kompaktni, je automaticky uzaviena. Tedy vzor kazdé
uzaviené mnoziny je mnozina uzaviend a f~! je spojité.

Diisledek: Bud f spojité zobrazeni metrického prostoru X do R. Je-li X kompaktni, pak
f(X) obsahuje nejmensi a nejvétsi ¢islo. Jinymi slovy kazd4 spojitd redlnd funkce na kompaktnim
metrickém prostoru nabyva své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Diikaz: Bud
o= inf f(X), B =sup f(X).
Ponévadz je o(f(X),a) = 0, plati

ae f(X) = f(X).

Poznamka: V dalsim se budeme zabyvat otdzkou vnofeni metrického prostoru do tplného
metrického prostoru.

Definice: Bud f zobrazeni metrického prostoru (X, d) na metricky prostor (Y, @). Rekneme,
ze f je izometrické zobrazeni nebo izometrie, jestlize pro vsechna z,y € X plati

d(z,y) = o(f(z), f(y)) -

Poznamka: Je ziejmé, ze kazda izometrie je prosté zobrazeni. Jednoduché ukazky izometrif
jsou na piiklad shodné zobrazeni znama z elementarni geometrie.

Definice: Bud (X, d) libovolny metricky prostor. Uplny metricky prostor (X*,d*) nazveme
zuplnénim nebo Uplnym obalem prostoru X, jestlize plati

a) X je izometricky s podprostorem X prostoru X*.

b) Xy = X*, tedy Xj je husty v X*.
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b
Piiklad: Bud X = C(a,b) s metrikou d(z,y) = [|z(t) — y(¢)|dt a polozme a = —1,b = 1.

a
Ukézeme, ze X neni v této metrice uplny prostor. Uvazme posloupnost

0 pro —-1<ZtL0,
Tn(t) = nt pro 0<t<?i,
1 pro %<t§1.

Tm,

sie T
- 4

Necht n > m. Potom

0 pro —1<t<0,

(n—m)t pro 0<t<4i
1 1

1—mt pro = <t< o
1

0 pro E<t§1'

/\:vn(t)fszzm(t)|dt:——i — 0.

1
2m  2n m,n—oo

Tedy posloupnost {x,} je cauchyovskd, nekonverguje vsak v prostoru C(—1,1). Je totiz

. 0 pro —-1<Z<t<L0,
z(t) = nler;Oxn(t), kde z(t) = { 1 pro 0<t<1.

! Véta: Ke kazdému metrickému prostoru existuje tplny obal. VSechny tplné obaly k danému
metrickému prostoru jsou izometrické.

Dukaz: Dukaz véty je konstruktivni, tedy ukazuje, jak dplny obal vypadd a provedeme jej
v nékolika krocich. Bud X dany metricky prostor.

1. Mnozinu v8ech cauchyovskych posloupnosti prostoru X rozlozime na tiidy pomoci ekvi-
valence. Dvé posloupnosti {z,} a {y,} nazveme ekvivalentni a ozna¢ime {z,} ~ {y,}, jestlize
d(z,,yn) — 0. (Ukazte, ze tento vztah ekvivalence je reflexivni, symetricky a transitivni.) Tim

n—oo

se vS8echny cauchyovské posloupnosti X rozpadnou na ekvivalentni tfidy, které budeme znacit
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x*,y*,... a X* mnozinu vSech téchto tiid. Dale ' = {z,z,...}, kde € X znac¢ime tak zvané
staciondrni posloupnosti, nebo pfesnéji ekvivalentni tiidu posloupnosti, obsahujici z’.

2. V X* zavedeme metriku

d*(z*,y*) = lim d(zn,yn),

n—oo

kde {z,} € z*a{yn} € y* jsou libovolné cauchyovské posloupnosti. Ukézeme, ze d* nezdvisi na
vybéru {x,} a{y,} a ze tvori skuteéné metriku. Nejdfive vsak musime dokézat, ze limita na pravé
strané existuje. Plati

< |d(xn7yn) - d(xnaym” + |d(xn7ym) - d(mmaym)‘ < d(ynvym) + d(xnvl'm) — 0.

n,Mm—00

Je totiz

d(xmyn) < d(xmym) + d(y'rmyn) a d(mna ym) < d(l‘n,xm) + d(Imaym) .

Tedy ciselnd posloupnost s, = d(@n, yn) je cauchyovskd a existuje lim d(zn,yn).
n—oo
Bud'te
{xszl)}7 {%(12)} exr* a {yr(Ll)}7 {y1(12)} € y* '

Potom plati

A, y) - d@@, D)) < (), al) + dD,yP) — 0

n
n—oo

a d* nezdvisi na vybéru posloupnosti {z,}, {yn}. Je totiz
Az yV) < d(@ ) + d(@?,y?) + d(y? ).

Pokud se tyce ovéfeni axiomu metriky, je ziejmé, ze vlastnosti 1. a 2. plati. Ohledné trojihelni-
kové nerovnosti plati
Vn €N d(zn, 2n) < d(@n, yn) + d(Yn, Tn)

a odtud
lim d(z,,z,) < lim d(zn,yn) + lIm d(yn, 2,)

n—oo

neboli

3. Prostor X* obsahuje cast X, kterd je izometricka s X. Jestlize jako Xy oznac¢ime mnozinu
vsech staciondrnich posloupnosti ' = {z,x, ...} pro z € X, je zFejmé, ze

d(z,y) = lim d(z,y) =d"(z',y').
n—oo
Tedy zobrazen{ z — 2’ je izometrie.
4. Xg = X*. Je-li z* € X* libovolny bod a {x,,} € x*, pak
Ve >0 dng € N tak, ze Vm,n >ng je d(xn, xm) <&
a polozme 2’ = {x,,}. Potom plat{

¥ €Xp a d*(z*,2') = lim d(z,,x,,) <€

n—oo

a tedy Xy = X*.
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5. X* je uplny prostor. Pfipomenme nejdiive, ze kazda cauchyovskd posloupnost {z,} bodu
prostoru X reprezentuje prvek z* € X*, neboli cauchyovskd posloupnost {z/ } prvku z/ € Xq
konverguje k prvku * € X. Je-li nyn{ {z;}2° ; libovolnd cauchyovskd posloupnost bodu X*, pak

1 —
VneN Fz € Xy tak, ze d*(z),,z),) < — (je Xo=X").
n

Odtud plyne, ze {z}} konverguje a lim z} = z*.
n—oo

6. X* je urceno jednoznacné az na izometrii. Bud'te X* a X** dvé ziplnéni prostoru X. Potom
platif X* = X, a X** = Xj a definujme zobrazeni ¢ : X* — X** piedpisem (z') = 2’ pro
7' € Xg. Je-li z* € X* libovolny bod, potom existuje posloupnost

/! /! > ! *
{z;,}, = € Xo tak, ze x), Rt

Ponévadz X** je tplny prostor, existuje
¥ e X tak, ze ), — x** a polozme ¢(z*) = x**.
Ukézeme, Ze ¢ je izometrie. Bud'te z*, y* € X* libovolné body, {z/,}, {y.}; =, v, € Xo takové, ze
=y, =yt v X* ataké z, — ¥y, — gt v X

Potom je

d*(z%,y") = lim d*(z7,,y,) = lim d(zy,ya) = lim d*(a],,y,) = d™" (=", y™)

n—oo n—00 n—oo

a @ je izometrie.

Definice: Bud X metricky prostor, f : X — X zobrazeni. Rekneme, ze f je kontraktivni
zobrazen{ nebo kontrakee, jestlize existuje a € (0, 1) tak, Ze pro vSechna x,y € X plat{

d(f (), f(y)) < ad(z,y).

Poznamky: 1. Kazda kontrakce je spojité zobrazeni. Skute¢né, je-li z,, — =, potom
f(x,) — f(x) podle definice kontrakce.

2. V Gplném metrickém prostoru plati t. zv. véta o pevném bodu pro kontraktivni zobrazeni,
kterd mé velmi dulezité aplikace.

! Véta: (Banachova véta o kontrakcich)
Bud X tplny metricky prostor, f : X — X kontraktivni zobrazeni. Potom existuje pravée
jeden bod z € X tak, ze f(z) = x. Tento bod nazyvame pevnym bodem zobrazeni f.

Dikaz: 1. Existence
Bud zg € X libovolny bod a uvazme posloupnost {z,}, definovanou predpisem

Tp = f(xp_1) Vn € N.
Uk&Zeme, 7e {x,} je cauchyovskd. Bud'te m,n € N, m > n. Potom je m = n+k, kde k € N a plati
d(.’Em, 5En) = d(xn+k7 xn) = d(f(xn+k71)v f(xnfl)) < ad(xn%»kfl» xnfl) .
Odtud indukei plyne, ze d(zm,, z,) < a™d(xk, zg). Ale

d(zo, 1)

d(zg,z0) < d(zo,z1)+d(21, 20)+- - +d(zp_1, ) < {1+at+a?+- -+ 11d(xg, 1) < —a
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(Je oo € (0,1)). Neboli

n

d(xm,xn)gla d(zg,z1) — 0.

— m,n— oo
Ponévadz X je tplny metricky prostor, je posloupnost {z,} konvergentni, tedy lim z, = =z.
n—oo

Vzhledem ke spojitosti f plati

f(z)=f(lim z,) = lim f(z,) = nh_)rr;o Tpy1 =T

n—oo n—oo

a x je tedy pevny bod f.

2. Jednoznacnost
Necht f(x) = 2 a f(y) = y. Potom plati
d(z,y) =d(f(), f(y)) < ad(z,y).
Ponévadz je a € (0,1), plati d(z,y) =0, tedy = = y.

Pozndmka: Predpis x,+1 = f(x,) uddva metodu priblizného feseni tlohy f(x) = x. Zaroven
je mozno udat chybu po n-té aproximaci. Plati

d(xm; xn) S

a pro m — oo dostaneme

d(z,z,) < la

Piiklad: Uvazme otazku fesitelnosti Cauchyovy tdlohy

yl = f(t7y)7 y(to) =% Vv C(CLJ))

Tato tloha je ekvivalentni s feSitelnosti integrdlni rovnice
t
y(t) =wo +/f(T,y(T))dT-
to

Oznacme

T(y) = yo + / fry(r)dr

a predpokladejme, ze spojita funkce f spliuje Lipschitzovu podminku

|f(t7y1) - f(t7y2)| < K|y1 _y2|'

Potom plati

T(y) - T(2)| = | / f(r,y(r))dr - / f(r,2(r))dr| < / () — F(r2(r)ldr <
a<t<b

<K / ly(r) — 2(r)ldr < K(b— a) max |y(t) — =(1)|
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pro t > tg. Analogicky odhad dostaneme vsak i pro t < tg, jen musime uvézit

/|f(7',y(7')) — f(7, z(7))|dT .

Odtud plyne, ze
max |T(y) —T(z)| = d(T'(y), T(z)) < K(b—a)d(y,z).

a<t<b

Je-li K(a —b) < 1 (¢ehoz se d& vzdy dosdhnout, je-li ty € (a,b) a tento interval je dostatecné
maly), dostaneme odtud, ze T' je kontrakce a dana tloha m4 jediné feSeni.
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Kapitola 2

Normované prostory.

2.1 Normované a unitarni prostory.

Poznamka: V dvodu pripomeneme nékteré znamé pojmy z linedrni algebry. Pod pojmem
Ciselné téleso budeme rozumét mnozinu realnych c¢isel R nebo mnozinu komplexnich ¢isel C.
Teéleso budeme obycejné znacit ®.

Definice: Bud X mnozZina, jejiz prvky budeme znagéit , v, ..., ® téleso, jehoz prvky budeme
znatit a, 3,. ... Rekneme, 7e X tvoif linedrni vektorovy prostor nad télesem ®, jsou-li v X de-
finovdny 2 operace: s¢itdn{ vektoru (prvki) X a ndsobeni prvku X elementy @ (skaldry), které
maji nésledujici vlastnosti:

Ay Ke kazdé dvojici x,y € X existuje jejich soucet z 4+ y € X.

Ay z+y=y+z Vz,yeX.

As z4+@W+2)=(r+y) +2z Vo,y,z € X.

A4 Existuje prvek 0 € X, nazyvany nulovy vektor tak, ze x + 0 =z Vz € X.

As Ke kazdému = € X existuje prvek —z € X, nazyvany opacny vektor tak, ze z 4+ (—z) = 0.

M; Ke kazdému x € X a ke kazdému « € ® existuje jejich soucin ax € X.
My a(z+y)=ar+ay Yae P, Vr,y e X.

M; (a+B)x =ax+ fr Va,B € ®, Vo e X.

My o(Bz) = (af)x Va,B € ®, Vo € X.

Ms 1-z=2 1€ ®, VreX

Poznamka: Prvky X nazyvdame vektory, prvky ® skalary. Vektorovy prostor slozeny jen
z nulového vektoru 0 budeme znacit {0}.

Definice:  Neprazdnou podmnozinu Y linedrniho vektorového prostoru X nazyvame
podprostorem, jestlize

r4+y €Y jakmile z,y €Y a ar € Y jakmile €Y, ae ®.

Rekneme, ze vektory xi,...,x, jsou linedrné zavislé, jestlize existuji skalary aq, ..., a,, které
nejsou vSechny nulové tak, ze
n
E Q;Tj = 0.
Jj=1
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Je-li mozno tuto rovnost splnit jen tak, ze
ag=az=--=a,=0,

fekneme, ze vektory x1,...,x, jsou linedrné nezavislé. Nekone¢nou mnozinu M nazveme linearné
nezavislou, je-li kazda jeji koneénd podmnozina linedrné nezavisla.

O linedrnim prostoru X fekneme, ze ma konec¢nou dimensi n, jestlize v X existuje n linedrné
nezavislych vektort a kazda skupina o vice nez n vektorech je linedrné zavisla. Jestlize ke kazdému
piirozenému ¢&islu k existuje v X k linedrné nezavislych vektoru, fekneme, Ze X mé nekoneénou
dimensi.

Poznamka: Linedrni algebra se zabyva vySetfovanim koneénédimensionélnich prostoru, funk-
cionalni analyza zkoumd vétsinou prostory nekoneéné dimense. Ty byvaji ¢asto normované.

Definice: Linearni vektorovy prostor X nazveme linedrnim normovanym prostorem, je-li na
X definovéna redlnd nezédpornd funkce ||z||, nazyvand norma s nésledujicimi vlastnostmi:

1. |z >0 Vz eX; ||zl =0 £z =0.
2. |laz|| = |a| - [|z]| Vo € ® V€ X.
3. lz+yl < |zl + llyll Vz,y € X (trojihelnikova nerovnost).

Lemma: Kazdy normovany prostor je metricky prostor, jestlize definujeme d(z,y) = ||z —y/|.
Obracené linearni metricky prostor je normovany, jestlize metrika d ma nasledujici 2 vlastnosti:

1. d(z,y) =d(x — y,0) Vz,y € X.
2. d(azx,0) = |a|d(z,0) Va e ®, VreX.

V tomto piipadé staci polozit ||z|| = d(z,0).
Dukaz: a) Je zfejmé, ze d(z,y) = ||l — y|| mé prvé dvé vlastnosti metriky. Pokud se tyce
trojihelnikové nerovnosti, plati
dz,2) =z -zl =llz —y+y -zl < [lz =yl + lly — 2| = d(z,y) + d(y,2).

b) Obracené definujeme-li ||z|| = d(z,0), je zfejmé, ze plati 1. vlastnost normy. Druhd plyne
z dodatec¢né vlastnosti 2. Pro trojuhelnikovou nerovnost plati

||.’E + y” = d(.T +v, O) = d(x’ _y) < d(l‘,O) + d(o’ _y) =
= llzll +d(=y,0) = llz] + [ = 1] d(y,0) = [[=z] + [ly] -

Definice: Rekneme, Ze normovany linedrni prostor X je Banachuv prostor (nebo B-prostor),
jeli aplny v metrice indukované normou X.

Poznamka: Vzhledem k vété o vnofeni do tplného metrického prostoru budeme v dalsim
pracovat vétsinou s B-prostory. Dalsim dulezitym pfipadem normovaného prostoru je unitérni
prostor nebo jeho zuplnéni Hilbertuv prostor.

Definice: Bud H linedrni prostor nad télesem ®. Rekneme, ze H je unitdrni nebo pre-
Hilbertuv prostor, je-li na H x H definovéna funkce (z,y) s hodnotami ve ®, nazyvand skaldrni
soucin, kterd ma nasledujici vlastnosti:

1. (z,2) >0 Vo € H; (x,2) =0 < z=0.
2. (y,7) = (2,9) Va,y € H.

3. ('rl —|—x2,y)=(z1,y)+(x2,y) vx17$27y€}1'

4. (az,y) = alz,y) VYo € ®; Vr,y € H.
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Lemma: Pro skaldrni souc¢in (x,y) plati

L (2,91 +y2) = (z,51) + (,92)  Va,y1,42 € H,
2. (z,ay) =a(x,y) VYa e ®; Vr,y € H.

Dukaz: 1. Je

(@91 +y2) = (1 +y2,%) = (41, @) + (y2,2) = (Y1, 2) + (Y2, %) = (x,1) + (2,2) -

2. Analogicky

(z,ay) = (ay,z) = aly, r) = aly,z) = a(z,y).

! Véta: (Cauchyova nerovnost)
Bud H unitérni prostor. Potom pro libovolné z,y € H plati

[(z,9)]* < (z,2)(y,y) -

Rovnost plati pravé kdyz jsou x a y linedrné zavislé.

Dikaz: Pro libovolné z,y € H a «a, 3 € ® plati

0 < (az 4 By, ax + By) = ad(z, x) + af(z,y) + ab(z,y) + B3y, y) -

Jestlize polozime

(z,y)
a=teR; ﬁ:{ [(2,y)] pro (x,y) #0

1 jinak

dostaneme
0 < t?(z,z) + 2t|(z, 9)| + (v, ) -

Tedy diskriminant tohoto kvadratického trojélenu musi byt mensi nebo roven 0. Neboli
(@, 9)1* = (z,2)(y,y) < 0.
1. Je-li y = Az, potom
[(z,9)1* = |(z, 22)]* = AP (2, 2)* = (2, 2) AP (2,2) = (z,2)(Az, Az) = (2,2)(y,y) -
2. Nechf
(@, )* = (2,2)(y,9) -

Potom plati
0= ((@y)y— Wy (@,9)y — (y,y)z) =
= |(.’E, y)|2(y7 y) - (ya y)|(l’, y)|2 - |(:C> y)‘Q(ya y) + (ya y)2(.’£, SU) .
Je-li y = 0, je tvrzeni ziejmé. Pro y # 0 zkrdtime (y,y) a dostaneme

0 < (y,9)(x,2) = |(z,y)]* = 0

a odtud (z,y)y — (y,y)z = 0, tedy x a y jsou linedrné zdvislé.
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Definice: Rekneme, 7e unitéarni prostor H je Hilbertav prostor, je-li H dplny normovany

prostor v normeé
z]l = / (@, 2).

Véta: Rovnost ||z|| = v/(z, ) definuje normu. V trojihelnikové nerovnosti
e +yll < ll=ll + [lyll Va,y € H
plati rovnost pravé kdyz y = Az, kde A > 0.
Dukaz: Je ziejmé, ze ||z| >0 Vz € H a||z|| =0 < = = 0. Déle

laa|l = V/(az, az) = /aa(z,2) = |a] - |l«] .

Pokud se tyce trojuhelnikové nerovnosti, plati

lz+yl* = (@ +y,2 +y) = l2lI* + (2,9) + (,2) + lyl* =

= Jlz)|* + 2Re(z,y) + [lylI* < ll=lI* + 2ll[.llyll + ly]* = (=]l + ly])*
podle Cauchyovy nerovnosti.
1. Necht y = Az, kde A > 0. Potom

Iz +yll = 10+ Xl = llzll + Azl = ll=[l + [lyll -

2. Je-li
lz +yll = [zl + vl ,

potom z piedchozi ¢asti dukazu plyne, ze
Re(x,y) = [lz|| - lyll -

Ponévadz vsak plati obecné
(@, )l <[]l - Nyl
dostaneme odtud, Ze (z,y) = ||z| - ||y||- Podle predchozi véty plati y = Az a tedy

(z,y) = (2, A0) = Mz|[* a zérove [la| - [lyll = || - [|=[|*,

neboli A = |\| a A > 0.

Poznamky: 1. Skaldrni soucin je spojitd funkce 2 proménnych ve smyslu, ze pokud
Tn = T, Yo — Y, Pak (Tn,yn) — (z,7).
Je totiz
|($myn) - (x,y)| = |(xn7yn) - (xmy) + (:I:n,y) - (x,y)| < |<xmyn - y)| + |('rn - x7y)| <
< lznll - llyn = yll + lzn = [l - [lyll — 0.
2. Skaldrni sou¢in umoziiuje zavést pojem ortogonality nebo kolmosti vektori, zndmy z linearn{

algebry.

Definice: Bud M mnozina vektori linedrniho prostoru X. Mnozinu véech koneénych linedrnich
kombinaci prvka M nazveme linedrnim obalem M a ozna¢ime [M].
Podmnozinu S unitdrniho prostoru H nazveme ortogondlni, je-li (x,y) = 0, jakmile z,y € S,

x # y. Rekneme, 7e S je ortonormélni, je-li navic ||z|| = 1 pro véechna z € S.
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Poznamka: S ortonormélni mnozinou se pocita velmi dobie a ukazuje se, ze z libovolného
nezavislého systému vektoru v unitarnim prostoru lze vytvofit systém ortonormélni.

Véta: (Gram-Schmidtova ortogonalizace)
Bud' {z,} spocetnd linedrné nezdvisld mnozina. Potom existuje ortonormdlni mnozina {u, }
tak, ze pro kazdé ptirozené k plati

o1 oond] = Hu, o ue}]
Dukaz: Je x, #0 Vn € N. Definujme y1,¥y2,... , u1,us,... ndsledujicim zpusobem
_ — Y

= UL ]
Y2 = T2 — (@2, u1)uq Uy = ng”

k y

— _ _Yk+41
Ykt = Thpr — 2 (Trr1, ug) Ukl = Ty -
Jj=1

Tento proces skonéi, je-li {z,} koneénd mnozina, jinak pokracuje do nekonecéna. Indukei dosta-
neme, ze

{z1,..., 26} = [{u1,...,ux}] VkeN.

Déle je zfejmé, ze (u;,u;) =0 pro i #j, |lw] =1.

Véta: Bud H unitérni prostor. Nutnd a postacujici podminka pro to, aby byly vektory

T1,...,T, € H linedrné nezavislé je, aby jejich Gramuv determinant byl nenulovy, t. j.
(l'laxl)» a(x’naxl)
L(z1,...,2,) = #0.
(xlal‘n)a ;(l‘nymn)
Dikaz: 1. Jsou-li x1,...,x, zavislé, je zfejmé

T(x1,...,2,) =0.
2. Necht jsou 1, ..., x, nezdvislé. Potom m4 soustava

)\1$1++)\n$n20

pouze trividlni feseni \; = --- = A\, = 0 a tedy také soustava
)\1(581,561)4‘ +/\n(l‘n,f£1) :0
)\l(xl7xn)+ +/\n(‘rnyxn) =0

To je vSak mozné pouze kdyz I'(x1,...,2,) # 0.

Poznamky: 1. Dalsi vlastnosti Hilbertova prostoru budou uvedeny pozdéji.

2. Vzajemny vztah mezi prostory, se kterymi jsme se zatim setkali, je mozno vyjadrit symbolicky
inklusemi

»R"™ C Hilbertovy prostory C Banachovy prostory C Metrické prostory C Topologické prostory.*
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2.2 Priklady normovanych prostort.

1. Prostor 1, (1 <p < o0).

Definice: Prostorem l, nazveme mnozinu vsech éiselnych posloupnosti z = {a,,} takovych,

o0
7e Y. |anl? < co. Norma je definovéna predpisem

n=1
1
) P
]| = {Z Ianl”} :
n=1

Véta: 1, tvoiiseparabilni Banachiv prostor, jestlize algebraické operace definujeme piedpisem:

Je-li x ={an}, y={Bn}, A€ P, pak z+y={an+ 6}, Az ={ a,}.
Dikaz: Skutecnost, ze x + y € 1, plyne z Minkowského nerovnosti. Je totiz

= 1 = 1 = 1
lz 4+ yll = {D_ lan + Bal?}7 < O lanl?}e + {3 18"} = llz] + [lyll.
n=1 n=1 n=1

To zaroven dokazuje trojuhelnikovou nerovnost. Ostatni vlastnosti normy jsou ziejmé.
Separabilita

Ozna¢me Y mnozinu vsech vektort z 1, tvaru

y={ri,re,...,rn,0,... },

kde r; jsou raciondlni a n € N. Potom je Y spocetnd mnozina. Ukdzeme, Ze je hustd v 1,. Bud
x € 1,. Potom

o0
5 eP
Ve>0 3k €N tak, ze janl” < 5

n=k+1
Dale existuje takové A

y eP

y={ry,...,7%,0,0,...} tak, ze Zl\anffrﬂp < 5

n=

Odtud plyne, ze ||z — y||P < P, tedy [z —y[| <e.
Bud
{z")72, = {ai”,a8”,. .}

cauchyovska posloupnost. Potom
Ve >0 3ng tak, ze Vk,I > no plati [|2® — 20| < ¢,

tedy

1
{Z lalk) — aﬁf”} <e.
n=1

Odtud plyne, Ze pro vSechna n € N je |oz5lk) — a,(nl)\ < € a posloupnost (¢iselnd) {a%k)},;";l je
cauchyovska pro kazdé n € N, neboli existuje

khlgo a;k) = Qn
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Ozna¢me x = {ay, }. Pro kazdé prirozené s € N plati

Odtud pro | — oo dostaneme

a pro s — oo

oo
Z |a£tk) —aplP <eP.
n=1

To vsak znamend, ze ) —2 € 1, a tedy i « = 2 — (z(¥) —2) € 1,,.

Véta: Prostor 1, tvoii Hilberttv prostor, jestlize definujeme
oo
(907?/) = Z anﬁn .
n=1

Dukaz: Vlastnosti skalarniho soucinu jsou zfejmé, jestlize ukdzeme, ze dand rada konverguje
absolutné. To vsak plyne z Holderovy nerovnosti. Plati totiz

D lonBa| < {Z IanIQ} {Z Iﬂnlz} = ll=ll - Iyl -
n=1 n=1 n=1
Zaroven to téz ukazuje, ze plati Cauchyova nerovnost |(x,y)| < ||z|| - |y]|-
Poznamky: 1. Prostory I} a R™ (po piipadé C") tvoii uzaviené podprostory 1, a 1y, jestlize
prvky x = (a1, @9, ..., a,) ztotoznime s vektory 1, tvaru
¥ = (a1, a0,...,0,,0,0,...).
2. Prostor 1, méd nekonecnou dimensi. Vektory
e1 =(1,0,0,...), e2 =(0,1,0,...),

jsou linedrné nezavislé.
3. Jestlize oznacime
K={zely [z <1},

pak je K omezend a uzaviend mnozina, kterd vsak neni kompaktni. Ukazuje se totiz, ze kompakt-
nost uzaviené jednotkové koule v Banachové prostoru X je nutnd a postacujici podminka pro to,
aby X byl kone¢nédimensionalni.

2. Prostor 1.

Definice: Prostorem 1., (nebo m) nazveme mnozinu vsech omezenych ¢iselnych posloupnosti
z = {ap}. Norma v 1, je definovéna pfedpisem

l|z]| = sup ||
n
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Véta: 1, tvoif Banachtiv prostor, jestlize algebraické operace definujeme jako v piipadé 1,.
I neni separabilni.

Dukaz: Je ziejmé, ze vyse uvedeny piedpis definuje normu.
Uplnost

Bud
z® = {agk), agk), .}

cauchyovské posloupnost. Potom existuje ¢islo My, tak, ze |a%k)| < M;, ¥n € N. Déle
Ve >0 dng € N Vk,l > ng plati ||x(k) — x(l)|| <e

a tedy
lal®) — o] <& ¥n e N.

Odtud plyne, ze posloupnost {oz%k )}Zozl je cauchyovskd pro vSechna n € N a tedy konverguje
k ¢islu
a, = lim a%k) .
k—o0
Oznaéme © = {a,}. Ukdzeme, ze x tvoi{ omezenou posloupnost. Ponévadz |a£,k) - aﬁ)| < g,
dostaneme pro [ — oo |a51k) — ay| < e. Nynf
an| < |y — aP®) |+ [aP)] < e+ M.
Ozna¢me Y podmnozinu 1, slozenou ze vSech posloupnosti tvaru
y=1(1,0,1,1,0,1,0,0,...).

Tato mnozina je nespocetnd (ukazte pro¢) a pfi tom pro

y,2€Y, y#z platf |ly —z[| =1.

Definice: Prostorem c nazveme mnozinu vSech konvergentnich ¢iselnych posloupnosti

z = {a,} s normou
]| = sup |an| -
n

Prostorem ¢y nazveme mnozinu v8ech ¢iselnych posloupnosti, které konverguji k 0 s normou

[[#]] = sup [ovn| -
n

Véta: Prostor c je uzavienym podprostorem l,, prostor cg je uzavienym podprostorem c.
Prostor c je dile separabilni.

Dikaz: Jestlize dokdzeme uzavienost ¢ a cg, plyne odtud automaticky, ze ¢ i ¢y jsou Bana-
chovy prostory. Ze separability ¢ plyne i separabilita cy. Necht

20 g g®)

k—oo

cc.

Potom = = {a,} € 1. Zbyvé dokdzat, ze {a,} je konvergentni, tedy
Ve >0 Ing VYm,n>ng = |a, —an| <e.
Ponévadz () — x, plati, ze

Ve>0 Jkg e N VE>ky = [a® -z <e,
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neboli |o¢£lk) — an| < e ¥n € N. Nyni je
lan, — | < o — 0455)| + |a51k) - agrlf)‘ + |0‘£rlf) — | < 3e

pro dostatecné velikd k, m,n.
Separabilita c
Ozna¢me Y mnozinu vSech prvku ¢ tvaru
Yy={r1, . T,y by

kde 71,...,7p, 7 jsou raciondlni &fsla. Potom je Y spocetnd mnozina. Necht nyni z = {«a,,} € c.
Pak existuje

. . 5
lim a, =a a Ve >0 Ing € N Vn >ng je |an—a|<§.
n—oo
Bud r takové, ze
€ .. .
oo —r| < 3 & Tl sTng—1 takovd, ze |a; —rj| <e j=1,...,n0—1.
Pron > ng je
oy, — 7| <|an, —a|+|a—r|<e, tedy ||z —y|| <e.
Pozndmky: 1. Prostor 17 tvoii uzavieny podprostor cg, jestlize vektory z = (aq,...,an)

ztotoznime s vektory cg tvaru ' = {aq,...,@,,0,0,... }.

2. Prostory 1, ¢, cg maji nekone¢nou dimensi.

3. Prostor B(S).

Definice: Bud S libovolnd mnoZina. Prostorem B(S) nazveme mnozinu viech omezenych
skalarnich funkci, definovanych na S s normou

[ fIl = sup[f(s)].
sES
Véta: B(S) tvori Banachuv prostor, jestlize algebraické operace definujeme piedpisy:

(f+9)(s)=f(s)+g(s) VfgeB(S) VseS.
(af)(s) = af(s) Vf e B(S),Vae ® VseS.

B(S) nenf separabilni, je-li S nekonecn4.

Dukaz: Je ziejmé, ze B(S) tvoif linedrni normovany prostor. Bud' nyni {f,} fundamentaln{
posloupnost v B(.S). Potom

Ve >0 dng e N Vm,n >mng je ||fm_fn|| <ég,
tedy |fm(s) — fn(s)| < e Vs € S. Neboli existuje

f(s)= lim f,(s) VseS.

Nyni
[f(& < 1f(s) = fa(s)| + [fuls)| <e + K Vs €S.

Je-li S koneén4, na piiklad S = {sy, 82, ..., 5%}, potom je B(S) = 1% . Je-li viak S nekoneénd, staci
vzit funkce z B(S), které nabyvaji pouze hodnot 0 a 1. Mnozina vsech téchto funkei je nespocetna
a pro dvé libovolné ruzné funkee f, g tohoto typu plati ||f — g|| = 1.
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Pozndmky: 1. Z definice normy v B(S) plyne, ze konvergence v B(S) je stejnomérné kon-
vergence na S.

2. Jak jiz bylo feceno v diukazu predchozi véty, je B(S) = 17, je-li S konecnd a B(S) = l»
pro S spocetnou.

4. Prostor C(S).

Definice: Bud S kompaktn{ metricky prostor. Prostorem C(S) nazveme mnoZzinu vSech spo-
jitych skaldarnich funkei, definovanych na S s normou

171 = max | 7(s)].

Véta: C(S) tvori Banachuv prostor, jestlize algebraické operace definujeme jako v piipadé
B(S). Je-li
S CR", je C(9)
separabilni.

Diikaz: Uplnost C(S) plyne ze skutecnosti, ze konvergence v prostoru C(S) je stejnomérnd
konvergence na S. Je-li S € R", je mnozina v8ech polynomu v n proménnych s raciondlnimi
koeficienty spocetnd a husta v C(S).

5. Prostor L,(M).

Definice: Bud M C R"™ méfitelnd mnozina. O dvou méfitelnych funkcich f a g na M
fekneme, Ze jsou ekvivalentni, jestlize

flx)=g(x) s.v.v M.

Definice: Bud p > 1, M C R”™ méfitelnd mnozina. Potom prostorem L,(M) nazveme
mnozinu vSech ekvivalentnich t¥id métitelnych funkci v M takovych, ze

[1f@pds < ce.
M

Normu v L, (M) definujeme piedpisem

o =

1l = /mme
M

Véta: L,(M) tvofi separabilni Banachuv prostor, jestlize algebraické operace definujeme
obvyklym zpusobem.

Poznamka: Prostor L, tvoii tfidy navzdjem ekvivalentnich funkci, ale v dalsim budeme
pouzivat opét nazev funkce pro prvky L.

Dikaz: Nebudeme provadét detailné. Separabilita L, plyne z konstrukce Lebesgueova in-
tegralu jako limity jednoduchych p-integrovatelnych funkci. Jestlize vezmeme jednoduché p-inte-
grovatelné funkce s raciondlnimi hodnotami, dostaneme spocetnou hustou podmnozinu. I,Jplnost
plyne z vlastnosti Lebesgueova integralu.
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Zbyvé ukédzat, ze uvedeny predpis je skuteéné norma. Je-li ||f]| = 0, pak f(z) = 0 s. v. , neboli
f je nulovy prvek L,. Vlastnost ||af]| = |a| - ||f| je zfejm&. Trojihelnikovd nerovnost plyne
z Minkowského nerovnosti. Je totiz

p

I +gll = / (f + 9)@)Pde b < / F@)Pda b+ / lg@)Pdz =171l + lgll
M M M

Véta: Prostor Lo(M) tvori Hilbertuv prostor, jestlize definujeme
(f.9)= [ 1 9o
M

Dikaz: Vlastnosti skalarniho sou¢inu jsou ziejmé, jestlize ukazeme, ze dany integral konver-
guje absolutné. To vsak plyne z Holderovy nerovnosti. Je totiz

1
2

/ f gl < / f(@)Pde / g@dz s =171l lall
M M M

6. Prostor Lo, (M).

Definice: Bud M C R"™ méritelnd mnozina. Prostorem Lo, (M) rozumime mnozinu vSech
méfitelnych funkel v M, které jsou s. v. koneéné v M. Norma v Lo, (M) je definovdna predpisem

| f|l = ess sup|f(x)|, kde esssup|f(x)|= _ inf sup | f(z)].
zeM zEM N;u(N)=0 zeM-N

Véta: L. (M) tvoil Banachuv prostor, jestlize algebraické operace definujeme obvyklym
zpusobem. Lo, (M) neni separabilni, je-li M nekoneénd mnozina.

Diikaz: Dukaz nebudeme provadét, zajemci jej mohou nalézt v textu, vénovaném Lebesgueovu
integralu.

7. Sobolevovy prostory.

Poznamka: Uvazme prostor L2(Q2), kde 2 je oteviend omezend podmnozina R™ s hladkou
hranici. Jestlize uvazime prostor C'*° v8ech funkei na €2, které maji spojité parcidlni derivace vsech
Fadu, je C™ husty podprostor L2(Q), tedy

Jestlize vsak zménime normu, dostaneme dalsi podprostory (uzaviené), tedy Hilbertovy prostory.

Oznaceni: Bud'te a, ..., o, nezidpornd celd &sla, « = (aq, ..., a,). Potom oznacime

o =1 4+ +ap.

Je-li f(x1,...,x,) funkce n proménnych, pak oznacime
a”‘f aaf 6049
Da = Da . Da == . .
/ ox{t - dxp’ f g Z Ox{t -+ dxpm Oxft - D

ar+--tan=|al
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Definice: Bud k > 0 celé, Q C R" oteviend omezend mnoZina s hladkou hranici. Symbolem
H* (vesp H*()) oznaéfme mnozinu viech funkei f € Lo(Q2) takovych, ze pro 0 < |a| < k existujf
derivace D®f a patif do Ly. V 'H* zavedeme skaldrni sou¢in a normu predpisem

Ggi=3 /D“f Dogde . Il =V e

|| <k

Prostor H* nazveme Sobolevovym prostorem fadu k.
Véta: H* je Hilbertiiv prostor.

Diukaz: Predepsany skalarni soucin spliiuje zfejmé vSechny vlastnosti, stejné tak norma. Zbyva
ukazat, ze H* je tiplny normovany prostor. Bud { fj} cauchyovské posloupnost v H*. Potom

D"y = D gl = 107, =Dz < 3 [1D7f; = D" e = 1y = Sl 0
Q la|<k Q
Tedy {D“f;} je cauchyovskd posloupnost v Lo a konverguje k jistému prvku fl@) e Ly. Tuto

limitu budeme povazovat za ptislusnou derivaci limitni funkce.

Poznamky: 1. V dalsim vykladu upfesnime pojem zobecnéné nebo distributivni derivace.
Potfebujeme k tomu v8ak pojem spojitého linedrniho funkciondlu a adjungovaného prostoru.

2. Jestlize se podiviame na definici H*, plati ziejmé
c*c---cHMcH ¢ cH =L,
Navic plati véta:
Véta: Uzdvéer C* v normé || - ||x je roven HF.

Dukaz: Nebudeme provadét.

Piiklady: 1. Je-li Q = (a,b), pak m4 sklaldrni soucin v H* tvar

b
(f,g k—/f dx—f—/f g'(z) dz + - /f(k)(x)-g(’f)(:c)dx.

a

2. Pro libovolné 2 C R™ je skalarn{ soucin v ‘H! tvaru

"9 g
(f,g>1/f~gdx+/;63fj o do= [ f-gde+ [(gad s grad g)is.
Q Q J= Q

Q

2.3 Zobrazeni normovanych prostort.

Definice: Bud'te X,Y dva linedrni vektorové prostory nad tymz télesem télesem ®. Rekneme,
ze zobrazeni T : X — Y je linearni, jestlize plati:

1. Definiéni obor D(T') zobrazeni T je podprostor X.

2. T(oax + By) = aTx + Ty Yo,B € ®, Yo,y e D(T).

Linedrni zobrazeni nazyvame téz nékdy linearni operator.

30



Poznamky: 1. Uplnou indukei dostaneme, ze pro linearn{ zobrazen{ plati
P P
T(Z a;T;) = Zoijxj Vpe N.
j=1 j=1

2. Je-li T : D(T) — Y linedrn{ operétor, pak jeho obor hodnot R(T) je také linedrni vektorovy
prostor (podprostor Y).

Dukaz: Je-li
y1,y2 € R(T), y1 =Tx1, y2 = T2,
pak
a1y1 + agys = a1 Txy + aeTzs = Tz + asxs) € R(T).

3. Je-li T linearni operator, pak 7! existuje pravé kdyz T = 0 = 2z = 0. Existuje-li 771, je to
opét linedrni operétor.
Dikaz: Je-li y; = T2y, yo = Txo, neboli z; = T 'y, , x5 = T~ 'y, , potom

T(onz1 + aawa) = a1yr + azys
a tedy
a1y + agry = Ty + aT lys = T Haqys + asgyo) .

V prostorech nekoneéné dimenze je vSak dulezitd otdzka spojitosti linedrniho zobrazeni.

Véta: Linedrni zobrazeni, které je spojité v jednom bodé svého defini¢niho oboru, je spojité
vsude.
Diikaz: Bud T spojité v bodé xg a nechf x € D(T) je libovolny bod,
xn € D(T), z, — x.

Potom
Tp — %+ Ty — To,

tedy T'(zn, — x + xg) — Tzo. Je viak

T(xy, —x+x9) =Tz, —Tx+ Ty

a odtud
Tz, —Tx—0, t.j. Txy, —Tx.

Poznamka: Ovéteni spojitosti T se provadi vétsinou v bodé x = 0.

Definice: Budte X, Y normované prostory, T : X — Y linedrni operétor. Rekneme, ze T je
omezeny, jestlize existuje konstanta M tak, ze
Tz < M||z|| VxeX.

Véta: Budte X, Y linedrni normované prostory, T : X — Y linedrni operdtor. Potom je T
spojity pravé kdyz je omezeny.

Diikaz: 1. Bud T omezeny, t. j.

|Tz| < M||z|| VoeX.
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Potom je T zifejmé spojity v bodé x = 0 a tedy vsude.
2. Necht je obracené T spojity v bodé 0. Potom je
|ITx|| <1 jakmile ||z|| < pro néjaké § > 0.

ox
2|zl

Je-li nyni x # 0 libovolné, pak polozme zy = Ponévadz je

d 2
|lzoll = 3 < 0, plati || Tzo| <1, neboli ||Tz| < 5 [l]]
a stac¢i polozit M = %.

Véta: Budte X, Y linedrni normované prostory. Potom mnoZina vSech spojitych linedrnich
operatoru z X do Y, kterou znacime £(X,Y), tvoii linedrni normovany prostor, jestlize definujeme

T = sup [Tz
lzll<1
Je-li Y B-prostor, je i £(X,Y) B-prostor.

Diikaz: Budte 71,7 € £(X,Y), a € ®. Potom definujeme T + T5 a oT piedpisem
(Th + To)x =Tz +Tox, (aT)x =T(ax).

Odtud plyne, ze £(X,Y) tvoif linedrni vektorovy prostor.
Ze spojitosti T € £(X,Y) plyne existence konstanty M takové, ze

Tz < M|z|| VexeX
tedy pro ||z|| < 1 dostaneme
ITz|| < M aodtud ||T|| <M < .

Bud nyni ||T|| = 0, neboli
sup |Tz| =0.
llzll<1
Odtud plyne, ze Tz = 0 pro ||z|| < 1. Je-li z # 0 libovolné, pak pro

xT

To = Tl plati ||zo]| <1 atedy 0= Txo= Tz, neboli T =0.
x

Ponévadz je

[aTz| = |of - || Tl ,
plyne odtud, ze ||aT|| = |a| - ||T||.
Bud ||z|| < 1. Potom pro trojtihelnikovou nerovnost plati

I(Ty + To)a|| < [[Toz|| + | Toz]] < [Toll + || T2

a odtud
1Ty + To|| = Sup, (71 + To)z|| < | Tafl + (| T2 -
Odtud plyne, ze £(X,Y) je normovany prostor.
Pfedpoklddejme nyni, Ze Y je B-prostor a bud {T,} libovolna cauchyovskd posloupnost
v £(X,Y). Tedy
Ve>0 dng e N Vm,n>ng = ||T,—Tnl| <e¢.
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To vSak znamenad, ze pro ||z| < 1 plat{
[(Tn — Ton)a|| < (| Tn — Toar|

a je-li z # 0 libovolné, dostaneme, Ze

X

(T = Ton) | < ([T = Tl meboli (T, = Ton)l| < [T = Tl - [J]| < ezl

]
Tedy Vo € X je {T,2} fundamentdlni posloupnost v Y a tedy konvergentni v Y. Oznac¢me

Tx = lim T,x.

n—oo

Staci ukazat, ze
TeLX,Y) a|T-T, — 0.

T je linedrni, ponévadz
T(onxy + azxs) = lim Th(oqxy + asxs) = lm {onThxy + asThze} =
n—oo n—oo

=qp lim T,x1 +as lim T,20 = a1Tx1 + axTxs.
n—oo n—oo
7 nerovnosti
|Tnz — Tzl < ellz||

plyne pro n — oo, ze
[Tw = Tz < el

tedy T — T, je omezené zobrazeni a také
T=(T-Tn)+Tn,

neboli T' € £(X,Y). Z nerovnosti
[Tz = Tona|| < el

vyplyvd, ze |T — Tl < €, tedy
T, — T

m—0o0

a £(X,Y) je B-prostor.

Poznamka: Normu linedrniho operatoru je mozno vyjadiit jednim z nésledujicich zpusobu:

17| = Sy [Tz||; ||| = inf{M;||Tz|| < M|lz|};
|IT|| = sup [|Tz||; [T =sup
lzl|=1 a0

17|
[EI

Dtkaz tohoto tvrzeni je ponechén do cviceni.

Véta: Bud T : X — Y linearn{ operator. Potom 7! existuje a je spojity pravé kdyz existuje
konstanta m > 0 takovéa, ze
m|z| < ||Tz| Vx € X.

Diikaz: 1. Bud Tz = 0. Potom = = 0 a T~ ! existuje. Je-li y = Tz, pak
x=T""y atedy m|T™"y| < |Tz],

neboli 1
-1
17y < = ]
m
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a T~ je spojity. Zaroven plati, ze
1T = sup{m; m|z| < || T=|]}.

2. Bud T~ ! spojity, neboli

_ 1
1Tyl < Myl atedy —=llell < [T

2.4 Hahn-Banachova véta.

Definice: Bud X linearni normovany prostor nad télesem @®. Potom B-prostor £(X,®)
nazyvdme adjungovanym nebo dudlnim prostorem k prostoru X a znac¢ime X*. Kazdy prvek
z* € X* nazyvame linedrni formou nebo linedrnim funkciondlem na X.

Poznamka: V dalsim se podivame na vlastnosti adjungovaného prostoru a otazky rozsirovani
linearniho funkcionalu.

Definice: Bud X linedrni prostor nad télesem ® A C X podmnozina. Rekneme, ze A je
konvexni, jestlize
Vz,y € A plati az + (1 —a)y € A pro a € (0,1).

O zobrazeni p : X — ® fekneme, 7e je konvexni funkciondl (nebo Minkowského funkcionél), jestlize
plati

1. p(x) >0 Vo e X,
2. plx+y) <plx)+ply) Vr,yeX,
3. plaz) = ap(z Ve e X, Ya>0.

Poznamky: 1. Prikladem konvexniho funkciondlu je norma (pokud je na daném linedrnim
prostoru X definovdna).

2. Je-li A konvexni podmnozina vektorového prostoru X takova, ze 0 € A, s dalsi vlastnosti

Vre X da € ® tak, ze ax € A,

pak se ukazuje, ze
p(z) = inf{a > 0; o'z € A}
je konvexni funkcional.

! Véta: (Hahn-Banachova)
Bud' X linedrn{ prostor nad télesem ®, Y jeho podprostor. Necht p je konvexni funkciondl na
X, f linearni funkcional, definovany na Y takovy, Ze

If(y) <ply) VyeY.

Potom existuje linearni funkciondl F', definovany na X tak, ze

F(y)=fly) Yy e Y; |F(x)] < p(z) Vo eX.

Dukaz: Dukaz vyzaduje zdkladni seznameni s ¢asteéné usporddanymi mnozinami a nebu-
deme jej provadét. Zajemci o dukaz se mohou podivat do nékteré ze standardnich monografii
z funkcionalni analyzy nebo si pockat na inovovanou verzi.
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Pozndmky: 1. Hahn-Banachova mé dulezité aplikace v normovanych prostorech, i kdyz sama
plati i v obecnéjsich prostorech bez normy.

2. Je-li X linedrni normovany prostor s prvky z,y,..., X* jeho adjungovany (dudlni) prostor
s prvky *,y*, ..., pak hodnotu z*(z) budeme obvykle znagit <z, z*>. Je to totiz t. zv. bilinedrni
forma, tedy linearni jak v x, tak v x*.

Véta: Bud X normovany prostor, Y C X podprostor. Potom ke kazdému y* € Y* existuje
r* € X* tak, ze
<y yt>=<yat>VyeY; |27 =y

Dikaz: Ponévadz je y* € Y*, plati proy € Y

<y g™ > < lyll - ly™] -

Definujme nyni funkciondl
p(@) = [y - [l=]| pro v € X.

Je zfejmé, ze p(x) je konvexni funkciondl a dédle Vy € Y plati
|<y,y">| < p(y).
Podle Hahn-Banachovy véty existuje funkciondl z* € X, ktery je rozsitenim y* a dale
Vo e X je |<z,z">| < p(x) = [ly*[| - [l=]| -
Tedy ||z*|| < ||ly*||. Ponévadz je z* rozsifenim y*, nemuze byt ||z*| < ||ly*|-
Véta: Bud X linedrni normovany prostor, o € X libovolny vektor. Potom existuje z* € X*

tak, ze
lz* | =1, <zg,2%>=|x0].

Diikaz: Polozme Y = [{z}], neboli Y = {axzp}, @ € ® a definujme y* € Y* piedpisem
<axo,y*> = a-||zol|. y* je zFejmeé spojity linedrni funkciondl, pro néjz je

|<z,y*>| = la| - ||zl = [lz]|, tedy [ly"[[=1.
Nyni staci y* rozsitit podle predchozi véty na x* € X*.
Dusledky: 1. Je-li X # {0}, jei X* # {0}.

2. Jestlize pro néjaké x € X plati
<z,x*>=0 Vz* € X*, pak z=0.

3. Jsou-li 1,29 € X, x1 # xo, pak existuje

x* € X* tak, 7e <x1,x*> # <xg,27>.

Véta: Bud Y podprostor normovaného prostoru X a piedpoklddejme, Ze pro vektor z; € X
plati d(z1,Y) = d > 0. Potom existuje z* € X* tak, ze

|z*| =1, <z,2*>=d, <Y,z*>=0.
Ditkaz: Bud Z = [Y U {x,}]. Kazdé z € Z lze tedy psit ve tvaru z = y + ax; (y € Y).

Definujme nyni z* € Z* predpisem <z, z*> = « - d. Plati
<y,z*>=0 (je a=0) VyeY, <z,z">=d.
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Ukdzeme nyni, ze ||z*]| = 1 a rozsifime jej na z* € X*. Pro a # 0 plati
Y Y
z|| = azi||=|| —a(—= —x1)|| =o| - || = = — =] -
Il = lly + ezl = | = al== —z)l| = laf - [| = = — @]
Ponévadz —£ €Y a
. . Y
d=d(z;,Y) = inf |ly— e ||-<— >d
(0, Y) = inf Jy—aall, o =L —nfl 2

a tedy
Izl > || - d neboli |<z,z">| =|a|-d < ||z|| Vz € Z
a odtud ||z*|| < 1. Déle
Ve >0 dyeY tak, ze |y —zi|| <d+e

a poloZme z = ”3;:7“

oy Je ziejmé, ze Izl =1 a déle

d___ d
ly =@l =~ d+e”

<z, 27> = <y — @, 2> =

1
ly — 21l

Odtud plyne, ze ||z*| > d;-‘il-e a ponévadz € > 0 je libovolné, plati
na cely prostor X.

z*|| > 1. Nynf staci z* rozsiiit

Poznamka: Vlastnosti prostoru X* maji vliv téz na prostor X. Plati totiz:
! Véta: Bud X normovany prostor. Je-li X* separabilni, je i X separabilni.

Dikaz: Oznacme
S* = {a* € X" ||z"|| = 1}.
Ponévadz kazdad podmnozina separabilniho prostoru je separabilni, musi byt S* separabilni a bud

xf, x5, ... hustd podmnozina S*. Ponévadz je ||z} | = 1, plati, ze

1
Vn € N Jz, € X tak, ze ||z,|| =1, |<zn,z>| > 3

Polozme
Y = [{xl,l’z, e H
a predpokladejme, ze Y # X. Pak existuje g € X —Y takové, ze d(zp, Y) = d > 0. Tedy existuje
r* € X* tak, ze
lz*| =1, <zg,2">=d, <Y,z">=0.
Neboli také <z,,z*> =0 Vn € N. Dale

Ty, g > = <Tp, Ty — >+ <xp, ">, tedy |<zp,z,>|=|<zp,z), — "> < ||z —z*|.

Ponévadz je vak |<z,,z},>| > 3, dostavame spor se skutecnosti, Ze mnozina {z}} je hustd v S*.
Plat{ tedy, z¢ Y = X a ponévadz stacl uvazovat jen raciondln{ linedrni kombinace prvku {x,},
dostaneme, ze X je separabilni.

Poznamky: 1. Obricené tvrzeni neplati, tedy je-li X separabilni, nemusi byt X* separabilni.

2. Je-li X normovany linedrn{ prostor, je X* B-prostor a muzeme vytvofit prostor X** = (X*)*.
Existuje velmi tzky vztah mezi prostorem X a X**.

Definice: Budte X,Y linearni normované prostory. Jestlize existuje prosté spojité linedrni
zobrazeni T prostoru X na prostor Y [t. j. TX = Y|, fekneme, ze X a Y jsou izomorfni. Je-li
navic ||Tz|| = ||z|| Yz € X, fekneme, ze T je izometricky izomorfismus.
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Definice: Dud X linedrnf normovany prostor, X** prostor adjungovany k B-prostoru X*.
Zobrazeni k : x — & prostoru X do X**, definované rovnosti

<x*,i>=<wx,x*> Vo' e X*

nazyvame piirozenym ( kanonickym) vnofenim X do X**. Obor hodnot zobrazeni k oznaéime X.

Véta: Pfirozené vnofeni linedrniho normovaného prostoru X do X** je izometricky izomor-
fismus X a X.

Dikaz: 1. k je linedrni zobrazeni. Pro z* € X* plat{
<z* k(11 + aexe)> = <a¥, 0121 + agxe> = <1 + Qog, ¥ > =

= a1 <21, T*> + a<To, o> = 1 <T*, B> + a<TF, To> = <TF, a1 T] + > =
= <z", a1k(21) + aok(z2)>, tedy r(a1m1 + aers) = ark(rr) + aok(ze) .

2. Kk je izometrické zobrazeni. Plat{

|<z®, @>] = |<w,a">| <z - |27
a odtud plyne, ze ||Z]| < ||z||. Obracené podle Hahn-Banachovy véty
Ve e X Jzg € X, ||zg)| =1 tak, ze <z, x> = ||z||.

Tedy plati
2] = [<zg, 2> = |<w, 2>] = ||

Poznamka: Je-li X B-prostor, je i X B-prostor, tedy uzavieny podprostor X**.
Definice: Rekneme, ze B-prostor X je reflexivni, jestlize X = X** [tedy x(X) = X**].

Poznamka: V definici reflexivity figuruje pfirozené vnoreni X do X**. Jinak existuji piiklady
izometricky izomorfniho zobrazeni X na X** a ptresto X neni reflexivni.

2.5 Priklady adjungovanych prostori.

1. Prostory L.

Véta: Prostory 1j a l, jsou izometricky izomorfni. Tedy
Viell Juele u={§};2; tak, ze Vo € Iy o= {a;}52;

platl’ o]
<w, f>= & |fl =l

j=1
Obracené kazdy vektor u € l, reprezentuje funkcional f € 1j.

Dukaz: Plati
|<a, £>] <zl < sup 61D eyl = [lul - =]
J

Jj=1 Jj=1
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Tedy dany predpis definuje spojity linedrn{ funkciondl na 1y takovy, ze || f|| < |lu|| . Nyni dokdzeme,
ze plati i obrdcend nerovnost a téz, ze jiné spojité linedrni funkcionaly neexistuji kromé vyse
popsanych. Oznacme e, = {0,0,---,0,1,0,---}, kde jednicka je na k-té pozici. Potom je e € 14
akazdé x € 1} = {«;} je mozno zapsat ve tvaru

0o
Tr = E ajej.
Jj=1

n oo
HxizajejH = H{Ovov 707an+1’an+23'”}” - Z |az|njo>oo
Jj=1 i=n+1

Je totiz

Bud nyni f € If libovolny funkcional a ozna¢me &, = <eg, f>. Potom plat{

oo oo
<w, f>=) ap<er, f>=  aré
k=1 k=1
a pritom
[kl = [<ew, f>[ < lexll - [ = I1£]-
Neboli ||u|| = sup [&| < [|f]], tudiz
k
u€loo a flull =[£Il

- ) ;. 1 1 _ . A s . . ,
Véta: Bud p>1, ¢ takové, ze s+ =1 Potom je 1} izometricky izomorfni s prostorem l,.
Tedy
Viel, Juel, u={§};2 tak, ze Vx €1, z = {a;}72,

platl’ o]
<w, f>= & |1fl =l

j=1

Jiné spojité funkciondly neexistuji.

Diukaz: Podle Holderovy nerovnosti plati

q

(o)
DIl =l fll
j=1

Q=

(oo} oo
<z, > <Y lag&l < 9> layl?

j=1 j=1

Odtud plyne, ze f je spojity linedrni funkciondl a | f]| < ||u/|. Obrdcenou nerovnost odvodime
analogicky jako v predchozi vété.

Poznamky: 1. Prostory 1, jsou pro p > 1 reflexivni, 1; a l, reflexivni nejsou.

2. Kazdy prvek x € 1; reprezentuje funkciondl na 1. Zdaleka to vSak nejsou vSechny spojité
funkcionaly.

2. Prostory cjj a c*.

Véta: Prostory cjj al; jsou izometricky izomorfni. Tedy
Viech uely, u={&}ie, tak, ze Vz € cp, == {ar}ie,
plati >
<o, f> =Y antn, IFl = ull.

k=1

Jiné spojité funkciondly neexistuji.
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Dukaz: Ziejmé plati
<z, f>| < Z |auée| < SUP|O%|Z Skl = ll]] - [Jeell -

k=1

Odtud plyne, ze || f|| < |Ju||. Obrdcené oznacme

N —
ex ={0,...,0,1,0,...} pro k=1,2,... a :Zg— er, kde & = <ep, f>.
Potom je
N ? N
s e ¢, 2™ <1 aplati <z Z— e, [> = |G| = [la™]].
k= k=1

Odtud plyne, ze || f[| = [lul, tedy |[f]] = l[ul].
Bud nyni f € ¢} libovolny funkciondl. Musime ukézat, ze je vyse uvedeného tvaru. Je-li

x = {ak}ie, € ¢y, potom x = g apey, .
k=1

Je totiz

[l — Zak@kH = sup || P 0
k=1

Ponévadz f je spojity, plati
o0 o0
<z, f>= Z ap<er, f> = Z ok
k=1 k=1

(o]
a staci dokézat, ze fada Y |&| konverguje. Polozime-li opét
k=1

N —
e = ZE— er, plati ™) ey, |« <1
k=1

N
a > el = Z |<ex, [>] = Z . |<ek, >=<z™ > < |1,
k=1 =1

o0
tedy 3 |é] < oo.
k=1

Véta: Prostory c* alj jsou izometricky izomorfni. Tedy
Viec Juely, u={&}ie, tak, ze Vz € c, =z = {ar}ie,
plati
oo
<o f> =& lim an+ Y o, If]] = lul.
n—oo

k=1
Jiné spojité funkciondly neexistuji.

Dtkaz: Provede se analogicky jako v pro pfipad cj.

3. Prostory Ly .

Véta: Bud p > 1. Potom jsou prostory L} a Ly, kde :zl) + = =1 izometricky izomorfni. Tedy

1
q

VfeL: JueL, tak, e Yz e L, plat <z, f> = /x(t)u(t)dt; £l = [l
M
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Zadné jiné spojité linedrni funkciondly neexistuji.

Diukaz: Podle Holderovy nerovnosti plati

1
<z, f>] < / e (tyu(t)|dt < / (Pt § / ()t b = ] - [l
M

a odtud plyne, Ze f je skutecné spojity linedrni funkciondl a || f|| < ||u||. Zbytek dukazu nebudeme
provadeét.

Q=

Véta: Bud f € Li(M). potom existuje prvek u € Lo, (M) tak, ze

Vo e Ly plati <o, f> — / ()t IF1] = llul.

M

Dukaz: Nebudeme provadét.

4. Prostor C*(a,b).

Pozndmka: Pro odvozen{ obecného tvaru spojitého linedrniho funkciondlu na prostoru C(a, b)
budeme potiebovat pojem Riemann-Stieltjesova integralu a s tim spojeny pojem funkce s kone¢nou
variaci. To nyni stru¢né zavedeme.

Definice: Bud (a, b) omezeny interval. Potom délenim D,, tohoto intervalu rozumime koneénou
posloupnost bodu
D,: a=ty<t;<---<t,=b (neN).

Normou déleni D,,, kterou budeme znacit v(D,,) rozumime ¢islo

V(Dn) = . man (tz — ti—l) .

=1,2,....n

Definice: Rekneme, ze funkce wu, definovand na intervalu (a,b) ma na tomto intervalu
konecnou variaci, jestlize je ¢islo V' (u) konecéné, kde

)= a0 3 ulty) ()

a suprémum bereme pies vSechna délen{ intervalu (a, b).

Pozndmka: Neni tézké ukdzat, ze vSechny funkce s kone¢nou variaci na intervalu (a,b) tvoii
vektorovy prostor. Tento prostor je navic normovany, jestlize zavedeme |u|| = |u(a)| + V().
Budeme jej v dalsim znacit BV (a,b).

Definice: Bud = € C(a,b), u € BV(a,b). Potom integralnim souc¢tem, piislusnym funkcim
x,u a déleni D,, rozumime vyraz

S(z,u; Dy,) Zx —u(t;_1)].

Poznamky: 1. Ukazuje se, ze existuje ¢islo Z tak, ze k libovolnému € > 0 existuje § > 0 tak,
ze jakmile v(D,,) < §, potom
|Z — S(z,u; Dy)| < €.
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Toto ¢islo budeme nazyvat Riemann-Stieltjesovym integralem a znacit
b

7- / (1) dult)

a

b
2. Z predchozi pozndmky plyne, ze [ x(t)du(t) 1ze psdt jako limitu posloupnosti integralnich
a

souctu. Tedy b

/x(t)du(t) = lim S(x,u;D,), kde v(D,) — 0.

3. Je-li u(t) = t, dostaneme definici Riemannova integréalu.

4. Jestlize ma funkce u spojitou derivaci, potom plati

b b

/x(t)du(t) = /x(t)u’(t)dt.

a a

5. Riemann-Stieltjesuv integral je linedrni zobrazeni jak v prvém, tak ve druhém argumentu.
Tedy jsou-li 21,22 € C(a,b), ay,as € ®, potom

b b b
/[alml(t) + apxo(t)]du(t) = aq /xl(t)du(t) + ag/xQ(t)du(t).
Analogicky pro uy ,us € BV(a,b), f1,02 € ® plati
b b b
/x(t)d[ﬁlul(t) + Baua(t)] = 51 /x(t)dul(t) + B /x(t)dug(t).

6. Pro Riemann-Stieltjesuv integral plati odhad

b

a/ o(Bdu(t)| < max fo(t)] - V(w).

Tento odhad plati totiz pro kazdy integralni soucet a tedy i pro integral.

7. V dikazu nésledujici véty budeme potiebovat pojem znaménka pro libovolné kompklexni
¢islo. Definujeme

sgnﬁz% pro £#0, sgn0=0.

Plati & -sgné& = [¢].

! Véta: (Rieszova véta o reprezentaci funkciondlu na C(a, b))
Kazdy omezeny linedrni funkciondl f € C*(a,b) je tvaru
b
<z, f>= /x(t)du(t), kde z € C(a,b), u € BV(a,b) a | f]| =V(u).
a

Dikaz: 1. Je ziejmé, Ze dany predpis definuje spojity linedrni funkcionédl na C(a,b). Plati
totiz

b
<z, > = | / r(t)du(t)] < mas [o(t)]- V()

te(a,b
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podle pozndmky 6 a odtud || f]| < V(u).

2. Obrdnené bud f € C*(a,b) libovolny funkciondl. Ponévadz C(a,b) je uzavieny podprostor
B(a,b), existuje podle Hahn-Banachovy véty funkciondl F' € B*(a,b) tak, ze

<z, f>=<x,F> Vz € C(a,b) a ||F| =|f].
Potiebnou funkci v nyni sestrojime. Bud

1 pro t € {a,t),
eilt) _{ 0 jinde.

Funkci ¢; nazyvame charakteristickou funkef intervalu (a, t). Je zfejmé, ze ¢; € B(a, ). Definujme
funkci u nésledujicim zptsobem

u(a) =0; u(t) = <p¢, F> pro t € (a,b).
Ukézeme, 7e V (u) < || f]]. Bud
Dn,: a=ty<ty <---<t,=0b aoznaéme ap =sgn{u(ty) — u(tx—1)}.

Potom plati

n

D lulte) = ulte—1)| =Y an{ults) —ults1)} =Y ak <@, — @1, F>=

k=1 k=1 k=1
n

Ponévadz pro funkci Y ap{v:, — ¢+, .} plati |ax| = 1 a ¢y, — ¢,_, nabyva pouze hodnot
k=1
0 a +1, dostaneme, ze

n n
= <Zak{¢tk - @tk—l}’F> < HF” ' Zak{%k - ()Otk—l}
k=1 k=1

Z ak{sﬁtk - @tk—l}
k=1

=Latedy Y lu(ty) —u(ti—y)| < || = |I£]l.
k=1

Odtud pfechodem k suprému na levé strané dostavame V(u) < || f].

Nyni ukdzeme, ze pro tuto funkci u plati

b
<z, f>= /x(t)du(t) Vz € C(a,b).

a

Bud z € C(a,b) libovolny prvek. Potom Ve > 0 35 > 0 tak, Ze jakmile |t' — t| < §, potom
|z(t') — z(t")] < e [z(t) je stejnomérné spojitd]. Bud nyni D,, takové déleni intervalu (a,b), ze
v(D,,) < 6 a definujme schodovitou funkei (%) predpisem

2 (a) = z(a); 29 (t) =z(ty) pro tp_r <t <ty (k=1,2,...,n).

Je ziejmé, 7ze x(%)(t) lze zapsat ve tvaru

3

:E(E) (t) = I(tk){ﬁptk - wtk—l} .
k=1

Dale plati, ze

z(t) — 2O () <e Vte (a,b), tedy ||z -2 <e a z'® e B(a,b).
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Aplikaci funkciondlu F na z(¢) dostaneme

<z F Z (t{<et,, F> — <y, F>} = Z (ti){ute) — u(tr-1)}-

k=1
b

To vsak piedstavuje integrdlni soucet integralu [ z(t)du(t). Jestlize vezmeme dostateéné jemné
a
délen{ D,, intervalu {(a,b), dostaneme

b
<2 P> — / 2(t)du(t)] < <.

Soucasné vsak plati
<@, F>— <a® F>| <||F| - |l —a©|| < |[F|| - €

Nésledné
b b
|<z, F> — /m(t)du(t)| <<z, F> — <a® F>| 4 |<a®, F> — /x(t)du(t)| <e(1+||F]).

a a
b

Ponévadz ¢ bylo libovolné, plyne odtud, ze <z, f> = [z(t)du(t).

Poznamky: 1. Funkce u v predchozi vété neni urc¢ena jednoznacné. Jestlize chceme dosahnout
jednoznaénosti vyjadieni, musime funkce z BV (a, b) normalizovat tak, ze budeme uvazovat pouze
takové funkce u € BV(a, b), pro néz u(a) = 0 a u(t+) = u(t) prot € (a,b), kde u(t+) = lir? u(T).

Tty

2. Ctendf, ktery se jiz difve seznamil se zaklady teorie Lebesgueova integralu, muze dané
integraly povazovat za Lebesgue-Stieltjesovy. u je sice obecnd komplexni funkce, ale lze ji zapsat
ve tvaru u = uy + tug, kde V(uq) a V(u2) jsou koneéné. Podle Jordanova rozkladu lze w; vyjadfit

ve tvaru u; = u(l) (»2), kde ugk) (i,k = 1,2) jsou nerostouci funkce, tedy maji kone¢nou variaci.
Dany integral lze napsat ve tvaru

b b b b

/b 2(t)du(t) = / 2(®)dulD () / 2O du®(t) + i / (#)dul (1) / w(t)dul (1)

a a a

a miry, podle kterych se integruje, jsou nezaporné.

5. Prostory distribuci.

Definice: Redlnou funkci p, definovanou na linedrnim prostoru X, nazveme pseudonormou,
jestlize plati:

( +)y)|§p(x)+p(y) Vr,y e X,

|p(x) Vo e ® Ve eX.

Poznamky: 1. Pro kazdou pseudonormu plati p(0) =0, p(z) >0 Vz € X.

Dikaz: Plati
p(z) =ple—y+y) <plz—y)+p(y) atéz ply) =ply—z+z) <ply—=)+p(z) = ple—y)+p(z).
Odtud plyne, ze p(z — y) > |p(z) — p(y)|, specielné tedy p(x) > 0.

2. Pro to, aby pseudonorma byla normou, je tfeba dodat pozadavek p(z) =0 < x=0.
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3. Jestlize nemdme v linedrnim vektorovém prostoru X k disposici normu, muzeme definovat
topologii pomoci systému pseudonorem, jak ukazeme pozdéji.

Definice: Bud f : Q@ ¢ R® — C funkce. Potom jejim nosi¢em, ktery ozna&ime supp f
nazveme mnozinu

supp f = {z € Q; f(z) # 0}.

Poznamka: Pii vySetfovani prostoru hladsich funkci se dostaneme pfirozenym zpusobem
k vyuziti pseudonorem, jestlize vyzadujeme, aby na konvergenci v daném prostoru mély vliv
i vyzsi derivace. To ukdzeme v nasledujicim piikladu.

Pi#iklad: C"(a,b) pro r > 0 celé ozna¢ime mnozinu vSech redlnych nebo komplexnich funkef,
které maji spojité derinace az do fddu r na (a,b). Na C"(a,b) definujme systém pseudonorem

pi(f) = max |f9(2)], j=0,1,...,r.
z€(a,b)

Pomoci tohoto systému muzeme definovat normu predpisem
T
£l =D pi(f) -
j=0

Konvergence v C"(a,b) je stejnomérnd konvergence, tedy f, — f v C7"(a,b) znamend, ze
f,(f)(a:) — fU)(z) stejnomérné v (a,b) pro j = 0,1,...,r. Odtud dostaneme okam?zité, ze C” (a, b)
tvori Banachuv prostor.

Poznamky: 1. Je-li K C R™ kompaktni podmnozina, muzeme analogicky definovat prostor
C"(K) a systém pseudonorem

, 9°f(x)
. — su D% f(x ro 7 =0,1,...,7, kde D*f(x =~ S5 o -
pi(f) S |D f ()| pro j 1@) = G oam

Misto supréma jsme samoziejmé mohli psat maximum.
2. Normu v C"(a,b) [nebo v C"(K)] muzeme téz definovat jednim z predpisu

1

[ £llms =4 D> P5(f) ¢+ s>1 nebo [|fllreo =max{pi(f), - .p(f)}.
j=0

Vsechny tyto normy jsou ekvivalentni.

3. Prirozenéjsi situace, ktera se také vyskytuje v aplikacich, je, Ze neuvazujeme funkce na
kompaktni mnoziné, nybrz na oteviené podmnoziné RF. Z hlediska zavedeni vhodné topologie
to vs8ak celkovou situaci komplikuje. V nasledujicim piikladu ukézeme cestu, kterou se pii reseni
tohoto problému vyddme. Ve zbytku tohoto piikladu bude €2 oznacovat neprazdnou otevienou
podmnozinu R* k € N. [Po piipadé R™.]

Priklad: Prostor C(9Q).

Prostorem C(f2) nazveme linedrn{ prostor vsech redlnych nebo komplexnich funkei spojitych
na Q. Bud
KiCcKyc---CK,CKy41C---

takova posloupnost kompaktnich mnozin, ze

(G
2
[
2

i
1



a definujme systém pseudonorem {p, } pFedpisem

pu(f) = sup |f(z)].

reK,

Tento systém urcuje topologii na C(2), kterd je Hausdorflova. (Zhruba feceno: je-li
pn(f) =0 Vn € N, potom f = 0 na €2.) Ponévadz je tento systém navic spocetny, je dané topologie
metrizovatelnd, neboli je indukovana jistou metrikou. Definujme

I pu(f—9)
d(f.9) 227 L+pa(f—g)°

d je metrika, ve které je dany prostor uplny. Bud {f;} cauchyovska posloupnost v C(2). Potom
plati, ze p,(f; — fj) — 0 Vn € N. Ponévadz je konvergence stejnomérnd na kazdém K, , do-

staneme, ze {f;} konverguje na kazdém K, k néjaké funkci f € C(12). Déle plati d(f, f;) — 0.
j—o0

Prostor s touto vlastnosti nazyvame Fréchetuv prostor.

Poznamky: 1. Posloupnost kompaktnich mnozin, kterd je vyuzivana v predchozim piikladu,
muzeme sestrojit na pifklad takto: Ozna¢me F = R* — Q. Je-li F = (), pak zvolime

K, = {z e RF;||z|| <n} = S(0;n).
Jinak polozme
1 _
={reR"d(z,F)< -} a K, = (R* -~ G,)nS(0;n).
n
2. Fréchetuv prostor, ktery jsme v predchozim piikladu ziskali, je Uplny linedrni metricky
prostor, ktery neni obecné Banachuv. Prvni ukézka byl prostor s, ktery jsme zavedli v 1. kapitole,
paragrafu 1.1. Druhd ukédzka je pravé prostor C(Q2). Navic konstrukce, kterou jsme pro sestrojeni

topologie v C(Q2) pouzili, je t. zv. induktivn{ limita posloupnosti prostoru C(K,). Kazdy prostor
C(K,) je Banachuv, tedy C(2) je induktivn{ limita Banachovych prostort.

3. Situace se jesté trochu zkomplikuje, jestlize pozadujeme hladkost funkci, které budeme

vySetfovat. Uvazujme prostor C*(Q2) vsech funkci, které maji na mnoziné £ spojité derivace
oo

viech faddu. Bud opét K,, C K, 1 posloupnost kompaktnich mnozin tak, ze @ = |J K, a zvolme

n=1
n pevné. Definujme systém pseudonorem

P, .m(f) = sup |Df(x)| pro m=0,1,2,....
la|<m,ze Ky,

Tento systém definuje na kazdém K, topologii tak, ze C*°(K,,) je Fréchetuv porostor. Prostor
C>(9) je pak induktivni limitou posloupnosti Fréchetovych prostora {C*>(K,,)}52,.

Definice: Oznacme C5°(Q) linedrn{ prostor vSech nekonecéné diferencovatelnych funkef s kom-
paktnim nosi¢em. Je-li K C 2 libovolnd kompaktn{ podmnozina, potom D (€2) oznacime mnozinu
viech funkei f € C () takovych, ze supp f C K. Topologie v Dk () je definovdna pomoci
systému pseudonorem

prm(f) = sup |D*f(z)], kde m=0,1,2,....

la|<m ,z€K

Poznamky: 1. Kazdy prostor D () je Fréchetuv prostor.

2.Je-li K1 C K», potom je topologie na Dk, (£2) indukovdna topologii na Dk, (2) jako na
podmnoziné.
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Definice: Bud {K,}, K, C K,1 posloupnost kompaktnich podmnozin Q takovych, ze

oo

U K, = Q. Potom D(2) oznaéime induktivni limitu posloupnosti { D, (2)} a nazveme prostorem
n=1 =
testovacich funkci.

Poznamky: 1. D(Q) je mnozinové rovno C°(Q), je vSak vybaveno piislusnou topologif
induktivni limity.

2. Z definice induktivn{ limity plyne, ze konvergence v prostoru D(€2) mé ndsledujici podobu:
lim f, =0 v D(Q) znamena
n—oo

a) Existuje kompaktn{ mnozina K C ) tak, ze
supp fn CK VneN,

b) D*f,(x) — 0 stejnomérné na K pro a = 0,1,2,.... Tuto skutetnost budeme znacit

n— 00
struéné D f,(z) = 0 na K.

3. Prostor D(Q?) neni metrizovatelny. Je to vsak t.zv. Monteluv prostor. Ten je charakterizovén
vlastnosti, ze kazdd emezend uzaviend mnozina je kompaktni. To je do jisté miry prekvapivé,
musime si véak uvédomit, ze i kdyz ma D(Q2) nekoneénou dimensi, topologie v D(2) je tak ”exo-
tickd”, ze tuto vlastnost dovoluje.

4. V dalsf ¢asti vykladu si polozime otdzku, zda vubec existuje nenulovd funkce f € CF ().
Odpovéd je kladnd a jak dale ukdZzeme, existuje jich dostateéné mnoho, abychom pomoci nich
rozligili ruzné funkce.

Priklad: Oznacme

1 a2
T1-e? T a2 32
oz) =4 ¢ pro [|lzf| <1 W(z,a) =1 © pro ||z <a (a>0)
0 pro |z[ > 1 0 pro |z]| > a,
kde 22 = 2% + --- + 22. Potom vSechny tyto funkce patif do C°(R"™). Je samoziejmé
p(z) =z, 1).

Diikaz: Bud n = 1. Potom je

1

2z 1 e 1-22
) — 2T s R TR S
¢'(x) = 1— 222" ' ailinl(l_ﬁy Lim t7e 0.

Analogicky se dukaz provede pro vSechny derivace i pro ptipad n > 1.

Poznamky: 1. Posloupnost

konverguje k 0 v D(R"). Posloupnost

konverguje stejnomérné k 0 spolu se vSemi derivacemi, ale nekonverguje v D(R™). Nespliiuje totiz
podminku, ze
suppy, C K Vne N

pro néjakou pevnou kompaktni podmnozinu 2.
2. Uvézime-li funkci p(*5%) dostaneme, Ze ¢(xg) > 0 a mnosic ¢ lezi v kouli se stiedem

o a polomérem 4.
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Véta: Bud fe C(Q) a
/f-(pdm:O VYo € Ci° ().
Potom je f=0v Q.

Diikaz: Piedpoklddejme, ze f(xg) # 0. Potom lze zvolit § > 0 tak, ze f(x)p(*5™) ma stejné

znaménko. To je vSak ve sporu s predpokladem, ze [ f-¢dz = 0.
Q

Definice: Rekneme, ze f je lokdlné integrovatelnd na mnoziné Q C R”, jestlize je integrova-
telnd na kazdém kompaktu K C €.

Véta: Je-li f lokdlné integrovatelnd na mnoziné ) a
/f-(pd:r:O Yo € C3°(9),
potom je f =0 s.v. v Q.
Dukaz: Nebudeme provadét.

Definice: Kazdy spojity linedrni funkciondl T' na prostoru D(f2) nazveme distribuci nebo
zobecnénou funkei. Mnozinu vsech distribuci budeme znagcit D'(£2).

Pozndmka: Prvni otdzka, kterou si polozime, je tvar distribuce, pokud ji dokdzeme vubec
popsat. Jsme sice daleko od toho, abychom popsali vSechny distribuce, ale umime popsat velmi
siroké tiidy distribuci. Odpovéd je ddna v nédsledujicich dvou vé&tach.

Véta: Bud f lokdlné integrovatelnd na mnoziné Q@ C R™. Potom je funkciondl Ty tvaru
<Tpp> = [ £ pla) da
Q
distribuce. Tyto distribuce budeme nazyvat regularni.

Dukaz: Pro kazdou funkci ¢ € D(Q) plati

|/f x) dx| <max\<p |/|f )|dz, kde supp ¢ C K [K je kompakt].

Odtud je zfejmé, ze pokud ¢, — 0 v D(2), potom <T, ¢, > — 0.

Poznamka: Vsechny ostatni distribuce, které nejsou regularni, nazyvame singularni. Jak
nékteré z nich vypadaji, fikd nasledujici véta.

Véta: Bud p o—koneénd komplexni mira na Q. Potom je funkciondl T}, tvaru

o> = [ o) du(o)

distribuce. Q2
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Dukaz: Plati

[e@ (o) < maxlo@) [ diul(o).
K

Q

kde |p| je t. zv. totdlni variace miry p a plati [ d|u|(z) < oc.
K

Poznamka: Ukazuje se, ze existuje mnoho dalsich distribuci, které nelze vyjadiit ani jednim
z predchozich integralu.

Priklad: Bud f funkce jedné proménné na R, kterd md derivaci (n + 1)—vého fddu na R
a zkoumejme distribuce tvaru Ty, Ty, ..., Ty . Plati

+o0 +oo
Ty o> = / F(@)pl) dz = [ (2)p(@)] " / f@)¢ (@) do = —<Ty, o>

Analogicky
<Tpr,p>=—<Typ,¢'>= <Ty,¢">

a odtud dostaneme, ze
<Tjony, > = (—1)"<Ty, o>

Tento vysledek nds motivuje k néasledujici definici.

Definice: Bud T distribuce na D(Q). [t. j. T € D'(2)]. Potom distribuci D*T definovanou
predpisem
<D°T, o> = (—1)l*l<T, D¥p>

nazyvame distributivni derivaci T
Priklad: Uvazme Heavisidovu funkci
G(x):{ 0 prox<0,
0 je lokalné integrovatelna na R a plati

<Tp,p> = /@(m)dx.
0

Jestlize vypocteme distributivni derivaci Ty, dostaneme

o0
<Tp,p>=—<Tp,p'>= —/(p’(x) dx = ¢(0).
0
Tedy formélné muzeme Fici, ze 0'(x) = d(x), coz je Diracova d—funkce. To vSak jiz neni funkce,
ale mira. Jestlize pfislusnou distribuci ozna¢ime T, potom plati

<T5,p>=—<Ts,¢'>=—¢'(0) aodtud <T5(n), o> = (—1)"p™(0).

Poznamky: 1. Ukazuje se, ze distributivni derivace Diracovy é—funkce neni ani funkce ani
mira.

2. Pfi pocitani s distributivnimi derivacemi musime byt velmi obezietni. Kromé fady zaludnosti
neplati na ptiklad rovnost T]’c = Ty, i kdyz je Ty regularni distribuce a f’ existuje. Staci si
uvédomit, ze v pfedchozim piikladu je Tj = §, zatimco Tp: = 0, tedy je to nulova distribuce.
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3. Jestlize budeme definovat T, € D'(§2) predpisem
<Ts.,p>=¢(s) VseQ a VpeD(Q),

dostavame Diracovu d—funkei koncentrovanou v bodé s € Q.

3. Z ptedchoziho je ziejmé, ze kazd4 distribuce mé derivace viech fadu (samoziejmé ve smyslu
distribucf).

k vypracovéani metod regularizace divergentnich integrélu. To vsak presahuje svoji obsirnosti rozsah
této strucné exkurze do teorie zobecnénych funkci a nebudeme se jim zabyvat.

2.6 Veéta o uzavieném grafu.

Poznamka: V tomto paragrafu se budeme zabyvat vlastnostmi prostoru £(X,Y). Ukdzeme,
ze pro linearni zobrazeni informace o bodové konvergenci zarucuje i informace o norméach danych
zobrazeni, tedy o stejnomérné konvergenci.

! Véta: (Banach-Steinhaus)
Bud A indexovd mnozina a ptredpoklddejme, Ze {Th}rea je systém prvki z £(X,Y), kde
X a Y jsou B-prostory. Jestlize
sup ||Thz| < oo
AEA

pro vSechna x € X, pak

sup ||Th|l < 0.
AEA

Dikaz: Nebudeme provadét. Ukazuje se, ze tvrzeni sta¢i dokazat jen pro spocetnou mno-
zinu A. Kdyby pro libovolnou mnozinu platilo

sup | Ta|| = oo,
AEA

pak existuje posloupnost {T,} tak, ze
ITa]] > 1, 2] >2,... [Tl > n,...,

coz dava spor s tim, ze
sup ||T,] < co.
neN

Veéta: Bud {T,}, T, € £(X,Y) takové posloupnost, Ze
lim Th,x=Tx

existuje pro kazdé x € X . Potom existuje konstanta M tak, ze

IT.]| <M VYneN.
Dukaz: Ponévadz existuje
lim T, =Tz Vz € X, je sup|Thz| < oo Vo e X.
n—0o0 n

Podle Banach-Steihausovy véty odtud plyne, ze

sup || 1| < 0.
n
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Pozndmka: Banach-Steinhausova véta mé téz dulezité dusledky pro t. zv. slabou konvergenci.
Definice: Rekneme, 7e posloupnost {z} bodu linedrniho normovaného prostoru X konver-
guje slabé k prvku =z € X, jestlize
<Tp,x*> — <x,r*> pro kazdé z* € X*.
n—oo

v . w
Oznac¢ujeme x,, — = nebo x, — z.
n—oo n—oo

Véta: Kazdd konvergentn{ posloupnost {x,} je také slabé konvergentni.

Dikaz: Nechf x, — z, t.j. |z, — x| — 0. Potom

|<@p,z">— <z, 2*>| = |[<zp, —z,2">| <||lz, —z| - ||z*|| — 0.

Véta: Slabé konvergentni posloupnost bodu B-prostoru X je omezen4.

Dikaz: Nechf z, — x, t. j.
<Tp, x> — <x,x"> Va© € X*.
Potom plati
<Tp,T">=<x",T,> — <x*,i>= <z, %> Vo* e X*.

Podle Banach-Steihausovy véty existuje M tak, ze sup ||Z,|| < M.
Je vsak "
sup [|Zn || = sup [|a,[| < M.
n n

Poznamky: 1. Pozdégji ukdzeme na piikladech, Ze ze slabé konvergence neplyne konvergence
vV norme.

2. V dalsim se budeme zabyvat vétou o uzavieném grafu. Uzaviend zobrazeni zahrnuji vétsinu
diferencidlnich operatoru a je tedy vhodné se jimi zabyvat.

Definice: Bud'te XaY B-prostory. Rekneme, Ze linedrni zobrazeni T : D(T) € X — Y je
uzaviené, jestlize plati: je-li

xn, € DT, ®y >z, Ty, —y, potom 2 € D(T) a Tx=y.
Grafem linedrniho operatoru 7' nazveme mnozinu
Gr = {[z,Tz];x € D(T)}.
Priklady: 1. Kazdy omezeny operator je uzavieny. Toto tvrzeni plyne okamzité ze spojitosti.

2. Bud

d
X=Y=C0,1); T= i D(T) = {x;2" € C(0,1)}.
Potom T neni omezeny. Na piiklad pro z,, = t" je

|zl =1, ale ||Tz,|| =n.
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T je vSak uzavieny. Jestlize
zn, —x, Ty =y,

potom je podle klasické véty posloupnost {z/, } stejnomérné konvergentni, tedy existuje 2’ az’ =y,
neboli Tz =y.

Poznamka: Mezi uzavienosti operatoru T' a jeho grafem G existuje 1izka souvislost.

Véta: Bud T : D(T) € X — Y linedrni operator. Potom je T uzavieny pravé kdyz je jeho
graf G uzavieny podprostor X x Y .

Poznamka: Normu v X x Y muZeme zavést na ptiklad pfedpisem || [z, ] || = ||=| + ||y|| nebo
[ [z, y] || = max{]|z[], ly[|} a podobne.

Ditkaz: 1. Bud T : D(T) C X — Y uzavieny linedrn{ operator a necht [z,y] € Gr. Existuje
tedy posloupnost
[Xn, Tx,) € Gr tak, ze [x,,Tz,] — [z,y].

To v8ak znamena, ze
Il [zn, Txn] — [x,y] || — O neboli ||z, —z| — 0 a ||Tx, —y|| — 0.

Ponévadz T je uzavieny, je x € D(T) a Tx =y, tedy [z,y] € Gr.

2. Bud Gt uzaviend mnozina v X x Y a necht

zy —x, Ty, —y (v, € D(T)).

Odtud plyne, ze o
[Xn, Txy] — [2,y] € Gr = Gr

atedy z € D(T),Tx =y.
Véta: Bud T uzavieny linedrni operator. Jestlize existuje 7!, je také uzavieny.

Dukaz: Bud 7 : D(T) C X — Y uzavieny. Potom
T7':T(D) — X anechf y, »y, T 'y, — .
To je vsak ekvivalentni s tim, ze
T, — vy, , —x, neboli z € D(T), Tx=y.

To ale znamena, ze

yeD(T)=T(D) axz=T""y.

Poznamka: Pro uzaviené linearni operdtory plati dulezitd véta o uzavieném grafu, kterd
spolu s Hahn-Banachovou vétou a Banach-Steihausovou vétou tvoii tii zdkladni principy linedrni
funkciondlni analyzy.

! Véta: (O uzavieném grafu)
Bud T : X — Y uzavieny linedrn{ operator, kde X a Y jsou B-prostory. Potom je T' omezeny
operator.

Dukaz: Nebudeme provadét
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Poznamky: 1. Podstatny je v predchozi vété predpoklad, ze T je definovdan na celém
B-prostoru, tedy na uplném normovaném prostoru. Ptiklad operdtoru 7' = % na prostoru C(0,1)
ukazuje, ze véta jinak neplati.

2. Posledni informace tohoto paragrafu se bude tykat Hilbertova prostoru. Hlavni vysledek je
Rieszova véta o reprezentaci spojitého linedarniho funkciondlu na Hilbertové prostoru.

Definice: Bud H Hilbertv prostor. O prvku = € H fekneme, Ze je ortogondlni k mnoziné
M C H a piseme x 1 M, jestlize plat{ (x,y) = 0 pro vSechna y € M. Mnoziny M;,Ms C H
nazyvame ortogondlni a znacime M; L Mo, je-li (x,y) = 0 jakmile z € M; y € Ms.

Lemma: Jelliz L M, jeix L [M].
Diikaz: Bud y,y2 € M. Potom je zfejmé

(2, \y1 + Aaye) = A (z,y1) + Aa(z,92) =0, tedy = L [M].

Necht y,, € [M], y, — y € [M]. Potom

0= (2,yn) — (z,y) atedy (z,y) =0.

Poznamka: Z predchoziho lemmatu plyne, ze mnozina vsech prvka H, které jsou ortogondlni
k dané mnoziné M tvoii uzavieny podprostor H, ktery znac¢ime M~ a nazyvéame ortogonalnim
doplikem mnoziny M. Déle plati

Lemma:

) L (M) =[M].
Dikaz: Ziejmy.

Lemma: (Rovnobéznikové pravidlo)
Bud H unitarni prostor a,b € H dva libovolné prvky. Potom plati
lla+bl* + [la — bl = 2{ [|a]|* + [[b]* }

Dukaz: Plati
la+ 0|+ lla —b||> = (a+b,a+b) + (a —b,a —b) =

= llal* + 6% + (a,0) + (b, a) + [lal|* + [6]* = (a,0) = (b,a) = 2{ lal* + [|b]|* }

! Véta: Bud M uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H. Potom lze kazdy prvek x € H
vyjadrit pravé jednim zpusobem ve tvaru

t=y+z, kde ye M, z€ M*.

Dukaz: 1. Jednoznacnost

Bud
t=y+z, c=y +2, kde y,y' e M; z,2 € M*.
Potom
y+z=y +2, tedy y—y =2 — 2
a odtud

ly=y1?P=w-v.y-y)=w—-y.7 —2)=0,

neboli y=1y', z2=2".
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2. Existence
Je-li x € M, sta¢i polozit y = z,2 = 0. Necht z ¢ M a oznatme
d = inf — /|| abud JYn €M
nf, lz =yl abud {yn},yn

takova posloupnost, ze
d= lim ||z —yn] -
n—oo

Ukézeme, ze {y,} je cauchyovskd posloupnost. Plat{

|z — WTymH > d, ponévadz Z/n—f—Tym EM.
Na druhé strané N L )
y7l y'”'L
_gdn T Imy - T e —
o= Yo < Ly Sl
a odtud .
limsup ||z — MH <d.
m,n—o0 2
Tedy plati
lim |z — 2ot ¥my g,
m,n— o0 2

Jestlize uzijeme rovnobéznikového pravidla (pfedchoz{ lemma) pro a = x —y, a b = & — Y,
dostaneme

yn+ym”2 0.

2 m,n— oo

v = ymll® = 2l|z = ym > + 2]z — yul* — 4]}z —

Ponévadz M je uzavieny podprostor H, je y, — y € M, tedy ||z — y|| = d.

Polozme nyni z = 2 — g, tedy © = y + 2. Je nutno dokézat, ze z € M+, neboli (z,u) =0 Yu € M.
Ponévadz je y + A\u € M pro libovolné A, plati

|z —y— Mu|® > d®

a dale 7
=y — Mull* = (2 = Au, z = M) = [12]]* = 2Re X(z, u) + [A]*[Jul|® > .

Ponévadz je ||z||? = d?, musi byt
IN2||ul|? — 2Re X(z,u) > 0.
Polozime-li A = a(z, u), dostaneme pro o € R
o®|(z,w)]?[lull* - 20| (2, w)[* 2 0

neboli
al(z,u)? {allu® -2} > 0.

To vsak neni mozné splnit pokud je (z,u) # 0.

! Véta: (Rieszova véta o reprezentaci funkciondlu na Hilbertové prostoru)
Bud H Hilbertiv prostor, f € H*. Potom existuje jediny prvek y € H tak, Ze

<x,f>:(x7y) Ve e H a Hf” :Hy”

Poznamka: Podle predchozi véty lze ztotoznit H a H*. Analogicky H* a H**. Tedy Hilbertuv
prostor je ptikladem reflexivniho prostoru.
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Dukaz: Existence

Bud
M ={z € H;<z, f>=0}.

Pak je M uzavieny podprostor H. Je-li M = H, je f = 0 a staé&i polozit y = 0. Bud tedy M # H
a zvolme yo € M+. Uvazme prvky tvaru

<x, f>yo — <yo, f>xr Yr € H.
Vsechny tyto prvky patii do M. Je totiz
<<z, [>Yo — <yo, [>x, f> = <z, f><yo, [> — <yo, [> <z, f>=0.

Tedy
(<$7f>y0 — <Yo, f>$7y0) =0.

To ale znamena, ze
<z, f> |lyoll® = <yo, > (z,50), neboli <z, f> = (a:, Wyo
0

Polozime-li tedy
— <¥o, f>

ol Yo, dostaneme <z, f> = (x,y) Vo € H.
0

Jednoznacnost

Bud
(2,9") = (z,y") Ve € H .
Potom (z,y’ —4") = 0 a polozime-li x =y’ — 3", dostaneme ||y’ — "> = 0.
Rovnost norem

Ponévadz je <z, f> = (x,y), plat
<z, f>[ < lz]l - llyll, tedy [l < llyll-
Polozime-li x = y, dostaneme
<y, f>= |lyl?* aodtud ||f]| > [lyll.

Je totiz [|y||* = [ <y, f>| < [yl - [ £l

2.7 Zaklady teorie Fourierovych rad.

Poznamky: 1. V celém tomto paragrafu budeme pracovat pouze se separabilnimi Hilber-
tovymi prostory.

2. V paragrafu 2.1 jsme definovali pojem ortonormalni mnoziny a na ni budeme nyni navazovat.

Definice: Bud {¢,}5; ortonormélni posloupnost prvki separabilniho Hilbertova prosto-
ru H. Rekneme, ze {©,}52 je Gplnd, jestlize plati: je-li pro néjaké

x€H (x,p,) =0 pro n=1,2,..., potom x=0.
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Véta: Bud H separabilnf Hilbertiiv prostor. Potom v H existuje tiplny ortonormaln{ systém.

Dikaz: Ponévadz H je separabilni, existuje v H hustd spo¢etnd podmnozina {x,, }22 ; . Z této
mnoziny vybereme nezavislou podmnozinu

{yn}q?bo:l taka ze [{xlu L2y 7$kn}] = [{yh Y2, ... ayn}] .
Ponévadz je {x,,}22, hustd, plati
{y1,92,... .} =H.

Nyni sta¢i pouzit Gram-Schmidtovy ortogonalizace, abychom dostali pozadovany systém.

Poznamka: Bud {¢,}>°; ortonorméln{ systém v Hilbertové prostoru H, x € H libovolny
n
vektor. Ozna¢me y, = Y a;p; a zkoumejme, pro kterd a; je minimdln{ odchylka 6, = ||z —y, ||*.

j=1
Plati

On = (T = Yn, T — yYn) = HxHQ —(@,Yn) = (Yn, ) + ||yn||2 =

n n n n n n
= [lz]® = Y@, 0 Z (p2) + ) layP = llz* = D ejag = Y oy + Y layl* =
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

= ||lz||* + Z i — ;) — aj Z |c]| kde ¢; = (z, ;).

Tedy §,, je minimélni, jestliie o = c¢j.

Definice: Bud {¢,}5°, ortonormdln{ systém v Hilbertové prostoru H, x € H. Potom ¢isla
¢n = (z, ppn) nazyvdme Fourierovymi koeficienty prvku z vzhledem k bybtemu {on}2,.

Véta: Bud H Hilbertuv prostor, z € H , {¢y}7°; ortonorméln{ systém v H. Potom mnoho¢len

n
n-tého faddu > aypk, ktery = nejlépe aproximuje v normé H, je Fourieruv mnohoclen
k=1

[, = ¢, = (@, px)] -

Véta: Bud H Hilbertuv prostor, € H, {¢;}32, ortonormaln{ systém v H, {c}2, Fourie-
rovy koeficienty = vzhledem k systému {py}72 ;. Potom plati Besselova nerovnost

oo
] =) fexl?.
k=1

Dikaz: Pro libovolné n € N plati

n

n
0< =Y crpnl® = el = > exl?
k=1 k=1
a odtud plyne tvrzeni.

Dusledek: Bud'te {cj}?2, Fourierovy koeficienty prvku z € H vzhledem k ortonormalnimu

systému {¢r}72, , potom ci " 0.
—00
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Véta: Bud {¢j}°, ortonormaln{ systém v separabilnim Hilbertové prostoru H. Potom je
tento systém uplny pravé kdyz pro kazdé x € H plati Parsevalova rovnost

oo
2] =" lexl*.
k=1
o0
Dukaz: 1. Bud {¢x}72, Uplny, z € H a oznaéme y = Y cipy. Potom plati

k=1

(oo}
(x—y,%)z(x—zck¢k7¢j)=($,¢j)—cj=0 pro j=12,....
k=1

7 tplnosti plyne, ze © — y = 0, tedy

o
2]1* =" lexl*.
k=1
2. Necht (x,¢x) =0 pro k=1,2,... . Potom je ¢y = (x,px) = 0, tedy
o
2]* =" [ex* =0
k=1

a {¢r}32, je tplny ortonormélni systém.

Poznamka: Piedchozi véta spolu s vétou o existenci iiplného ortonormalniho systému dovoluji
ukdazat, ze vSechny separabilni Hilbertovy prostory jsou izometricky izomorfni.

Veéta: Kazdy separabilni Hilbertuv prostor je izometricky izomorfni s prostorem 15 .
Dikaz: Bud z € H a {5}, uplny ortonormdlni systém v H. Definujme zobrazeni

T : H — 1, predpisem
Te=u={cr}i2;.

Potom je T zfejmé linedrni zobrazeni a
oo
1Tz = lexl® = |l
k=1

podle Parsevalovy rovnosti, tedy T je izometrie.

Pozndmka: V dalsim zvolime konkrétn{ Hilbertuv prostor a sice La(a,b) a uvedeme nékteré
ortogonalni nebo ortonormalni systémy funkei.

Ptiklady dplnych ortogonélnich systému funkei.

1. Systém {e™®}1°>° _je ortogondlni na libovolném intervalu délky 27. Systém

TR B
{ 61/!11?}
\% 27 n=-—oo

je ortonormalni.

Dukaz: Plati

) a+2m
a+2m #ez(n—k)x
o o HE=) .
(emm7 ezkx) — / eznxe—zkacdx — at2m ,
[ dz =21 =|em*|? jelin==F.

a

=0 jeli n#k,

a
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Polozme nyni pro formalni zjednoduseni @ = —7 a oznac¢me @, (r) = —E=e'"*. Je-li

V2
™
1 i
= (fyon) = NG /f(t)e mdt,
potom T
+oo +oo
f ~ Z C:@n — /f —zntdt Z /f —zntdt 6
+o0 1 =
= Z cne™®, kde ¢, = — / f(t)e "dt
S 2w
—T
+oo
bude znacit Fouriertiv koeficient. Plati Parsevalova rovnost ||f||> = Y. |c%|?> a ponévadz je
n=-—oo
Cn = F c;, , dostaneme tvar _
Lise=L [iopa= 3 ol
27 27 e
g n=—oo
2. Systém
1,cosz,sin x, cos 2x, sin 2x, . ..
je ortogonalni na libovolném intervalu délky 27. Systém
1 1 1 1
— cos , sinz, cos 2z, sin 2z, ...

S S

je ortonormalni.

Dukaz: Je tieba ukdzat, ze

Vn,k € N plati (1,cosnz) = (1,sinnz) = (sinnz,coskz) =0

a déle
(sinnz,sin kz) = (cosnz, cos kx) = oy i »

kde d,, 1 je Kroneckerovo delta. To jsou v8ak vypocty béznych integraltu a nebudeme je provadét.
Analogickou tvahou jako v predchozim ptikladu dostaneme, ze Fourierova fada funkce f ma tvar

[~ % + ]; ay cos kx + by sinkzx),
kde

1] 1]
—f/f(t)cosktdt, k=0,1,2,... bk:f/f(t)sinktdt, k=1,2,....
™ ™

—T
Parsevalova rovnost ma tvar

o0

2
a
/|f Pt =95 45 (auf? + ?)
k=1




Poznamky: 1. Vzijemny vztah mezi systémy z piikladu 1 a 2 dostaneme okamzité, jestlize
uzijeme Eulerovy identity. Je-li

ao e 0 b sin k) — ao e eikat_|_e—ik$ ) eikx _e—ikx _
fwjﬁ-;(akc% T + by, sin x)—?—&—kzﬂ ay, 5 + by, 5 —

_@ = ak—ibk ikx ak—’—ibk —ikx
_2+kz_1( ke WA i)

dostaneme odtud ) ]
ap ayp, — by, ar + iby,

9 T T
Tudiz zndme-li koeficienty a; a by, muzeme vypocitat koeficienty ¢, a obrdcené. Plati totiz

ag=2¢co, ap =ci+c_p, b =i(ckg —c_g)-

2. Dukaz skutecnosti, Ze uvedené systémy jsou uplné, patii do kategorie t. zv. "hard mathe-
matics” a nebudeme jej provddét. Zajemci o dukaz se mohou podivat do nékteré z monografii,
vénovanych Fourierovym faddm nebo si pockat na pfipravovany text z Lebesgueova integralu.

3. Problémy, souvisejici s bodovou, po pfipadé stejnomérnou konvergenci Fourierovych fad
patii tématicky spise do oblasti Lebesgueova integralu a budou uvedeny v pfislusném textu.
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Kapitola 3

Spektralni teorie linearnich
operatoru.

3.1 Spektrum operatoru.

Oznaceni: Bud X B-prostor nad télesem komplexnich &isel C. Potom Banachuv prostor £(X, X)
oznacime £(X). Symbolem I ozna¢ime identicky operédtor z prostoru £(X), tedy plati

Ix=2 VzeX.
Definice: Bud T € £(X). Definujme nasledujici mnoziny:

p(T) ={Ae€C; M —T jeprosty a RN —T) =X}

op,(T) ={A € C; A —T neni prosty}

o.(T)={A € C; M —T jeprosty, RN —T)#X, ale R\l -T) =X}
o-(T)={A € C; M —T jeprosty, ale RIAI-T) #X}.

Mnozinu p(T) nazveme resolventni mnozinou operatoru T' a jeji komplement o(7T) = C — o(T)
spektrem operdtoru T'. Mnoziny o,(T), o.(T), o,(T) budeme po fadé nazyvat bodovym, spojitym
a residudlnim spektrem operatoru 7.

Pozniamka: Z definice mnozin o(T"), 0,(T), 0.(T) a 0,(T) je ziejmé, ze jsou disjunktni a

o(T)=0p,(T)VUo (T)Uo.(T).

Lemma: Resolventni mnozina o(T) je totoznd s mnozinou v8ech komplexnich A, pro kterd
existuje inversni operator (Al — T')~! € £(X). Bodové spektrum o,(T) je mnozina viech kom-
plexnich ¢isel A takovych, ze existuje vektor x € X, x # 0 tak, ze Tx = Ax. Kazdy takovy vektor
nazyvame vlastnim vektorem piislusnym vlastnimu éislu A € o,(T).

Diikaz: Ponévadz je R(N —T) = X, je (Al —T)~! omezeny operdtor podle véty o uzavieném
grafu. Vlastnost bodového spektra je ziejma.

Poznamky: 1.V dalsim ukdzeme, Ze o(T) je oteviend mnozina a o(T") je kompaktni mnozina.
2. Jestlize pro T € £(X) existuje operator T-! € £(X), pak plati 7T~ =TT = I.
3. £(X) tvoii Banachovu algebru, kde ||TU|| < ||T| - U]
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Véta: Je-li [A| > ||T||, potom A € o(T).

&)
Ditkaz: Bud |[A| > ||T||. Potom je fada Y 5.+t absolutné konvergentni. (£(X) je dplny
n=0

prostor). Plat{ totiz

T 2]l < |70 (1T el < - < T T2l < 170l

a odtud ||T™|| < ||T||™. Déle dostaneme

s n > mn e Tn+1
(AI—T);)W—Z%)\T—Z%W:I

Poznamka: Z predchozi véty plyne, ze o(T) je omezend mnozina.

Véta: Je-li T € £(X) takovy operator, ze ||[I — T|| < 1, potom existuje operator 7! a plati
T-! € £(X).

Dikaz: Plati, ze fada Y (I —T)" konverguje absolutné (je ||[I — T'|| < 1) a ddle
oo n=0 o0 o0 oo
T I-T)"={I-(I-T)}> I-T)"=> (I-T)"=> (I-T)""'=(1-T)°=1I.
n=0 n=0 n=0 n=0

Lemma: Jsouli T, U € £(X) takové, ze existuji operdtory T-1 U~! € £(X), potom
jei (TU)™' € £(X) a plati (TU)"' =U—T-1.

Dikaz: Tvrzeni lemmatu je zfejmé.
Véta: o(T) je oteviend mnozina.

Ditkaz: Bud A € o(T) a p € C takové, ze |\ — u| < ||[(AM — T)~||~L. Potom plati

pl =T =X -T+(u-N=XN-T){I+u-ANAN-T)"}=\N-T){I+U}.

Je
=T+ = U =[p=X-l[M-T)""<1

a podle piedchozi véty existuje (I + U)~L. Ponévadz existuje (A — T) ™!, existuje i

(Wl —T) =T +U) "N -T)" a peo).

Dusledek: Spektrum o(T') operdtoru T' € £(X) je kompaktni mnozina.

Definice: Bud T € £(X) a oznacme
r(T) [nebo r,(T)] = max{|A\|; A € o(T)}.

Cislo 7(T) nazveme spektralnfm polomérem operatoru T'.

Pozndmka: Plati ziejmé, ze r(T) < ||T||, ale v fadé pfipadu plati ostrd nerovnost.
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Lemma: Je-li A € o(T), potom A" € o(T™).

Ditkaz: Je-li A € o(T), pak (M — T)~! neexistuje, tedy
AT =T =N =T)YN" T+ AT .. 4T 1)
také nema inversni operator.
Véta: Bud T € £(X). Potom je
r(T) = lim ||[T"| .
Ditkaz: Je-li A € o(T), pak [A"| = [A|" < ||T"| a odtud |A| < ||T™||* Vn € N. Dikaz

~ P . 1 . . . . s v 1y 2 . /. -
skutecnosti, ze lim ||[T"||» existuje a je rovna r(T) souvisi s vySetfovanim mocninnych Fad
n—oo

v T a nebudeme jej provadeét.

Poznamka: Zbyvd ukdzat, ze o(T) # 0, tedy, Ze se nejednd o prézdnou mnozinu.

Lemma: Bud T € £(X); [l > ||T]]. Potom je [[(AT 7)1 = [RA T < rxiry

Dikaz: Plati y = (\[ - T)x <= 2 =R\T)y, [RO\,T)||=sup HG2 5 dale
y7#0

_ 1 lzll | RO T)y|
lyll = AL llzll = 1 T=(] = (AL = [IT]]) - [|z]]) neboli = 2 T =
[ - ]l | | =l I AL =11T[] 1yl [yl

Véta: Je-li T € £(X), pak o(T') # 0.

Ditkaz: Jestlize predpokladdme, ze o(T) = 0, pak je funkce R(\; T) = (A —T)~! holomorfn{
funkei proménné A\ v celé komplexni roviné a podle Liouvilleovy véty je konstantni. To je vSak
spor, ponévadz

IR D)l Ml—» 0 atedy R(\T)=0.

Pozndmka: Je-li T neomezeny operétor, lze téz definovat mnoziny o(7T') a o(T'). Muze se vsak
stat, ze o(T) = () nebo o(T) = C. Nékteré pifpady ukdzeme na pifkladech.

Piiklady: 1. Bud .

T:C(0,1) — C(0,1), Tz(t) = /x(s)ds

0
Je ziejmé, ze T je linedrni zobrazeni a déle
t
| T x(t) / s)|ds < n%ax | z(s) /ds < ||lx||, tedy || T|| <1.
0,1
0

Pro z(t) = 1 vSak plati
¢

Txz(t) = /ds =t a |[t] =1, neboli |T]|=1.
0

Uvazme nyni{ operator AT —T a bud A = 0. T je prosté zobrazeni (presvédéte se) a pro

y(t) =Tx(t) = /m(s)ds plat{ y(0)=0.
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Je-li tedy y € R(T), musi platit y(0) = 0. Mnozina téchto funkef nenf hustd v C(0,1), neboli
R(T) # C(0,1) a 0 € 0,(T).

Pro A # 0 polozme (A — T)x = 0. To znamend, ze
¢
Ny —y=0, kde y(t) = /x(s)ds, y(0)=0.
0

Tato diferencidln{ rovnice m4 jediné feseni y(t) = 0. Odtud plyne, ze operdtor \I — T je prosty
a navic pro libovolné a € C(0, 1) m4 tloha

Ny —y=a; y(0) =0 jediné feSeni y(t )\/ )e = ds.

(Pfesvedcte se, nebo jesté lépe vypocitejte). Plati tedy, ze
RO —T) =C(0,1) a A€ p(T).

Odtud plyne, ze o(T) = 0..(T) = {0}, r(T) =

t

t—T
/ =1 (r)dr
0

a odtud ||T™| < = 1), (je dokonce ||[T™|| < ), neboli r(T) = nh—>nolo |T™||% = 0.

Poznamka: D4 se ukazat rovnou, ze

2. Uvazme prostor B(0, 1), tedy mnozinu vSech omezenych komplexnich funkei na intervalu
(0,1) takovych, ze
IfIl = sup [f(t)] < oo.
te(0,1)

Zvolme funkci a(t) € B(0, 1) a definujme operator
T:B(0,1) — B(0,1) pfedpisem Tf(t) = a(t)- f(t).
Je ztejmé, ze T je linedrni operator, ktery je navic omezeny. Plati totiz

ITfl= sup |a(t)- f(¢)| < sup la(®)] sup [f()| = lal-|f]
te(0,1)

te(0,1) t€(0,1)

Odtud plyne, ze |T|| < ||al|. (Plati dokonce, ze |T'|| = ||a||.) Oznaéme

I'={a(t);t € (0,1)} = R(a(t))

a zkoumejme rovnici (AI—=T)f = 0, neboli (A—a(t))f(¢t) = 0. Je-li A € T', potom plati A = a(ty) pro
néjaké to € (0, 1) a tedy funkce f(t ) pro niz plati f(tg) =1, f(t) =0 prot # o je vlastni funkci,
odpovidajici vlastnimu ¢éislu A. Odtud plyne, ze I' C ¢, (T). Pro A € C takové, ze (A, T)=d >0
a libovolnou funkci g € B(0, 1) dostaneme, ze rovnice

g9(t)

(M —T)f = g mé jediné feseni f(t) = X — a(t)

, tedy A€ o(T).

Je-li A € T — T, potom m4 rovnice (A — T')f = 0 pouze trividln{ Fesent, ale

(M —T)B(0,1) # B(0,1) neboli A € o,.(T).
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Pro funkci e identicky rovnou 1 na (0, 1) a libovolné f € B(0, 1) totiz plati

le=(AI-T)f||= sup [1-(A—a(®)f(t)|>1 [je inf |A—a(t)]=0] atedy e¢ (Al —T)B(0,1).
te(0,1) t€{0,1)

Zévérem dostavame, ze o(T) =T .

Poznamka: Piedchozi piiklad ukazuje, ze libovolnd kompaktni podmnozina C muze byt
spektrem néjakého omezeného operatoru.

3. Bud
d

T= R X =Y =C(0,1), D(T)={z € C(0,1);2' € C(0,1)}.
Necht A € C je libovolné. Potom m4 rovnice (A — T)x = 0 neboli Az — 2’ = 0 netrividln{ fesen{
z(t) =M, tedy A€ 0,(T)=C.
Pozndmka: Je-li T : D(T) C X — X neomezeny linedrn{ operdtor, muze byt o(7T') neomezend
mnozina, ale téz o(T) = (. Plat{ vak, ze o(T) je vzdy uzaviend mnozina. To plyne z toho, ze
o(T) je i pro piipad neomezeného operdtoru oteviend mnozina.

3.2 Adjungované operatory.
Definice: Bud T € £(X,Y), kde X a Y jsou Banachovy prostory. Potom operdtor
T . Y* — X*, definovany pfedpisem
<Tz,y*>=<zx,T'y*>VeeX aVy* ' €Y"

nazyvame adjungovanym operatorem k operatoru 7.

Véta: Plati T* € £(Y*,X*) a ||T*| = ||T]|.

Diikaz: Ponévadz plati T o y* = y* o T (skldddn{ spojitych zobrazeni), je T*y* € X*. Déle
<z, T*(a1yy + azy3)> = <Tx,a1y] + aoys> =

=a1<Tz,y;> + aa<Tz,ys> = an <z, T Yy > + co<a, T y5>

a T™ je linedrni zobrazeni. Déle plati

|T*|| = sup [ T*y"||= sup sup |<z,T"y">|= sup sup |[<Tz,y*>|=
lly* <1 ly*l<1 fall<t ly*lI<1 fzli<t

= sup sup |<Tz,y*>|= sup ||Tz| =|T].
llzll<t fly=l<1 llzll<1

tedy plati T* € L(Y*,X*) a [|T*|| = |T]| -
Poznamka: Jsou-li X a Y prostory koneéné dimense, je T' reprezentovano matici, 7% matici

k nf transponovanou. Skuteéné, je-li dimX =n dimY = p, X md bédzi {e;};, Y md bdzi
{f;};=1, potom plati

P
Tei:E aijfj i:l,...,n
Jj=1
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a tedy zobrazeni T je reprezentovano matici A typu n X p, kde

aii, a2, e a1p

a21 a22 T a2
A _ ) ) 9 D

ani, QGp2, -, GAnp

Jestlize opatiime prostory X* a Y* t. zv. dudlnimi bazemi, tedy
X* o {eihis YU {fi Yo kde <ejef>=di;; <fi, fi>=dij,

potom plati
p n

<Te;, f;> =< Zaikfk., ff> =a;; a Zaroven <€i,T*f;> = <€y, ijkez> = bji,
k=1 k=1

neboli a;; =bj; pro i=1,...,n; j=1,...,p.

Definice: Bud H Hilbertuv prostor, T € £(H). Potom adjungovany operdtor T* definujeme
vztahem
(Tz,y) = (x,T"y) Va,y e H.

Poznamka: Definice adjungovaného operatoru v Hilbertové prostoru se od obecné definice
ponékud lisf, jestlize H je Hilbertiv prostor nad télesem komplexnich &fsel C. Bud dim H = n < co
a necht {e;}™ ; je ortonormélni baze H. Oznaéime-li

n n
* R —
Te; = E ajjej, T e = E brje;; i, k=1,...,n,
j=1 j=1

potom plati

n n
(Te;, er) = (Z aijej, er) = ai, a zérovenl a;, = (Te;, er) = (e;, T ex) = (ey, Zbkjej) = by -
j=1 j=1
Tedy je-li T reprezentovdno matici A = ||a;;|| a T matici B = ||b;j|, potom b;; = @;;, neboli

matice T* je hermitovsky transponovana k matici 7.
Lemma: Jsou-li T,U € £(H), potom (TU)* =U*T*.

Dikaz: Plati
(TUz,y) = Uz, T*y) = (z,U"T"y)

a odtud plyne tvrzeni.

Poznamky: 1. Tato skutecnost odpovida pravidlu pro ndsobeni transponovanych matic. Plat{
(AB)T = BT AT v pifpadé komplexniho H musime brat opét hermitovsky transponované matice.

2. Je-i T € £(H), potom je ziejme T** = (T*)* =T.

Definice: Bud T € £(H), kde H je Hilbertuv prostor. Potom jadrem operatoru T, které
ozna¢ime Ker T nazveme mnozinu
KerT ={z € H;Tx =0}.
Poznamky: 1. Jidro muzeme definovat pro libovolny operdtor T € £(X,Y), kde X a Y

jsou B-prostory (dokonce i pro piipad, ze T' neni omezeny operator). V dalsim vSak budeme tento
pojem pouzivat pouze pro T € £(H).
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2. KerT je uzavieny podprostor H.

Dikaz: Je zfejmé, ze KerT tvoii podprostor H. Je-li x € Ker T, potom existuje posloupnost
bodu

z, € KerT tak, ze z, — x.

n—oo

Vzhledem k tomu, ze T je spojité zobrazeni, plati

0=Tz,—Tx=0, tedy x € KerT.

Definice: Rekneme, Ze operdtor T € £(H) je samoadjungovany, je-li T = T*. Jestlize plati
T*T =TT*, fekneme, ze T je normdlni operator.

Véta: Bud T € £(H). Potom plati
Ker (T*) = R(T)* a Ker (T) = R(T*)*.

Specielng, je-li T(H) = H, tedy T je zobrazeni na, pak T* je prosté zobrazeni.

Diikaz: Necht 7%y = 0. Potom plati
(z,T*y) =0 Vx € H, tedy (Tz,y)=0 Ve H a yc R(T)*.

druhé tvrzeni plyne okamzité z prvého, jestlize si uvédomime, ze T** = T. Sta¢i zaménit roli
T aT*

Lemma: Bud T € £(H), kde H je Hilbertuv prostor. Potom plat{
IT*T| = |TT*|| = |IT|]*.
Dikaz: Plati

=Tl < 17| -7l =171

Obréacené
|Tz|? = (T2, Tz) = (T*Tx,z) < | T*T| - ||«

a odtud dostaneme, ze ||T||> < [|T*T|.
Jestlize aplikujeme prvou ¢dst dukazu na T* (je || T7|| = ||T|| ), dostaneme, ze

1T = |T*|1* = |ITI|* -

Lemma: Budte U,V € £(H) a nechf
(Uz,z) = (Va,x) Vx € H.
Potom je U = V.
Diikaz: Predpoklddejme, ze
(Uz,z) = (Va,x) Yo € H, neboli (U—-V)x,z)=0 Ve e H.
Vzhledem k Rieszové reprezentaci funkcionalu na Hilbertové prostoru odtud plyne, ze

(U=V)z=0Vze H, neboli U -V =0.

65



Véta: Bud T € £(H), kde H je Hilbertuv prostor. Potom je T' normalni pravé kdyz pro
vechna x € H plati || Tz| = |T*z|.

Diikaz: 1. Bud T normélni. Potom plati

|Tz||> = (Tx, Tz) = (T*Tx,z) = (TT*z,z) = (T2, T*x) = | T*z||*.
2. Obrdcené necht | Tz|| = ||T*z|| Vz € H. Potom je

(T*Tz,z) = (Tx,Tz) = |Tz||? = |T*=||* = (T*2,T*x) = (TT*z, )

a odtud T*T = TT* podle ptedchoziho lemmatu.
Véta: Bud T € £(H) normélni, kde H je Hilbertuv prostor. Potom je r,(T) = ||T|.

Dukaz: Ponévadz Vy € H plati | Ty|| = |T*y|| (T je normélni), je pro
y=Tz |T%z] =|T*Tz| aodtud ||T?| =TT = |T|*
podle uvedeného lemmatu. Indukei dostaneme, ze ||T?|| = ||T'||P pro &isla tvaru p = 2™ a tedy

. 1
ro(T) = lim || T[> =T

Véta: Je-li T € £(H) samoadjungovany operétor, je o(T") redlné.

Diikaz: Bud )\ = a + i3, kde 3 # 0. Potom plati
I =T)a|* = (M = T)a,(M = T)z) = ([(a + i) = Tz, [(a +if)] - T]z) =
= | (el = T)z |* + (iBz, (ol = T)z) + ((al = T)z,ifz) + |8 ||z[|* = || (al — T)z |*+
+if(z, (ol = T)x) —if((al = T)z,z) + |6 [|lz]|* = || (af = T)z | +iB((al — T)z,x)~
—if((al = T)z,z) + |8 |l«|* > |6]* |
a tedy A € o(T).
Poznamka: Ponévadz se v dalsim budeme zabyvat kompaktnimi samoadjungovanymi operatory,

kde spektrum bude pievazné bodové, stoji za to si uvézt vlastnosti charakteristickych vektoru
téchto operdtoru.

Véta: Bud T € £(H) samoadjungovany operdtor a necht A1, Ay € 0,(T"), A1 # A2. Potom
jsou vlastni vektory odpovidajici vlastnim ¢islum A; a Ay ortogonalni.
Ditkaz: Nechf Txy = Mz ,Txe = Moo, x1 # 0 # x5. Potom plati
A1, 20) = (M121, 02) = (Tw1,22) = (21, T22) = (1, A2T2) = A2(1,72) .

Ponévadz je A1 # Mg, musi byt (x1,22) = 0.

Poznamky: 1. Je-li T' € £(H) samoadjungovany operator, potom je t. zv. kvadratickd forma
(T'z, z) redlnd pro viechna x € H. Skutecné plati (T'z,z) = (z,Tz) = (T'z, z).
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2.Je-li A symetrickd matice, pak v prostoru koneéné dimense n plati

n n n
T _—
Tt A= (E Tiai1, E TiGia, . . ., E a:iam> atedy (Az,x) = g a;; ;T
i=1 i=1 i=1

coz je kvadratickd forma znam4 z linedrni algebry.

3. Je-li T € £(H) samoadjungovany operator, je kvadratickd forma (Tz,z) redlnd a muzeme
definovat ¢isla

A= sup (Tz,x) , a= Hirﬂlfl(Tx,x) )
llz[=1 =

D4 se ukazat, ze pro obé ¢isla a i A plati

a, A€ o(T) a ||T] = max{|al,|A|} = 7. (T).

Priklady: 1. Operator posunu (shift).
a) Bud T : 13 — 1, ddn pfedpisem.

Je-li © ={a1,a9,0as,...}, pak Tz = {az,a3,04,...}

(posun doleva). T je zfejmé linedrni operdtor a plati
|Ta|® = (T, T) =Y |owl* < [|z]*.
k=2
Odtud plyne, ze ||T|| < 1. Jestlize zvolime
x=-e2=1{0,1,0,0,...}, je Tea =e3 ={1,0,0,0,...} atedy ||Tez|| =|le1]l =1 = |lez||

a odtud plyne, ze ||T|| = 1.
b) Zkoumejme déle, jak vypadd adjungovany operator T*. Musi platit
(Tz,y) = (,T"y) Vr,yels.

Je-li v = {ar}2y,y = {0}, Ty = {w}2,, potom pro e, = {0,0,...,0,1,0,...} (jednicka
je na k-té pozici) plat{

(Tela y) =0 ) (elaT*y) =M a tedy Y1 = 0
(Tez,y) =01, (e, T"y) =172 atedy 72 =0
(Tes,y) = P2, (e3,T*y) =73 atedy v3=/0s.

Odtud plyne, ze T*z = {0, a1, g, ... } a T* je opét operator posunu, ale doprava. Kromé toho
TT*x =T{0,01,02,...} ={a1,09,... } = ; T"Te =T"{az,as,04,...} ={0,a2,a3,...}

neboli TT* = I, ale T*T # I. Operator T' ma pravy inversni, ale nema levy inversni. Dale plati
KerT = [{e1}] = R(T*)*. Je-li T*z = 0, potom = = 0, tedy KerT* = R(T)* = {0} a T je
zobrazeni 15 na celé 1.

¢) Necht nyni (Al —T)x = 0, neboli Ay — a1 =0 pro k =1,2,... . Rozepsdnim dostaneme
Aag —as =0 — s = Ay
Aas —az3 =0 — a3 = Aag = )\2041
Aag —ay =0 - g4 = Aag = )\30(1
A1 —a, =0 — Qp = Ay = )\"71041

Aby prvek {1, A%, ...} patiil do Ly, je nutné a staci, aby |A\| < 1. Tedy

{AeCy N <1} =0,(T).
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Odtud plyne, ze
o(T) = {Ae G <1} [Je T =1].
Necht |A| = 1. Potom je A € o.(T). Predpoklddejme, 7Ze plati A € o,.(T). Potom existuje y € la,
y = {B}i, tak, ze
(M =T)z,y) =0 Vxely.

Zvolme x = ey; potom (A — T)ey = {1, 0,0,...} a dostaneme, ze 51 = 0. Je-li z = eq, plati
(M —T)ea = {—1,1,0,0,...} a odtud By = 0. Jestlize budeme pokracovat déle, dostaneme,
ze jediny vektor, ktery je kolmy na R(AI — T'), je vektor nulovy, neboli R(A —T) = 1,.

d) Déle popiseme o(T™*). Je-li |\ > 1, potom je A\ € o(T*). Necht je nyni |A| < 1 a feSme
rovnici

M=T)z=0 [z={a}l, ].
Potom plati
Aag =0 ; Aag —a; =0 ; e Apy1 —ap =0 ;
Tato soustava mé pouze trividlni feseni a3 = as = --- = 0, tedy A — T™ je prosty operétor. Je-li

nyni |A| < 1, potom je
dimKer (\[ —T) =1, neboli dim R{(A[ —T)*}* =dimKer A\ —T) =1 a X € 0,.(T").
Necht |A| = 1. Potom plat{
{0} = Ker (\I —T) = R{(\I = T)*}*, neboli \ € 0.(T").
Poznamky: 1. Je-li T € £(H), potom (A —T)* = X\ — T*.
Dikaz: Plati
o odtud plyne tvrzeni.

2. Plati dokonce nésledujici tvrzeni. Je-li A € o(T'), potom X € o(T*).

Dikaz: Necht A € o(T), tedy existuje (A —T)~! € £(H) a plati
N -TYM-T) =N -T)"'\-T)=1.
Ptechodem k adjungovanym operdtorum dostaneme
[(M-=T)'"A =T =\ -TH[N -T) ' J*=I"=1

a musi tedy platit, ze
[(M-T)'] =0 -T"""'.

Piifklad 2. Bud T :1; — 1; dén piedpisem: Je-li
rel z={ax}pl, 2 €lo 2={}p21, potom y =Tz = {a}ipl, -

a) T je ziejmeé linedrni zobrazeni a plati
(oo} oo
T2 = lowéel < sup [&k] Y lax| = [Iz] - ] -
P k=1,2,... Pt

Odtud plyne, ze T je omezeny operdtor a ||T|| < ||z|. Jestlize zvolime

zn, ={0,...,0,8gn¢&,,0,...}, je z, €l a ||z,|| =1 jakmile &, #0.
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Déle plati, ze || Tz,| = |£n] Vn € N a odtud plyne, ze [|T]| = ||z

b) Adjungovany operdtor. Ponévadz T : 1} — 1y, plati, ze T* : I, — 1 a

<Tz,y>=<x,T*y> Ve ely, o ={ar}ie1; YWe€lw, v={m}rz:-
Oznaé¢me T*y = u = {ux}32, ; potom je

o0 o0
<Tz,y>= Zak&mk = Zakuk =<z, T"y>.

k=1 k=1
Jestlize polozime z, = e, pro n = 1,2,..., dostaneme &,m, = p, Vn € N a odtud
T*y = {&eni }72, - Déle
1Tyl = sup |&mel < sup [&] sup fnel = [lz] -lly]-
To znamend, ze || T*|| < ||z]| a ponévadz je obecné | T*| = ||T||, dostaneme ||T*|| = ||z]|.
c¢) Spektrum 7. Necht Tz = Az, neboli apér, = Aoy pro k = 1,2,.... Jeli A = &, po-

tom zp = e; je vlastni vektor, ptislusny vlastnimu ¢&islu Ay = &. Jind vlastni ¢isla neexistuji,
tedy o,(T) = {&.,&2,...,&n, ... }. Oznaéme B = {&,&s,...,&,,...} a bud XA € C takové, ze
d(B,\) = d > 0. Tvrdime, ze A € o(T), neboli ke kazdému y € 1; existuje jediné feseni rovnice
(M —T)x =y. Bud z = {ax}2,, yv={0k}2,. Potom

Bre

Aag — Egag, = B pro k=1,2,..., neboli ap = .
A =&k

Odtud plyne, ze

— -1 — Ok >
M-T)""z {)\—fk}k_l.

Abychom to ovérili, musime dokazat, Ze pro vSechna x € 13 plati
N -TYM-T)'z=N-T)"'\N-T)z ==z.

To je vSak rutinni zalezitost. Plati

(A=) = 1)~ {ax} = (A = T) {AO"“&} - {j‘“’gk - f’fagk} (i} =,
(A= &)

(A= T) T = T) o) = (O = 7)1 - ) = { 2

}:{ak}:x.

Je tedy o(T') = B. [0(T') musi byt kompaktn{ mnozina.|
Necht X je hromadny bod posloupnosti {£} takovy, 7e A # & Vk € N (pokud takovy bod
existuje). Potom je A € 0.(T).

Dukaz: Predpoklddejme, ze A € 0,.(T'). Potom je (M — T)l; # 1; a podle Hahn-Banachovy
véty existuje funkcional

vely, v=_{v}Z, tak, ze |v]|=1 a <A =T)z,v>=0Vzel;.

oo
To znamend, ze > (A — & )agyy = 0. Jestlize polozime x = ey, dostaneme opét (A — &g )vg = 0

k=1
pro k =1,2,... . Ponévadz je A — & # 0, plyne odtud, ze vy = 0 pro k =1,2,... . To je vSak spor
s predpokladem, ze |Jv]| = 1.

Poznamky: 1. Predchozi piiklad opét ukazuje, ze kazda kompaktni podmnozina komplexni
roviny C muze byt spektrem omezeného operatoru. Je-li K C C, pak v ni stac¢i zvolit hustou
spocetnou podmnozinu {1, &, ...,&n,. .. } a vyuzit vysledku predchoziho piikladu.
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2. Stejny operdtor muzeme definovat téz jako T': 1 — la. Musime vSak byti opatrni, ponévadz
hilbertovsky adjungovany operétor T* bude definovan pomoci prvku z = {£,}72 ; .

Piiklad 3. Bud T : La(a,b) — La(a,b) definovdn predpisem

b
s) = /K(s,t) f(t)dt

kde K (s,t) je zatim blize neur¢end funkce dvou proménnych. Vzhledem k vlastnostem integralu je
ziejmé, ze T je linedrni zobrazeni. Nyni budeme hledat podminku, za niz je T omezeny operator.
Uzitim Holderovy nerovnosti dostaneme

1
b b 2

b }
T (s)] < / K (s,1) ()] dt < / K (s, 1)[2dt / F)Pd b

a

neboli | Tf(s)|? < f|K s, t)2dt - || f]|? a odtud

ITFI? < / / K (s, ) dt ds - | ]

Vysledek muzeme nyni shrnout do véty.

Véta: Necht K € Ly(D), kde D = (a,b) x (a,b). Potom je operator T, definovany piedpisem

b
- /K(s,t) () dt

omezeny linedrn{ operdtor na Lo (a,b) a plati
1
b b 2

IT] < K] = / / K (s,1)|2ds dt

a a

Poznamky: 1. Jestlize vyjdeme rovnou z vyjadieni ||Tf||? = (T'f,Tf), dostaneme stejny
vysledek. Navic se d4 ukézat, ze plati dokonce ||T|| = || K||.

2. V dalsi ¢asti tohoto prikladu najdeme tvar adjungovaného operatoru.

Bud'te f,g € La(a,b) a ozna¢me h = T*g. Potom plati

b b

(Tf,g):/ /K(s,t)f(t)dt g(s)ds/bf(t) /bK(s,t)g(s)ds dt =

Na druhé strané plati

b
(Tf,g9)=(f,T"g) /f h(t)dt a odtud h(t) =T*g :/ t)g(s)ds.

Navic operator T' je samoadjungovany, jestlize plati K (s,t) = K(t, s).
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3.3 Kompaktni operatory.

Definice: Budte X,Y B-prostory 7' : X — Y linedrni zobrazeni, U uzaviend jednotkovd
koule v X, t.j. U = {z € X;||z|| < 1} . Rekneme, ze T je kompaktni operator, je-li TU kompaktni
podmnozina Y .

Lemma: Kompaktni zobrazeni je spojité, tedy T € £(X,Y).

Diikaz: Ponévadz T(U) je kompaktni mnozina, je omezend a T je omezené zobrazeni na
jednotkové kouli, tedy spojité.

Lemma: Je-li T € £(X,Y) kompaktni operdtor, potom pro libovolnou omezenou mnozinu
F Cc X je T(F) kompaktni v Y.

Dukaz: Ponévadz F je omezend mnozina, existuje ¢islo a > 0 tak, ze aF C U, tedy
T(aF) C T(U). T(U) je ale kompaktni mnozina, takze i T(F') je kompaktni.

Véta: Je-li T € £(X,Y) kompaktni operdtor, z,, — = v X, potom posloupnost {Tx,}

n—oo

konverguje silné v Y.

Diikaz: Nechf z, —~ x. Potom je {z,} omezens posloupnost a tedy posloupnost {Tz,}
n—oo
obsahuje konvergentn{ podposloupnost. Necht Tz, Y €Y. Ukdzeme, Ze i posloupnost {Tz,, }
— 00

konverguje k y. Kdyby to tak nebylo, pak existuje podposloupnost {Tz,,, } a € > 0 tak, ze

ITZm, —yl|l > e. Ponévadz je {Tx,, } totdlné omezend, 1ze z ni vybrat posloupnost konvergentni.

Predpokladejme, ze {Tx,, } je jiz konvergentni a necht Tz,,, A€ Y. Potom je ||y — z|| > ¢
oo

a podle Hahn-Banachovy véty existuje y* € Y* tak, ze <y, y*> # <z,y*>. Oznatme z* = T*y*.
Potom plati
Ty, 87> = <, Ty > = <Txp,,y"> — <y,y*> a stejné

Ly, 8> = <y, TY> = <Txpy, , Yy > — <2,y">.
To je vsak spor s tim, Ze x, — .
Poznamka: Je mozno ukézat, ze v reflexivnich prostorech X a Y je pfedchozi charakterizace

ekvivalentni s definici kompaktnosti. Tedy kompaktni operator lze definovat tak, ze kazdou slabé
konvergentni posloupnost prevadi na silné konvergentni.

Véta: Bud'te X a Y dva Banachovy prostory a ozna¢me C(X,Y) mnozinu vSech kompaktnich
operdtoru z £(X,Y). Potom plat{

1. C(X,Y) tvoif uzavieny podprostor £(X,Y).
2. Je-i X =Y ,T € C(X) kompaktni operédtor, A € £(X), potom AT i TA patii do C(X).

Diukaz: 1. Je ziejmé, Ze pro ay ,an € P a Ty, To € C(X,Y) je anTh + aoTh € C(X,Y).
Necht 7, € C(X,Y),T,, — T, tedy | T,, — T|| — 0. Potom

Ve >0 3k € N tak, ze ||Tpe — Tzl <e Vz e U.
Ponévadz je Ti,(U) totalné omezend mnozina, existuje koneénd mnozina {x1, zs,...,x,} tak, ze
min ||Tyx — Tyl <e Ve e U.
J

Nyni pro « € U plati
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[Tz = Ta;|| < T2 = Tyl + | Thx — Tyl + || Tox; — Taj|| < 2e + |[Thx — Thay||
neboli min ||Tx — T'z;|| < 3¢ a mnozina T(U) je totalné omezena.
J

2. Je-1i U uzavtend jednotkovéa koule v X, pak A(U) je omezend mnozina, tedy T A(U) je totélné
omezend. Obrdcené ponévadz T'(U) je totdlné omezend mnozina, je i AT(U) totdlné omezens.

Pozndmky: 1. C(X) tvoil v £(X) t.zv. oboustranny idedl. Idedl v algebie je podprostor,
ktery je uzavieny vzhledem k nasobeni libovolnym prvkem dané algebry.

2. Je mozné ukézat, ze T € £(X,Y) je kompaktni pravé kdyz je T* kompaktni. Toto tvrzeni
nebudeme dokazovat, ale ukdzeme silngjsi tvrzeni v Hilbertové prostoru.

Véta: Bud H Hilbertuv prostor, T' € £(H). Potom jsou nésledujici tvrzeni ekvivalentni

1. T je kompaktni 2. T*T je kompaktni
3. T* je kompaktni 4. TT* je kompaktni.

Dukaz: Ukazeme, ze plati
Implikace 1 = 4 plyne z predchozi véty a stejné tak implikace 3 = 2. Jestlize ukdzeme, ze plati
implikace 2 = 1, dostaneme pfechodem k adjungovanym operatorum i implikaci 4 = 3.

Necht je tedy operator T*T kompaktni a bud € > 0 libovolné. Potom existuji vektory
@1, @2, ..., 2k € U tak, Zze pro viechna z € U plati min |T*T(z — z;)|| < 4¢2. Nyni je

J
1T (x —a;) |* = (T(z — a;), T(x — x;)) = (T"T(a — z;), 2 — a;) < | T T2 — )| - [lw — ]| <
<2\ T*T(z — 2;)|| atedy min|T(z—z;)|*<2min|T*T(z — ;)| < 2.
J J

Véta: Bud T € £(X) kompaktni operator, kde X je B-prostor a nechf A\ € o(T), A # 0.
Potom je A € 0,(T') a prostor Ker (AI —T) mé koneénou dimensi.

Dukaz: Nebudeme provadét.

Dusledek: Mnozina vlastnich éfsel kompaktniho operatoru T' € £(X) je bud koneénd nebo

spocetnd. Potom je lim A\, =0.
n—oo

Pozndmka: Je-li T € £(H) kompaktni samoadjungovany operdtor, potom pro kazdé vlastni
¢islo A #£ 0 md Ker (A — T') kone¢nou dimensi. Muzeme zde tedy zvolit ortonormdln{ bazi. Déle
jsou-li A # p dvé vlastni ¢isla, pak jejich odpovidajici vlastni vektory jsou ortogondlni. Jestlize
vlastn{ ¢isla operdatoru T' jsou A1, Ag, ..., pak je muzeme sefadit tak, ze |\1| > |A2| > ... . Déle
kazdé vlastni ¢islo A,, budeme pocitat tolikrat, kolik je dim(A,, I — T)H . Pii této timluveé plati.

Véta: (Kanonicky tvar kompaktniho samoadjungovaného operdtoru)
Bud H Hilbertiv prostor, T' € £(H) kompaktni a samoadjungovany operdtor. Potom plat{
pro vSechna = € H

Ta = (@, 0n)¢n

kde {¢,} je ortonormdlni systém vlastnich vektoru odpovidajici vlastnim ¢éislam A, .
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Poznamka: Podle véty z paragrafu 2.6 lze libovolny vektor x € H vyjadiit jednoznaéné ve
tvaru x = y+2z, kde y € Ker T (uzavieny podprostor) a z € [Ker T'|* . Lze ukéazat, ze v [Ker T'|*
existuje plny ortonormélni systém, slozeny z vlastnich vektoru T'. Oznacme jej {¢,}. Tedy

xzy‘f'zan@n kde an = (2,0n) = (Y + 2,0n) = (2, 0n) .

Tudiz plati

Te=Ty+z)=Tz= T{Z(x,(pn) @n} = Z(z,gon)T(pn = Z)\n(x,gpn) ©On -

n n

Piiklady: 1. Bud T € £(1) dan piedpisem

Te={&a;};2,, kde z={a;} a u={{}€co.
Najdéte operdtor T*, o(T) a R(\,T) = (M —T)"! pro A € o(T) . Ukazte dale, Ze T je kompaktni.

Reseni: a) Adjungovany operator: oznaéne y = {3;}, T*y = z = {v;}. Potom plati (Tz,y) =
= (z,T*y) a pro = = e;, dostaneme &5, = 7% . Odtud plyne, ze T*z = {&pau}. Z vyjddieni T*
déle plyne, ze T je samoadjungovany pravé kdyz jsou & realna.

b) Spektrum T': bud Tx = Ax. Potom je ziejmé, Ze pro A = & plati Ter, = Aeg, neboli
&k € 0p(T) . Ukazeme, ze pro vechna A € C, A # &, A# 0 plati A € o(T).

¢) Resolventa R(\,T) : ponévadz pro ||T|| plati |Tz|? = Z 1€ larl? < (Jul)? Z loag|?, tedy

[T < ful- ]  odtnd [T < Jul. Pro |A] > fu] nyni plati T2 = T(I) = T{€anis, =
= {&ax}°, , neboli

[e%S) T > n
R()\,T):E:ZM:C:{OQZ = 22 ey f’i}=
n=0

n=0

_ o 1 Qg 1 ag 1 - a1 o) o
= /\17%,)\17%,...,)\717%,... B D70 SR LR sy e O

Tento prvek patif do Iy pro vSechna A € C, X # &, A # 0. Skutecné necht X ¢ {&,}2, , potom
ir}gfd()\,gk) = > 0 a tedy m < %, L |°‘5’;‘2 neboli > o 1 2] < oo
k=1

A—&l? = A—&]? = &
Odtud plyne, ze o(T) = {&,}72, U{0}.
Jestlize pro néjaké k plati & = 0, potom 0 € 0,(T). Necht tedy & # 0 Vk € N; potom pro
R(T) = {&ar}72, , kde . = {ay} je libovolny prvek 1, zfejmé plati R(T) =12 a 0 € o.(T).
d) Kompaktnost 7. Definujme posloupnost {T;,} nésledujicim zpusobem

Thx = {51041,52012, o a€7Lan’O707 s } .

Potom je T,, konec¢nédimensiondlni a tedy kompaktni. Dale pro vsechna z € 1, plati

) 0o
T = Toxl* = > |6 Plaxl> <sup (& > Jawl® < sup & [l2]* = e [|2]|,
k=n+1 k>n k=n+1 k>n

kde ¢, = sup |&|?. Plat{ tedy, ze |T — T,,||* < ¢, a vzhledem k tomu, Ze klim &r = 0, musi byt
k>n oo
¢n — 0 a T je kompaktni. T' je mozno vyjadfit v kanonickém tvaru

n—oo

Ta =Y Me(w,00) 06 = > e aner.

k=1 k=1
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2.Bud A = [la;;||32, nekonecnd matice a definujme oprétor T : 1y — 1y pfedpisem

(Tx); = Z aijaj pro i=1,2,...; x={a;}52;.
j=1

Aby T € £(13), musf platit > |3;]? =
i=1

or

| (Tz);|? < co. Pro f3; plati

i=1

o0 oo o0 o0
1Bil = [(T2)i| <D laillogl < 4> lag? Sl =l Y layl?
Jj=1 j=1 j=1

j=1

)
vl

Odtud > |3:]? <|lz]|* > laij|* a hledand podminka je
=1

2,j=1

2

0 oo
Z la;j|* < oo. Zéroven plati ||T < Z |ai;|?

b i=1
Ukdzeme, ze T je kompaktni. Definujme posloupnost projekei { P, } predpisem
Pyr={ay,az,...,0,,0,0,... }.

Kazdé projekce P, je konetnédimensiondlni a tedy kompaktni. Ozna¢me dile Tax = y = {G;},
zn = Ppy — y. Potom je

o o
Zn:{oaoa"'aoa E An+1,5 Ojs E an+27jaj7"'}a
=1 =1

kde z, za¢ind n nulami. Pro (z,);, ¢ > n+ 1 plati

oo 2 oo 2 oo 2
[(zn)il <47 Jag)? Sl e =3 lagl? ¢ 2l
j=1 J=1 i=1
Odtud plyne, ze
oo oo oo
STlGilP< Y0 Y ag [l)?
— i=n+1j=1

atedy |P.T-T|?< Y. X |aij|2 — 0.

1=n+1j5=1
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Kapitola 4

Cviceni.

4.1 Metrické prostory.

1.

10.
11.

Rozhodnéte, které z danych predpist definuji metriku na R.

(a) d(z,y) = (z —y)*
(b) d(z,y) = V/|z — ¥

Bud (X, d) metricky prostor. Ukazte, Ze plati

(a) |d(z,2) —d(y,z)| <d(z,y) Va,y,z € X.
(b) [d(z,y) — d(u,v)| < d(z,u) +d(y,v) Va,y,u,veX.

Diskrétni metricky prostor.

Bud X libovolnd mnozina. Definujme d pfedpisem
d(z,y) =1 Va,ye X z#y d(z,z) =0.
Ukazte, ze (X, d) je metricky prostor.

Ukazte, ze predpisy dp(z,y) a doo(z,y), definujici vzdalenost v 1} a 17, jsou skutecné

metriky.

Ovérte axiomy metriky v prostoru C(a,b).

Bud' (X, d) metricky prostor. Ukazte, Ze a(x,y) = 1fff(f)y) Vz,y € X je metrika, pii niz je

X omezeny prostor.

Ukazte, ze funkce d na prostoru s je metrika.

Popiste konvergenci v prostorech I}, 17, , C(a, ) , s.

Necht pro dvé metriky d a d’ na prostoru X plati: Existuj{ konstanty o, 8 > 0 tak, ze
ad(z,y) < d'(z,y) < fd(z,y) Vr,yeX.

Ukazte, ze potom existuji konstanty a,b > 0 tak, ze

ad'(z,y) <d(z,y) <bd'(z,y) Va,yeX.

Ukazte, ze metriky d, a do jsou ekvivalentni pro libovolné p > 1.

Ukazte, ze lim d,(z,y) = dso(z, y).
p—co
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12.
13.

14.

15.

16.

17.
18.
19.

20.
21.

22.

23.

24.
25.
26.
27.

28.
29.

Nacrtnéte, jak vypadaji koule v prostorech 12 pro p =1,2 a 1Z_.

Bud X metricky prostor. Ukazte, Ze X a prazdnd mnozina ) jsou zaroveil oteviené i uzaviené
mnoziny.

Dokazte de Morganova pravidla
X—JAa=N&X-40) ; X—NAa=JX - A4a),

kde « probihd libovolnou t.zv. indexovou mnozinu, X a A, jsou libovolné mnoziny.

Bud X =R, G=(0,1), F =(0,1). Ukazte, ze existuj{ posloupnosti {G,,}2°; otevienych
intervalt a {F,}52; uzavienych intervalu tak, ze

D)

G:DFH;F:

n=1 n

Gy .
1

Bud X metricky prostor, G C X oteviend mnozina a F' C X uzaviend mnozina. Ukazte, Ze
existuje posloupnost {G,,}52; otevienych mnozin a {F,}22; uzavienych mnozin tak, ze

G:GFn ; F:ﬁGn.
n=1 n=1

Bud X = (0,1), A mnoZzina vSech racionalnich &fsel intervalu (0,1). NajdéteInt A, A, 9(A).

Ukazte, ze kazdd konvergentni posloupnost bodu metrického prostoru je cauchyovska.

Bud {z,}3; cauchyovska posloupnost bodi metrického prostoru a necht existuje vybrand
posloupnost {zy, }p2; tak, ze x, — z. Ukazte, ze z, — .

n—oo n—oo
Ukazte, ze prostory 17,17 a C(a, b) jsou uplné.

y2REaee]

Bud X = (0,1)U(2,3) aoznac¢me A = (0,1), B = (2,3). Ukaite, Ze A je uzaviend, ale nenf
uiplnd. B je iplna a tedy uzaviend. Ukazte déle, ze A i B jsou zdroven oteviené mnoZziny.

Budte (X;,d;), j=1,2,...,n metrické prostory, X = X; x X5 x - - x X,, . Ukazte, ze X
je metricky prostor, jestlize definujeme metriku d na X jednim z pfedpisu

1
P

d(z,y) = > _d%(zj,y;) ¢, p>1 nebo d(z,y) = 1glja<x"dj(xj,yj)-
i=1 ==

Ukazte, ze prostor X z pfedchoziho cvic¢eni je uplny pravé kdyz jsou uplné prostory
X:,Xo,...,X,.

Ukazte, ze prostory 1}, 17 a C(a,b) jsou separabilni.

Ukazte, ze mnozina Q vSech racionalnich ¢isel je spocetna.

Dokazte, ze spocetné sjednoceni spoc¢etnych mnozin je mnozina spocetna.

Dokazte, ze interval Z = (a1,b1) X {as,b2) X -+ X {(an,by), kde a; < b; (j = 1,2,...,n)

je kompaktni mnozina.
Ukazte, ze kazda podmnozina totalné omezené mnoziny je totalné omezena.

Ukazte, ze kazda uzaviend podmnozina kompaktniho metrického prostoru X je kompaktni.
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30. Bud X diskrétni metricky prostor (cvigeni 3). Popiste oteviené a uzaviené podmnoziny X.

31

32
33

34

35
36

37

38

39

40
41

Je X tdplny ? Za jakych podminek je X separabilni nebo kompaktni ?
. Bud'te X ,Y dvé mnoziny f : X — Y zobrazeni. Ukazte, Ze plati

(a) Jsou-li A,B € X, potom f(ANB) C f(A)N f(B). Je-li f prosté zobrazeni, potom je
dokonce f(ANB) = f(A) N f(B), kde

fA) ={f(z) eY;z € A}
je obraz mnoziny A.
(b) Jsou-li A, B C X, potom f(A) — f(B) C f(A— B). f je prosté prévé kdyz
f(A) = f(B) = f(A-B)
pro vSechny podmnoziny B C A C X.
(¢) Jsou-li A, B C X, potom f(AUB) = f(A)U f(B).
(d) Jsou-li A,B CY, potom
fTHA=B) = f1(A) = f71(B), kde f~1(4) = {z € X; f(x) € A}
je vzor mnoziny A.
(e) Jsou-li A,B CY, potom f~1(ANB) = f1A)n fYB).
(f) Jsou-li A, B CY,potom f~H(AUB) = f"1(A)U f~YB).
. Bud'te X; a Xy izometrické metrické prostory, X; tuplny. Ukaite, Ze X, je také tplny.
. Bud' (X, d) tiplny metricky prostor. Ukazte, ze (X, &), kde d = 1_%1 je také uplny prostor.
Plati obracené tvrzeni ? Jsou metriky d a d ekvivalentn{ ?

. Bud f: X — Y spojité zobrazeni, kde X je kompaktni metricky prostor. Ukaite, Ze f je
stejnomérné spojité.

. Najdéte piiklad spojitého prostého zobrazeni takového, ze inversni zobrazeni neni spojité.

. Bud f: X — Y homeomorfni zobrazeni X na Y. UkaZte, Ze mnozina G C X je oteviena
praveé kdyz je f(G) oteviend v Y.

. Ukazte, ze

b
d(z,y) = / 2(t) — ()| dt

je metrika na prostoru C(a,b) [z,y € C(a,b)].

. Ukazte, ze posloupnost {z,}52, , kde
() = n pro 0<t<n2,
"W 72 pro n2<t<l1.

je cauchyovskd v metrice z predchoziho piikladu, ale neni konvergentni v C(0,1).

. Ukazte, ze d(z,y) = | arctg z — arctg y | je metrika na R, pfi niz vsak R neni uplny metricky
prostor.

. Ukazte, ze prostory C(0,1) a C(a,b) jsou izometrické v metrice d(z,y) = max |z(t) — y(¢) |-

. Oznatme B(z;r) = {y € X; d(z,y) < r}. Mnozinu B nazveme uzavienou koulf v metrickém
prostoru X. Ukazte, ze X je uplny praveé kdyz kazdé do sebe vlozenda posloupnost uzavienych
kouli, jejichz poloméry konverguji k nule, ma nepréazdny prunik.

(B DBy D> DB, =B(z,,r,); lim r,=0.]

7



42

43

44

45

46

47

48

49

50

o1

52

.Bud X={zeR; z>1}; T:X — X je déno predpisem Tz = % + 2~ . Ukaite, ze T je
kontrakce a najdéte jeji pevny bod.

.Bud X ={z €R; z>1}; Te = Az + 2! Urcete X tak aby T byla kontrakce na X
a najdéte jeji pevny bod.

.Bud X={z€R; z>1}; Te =x+z ' Ukaite, ze |Tx — Ty| < |z —y| pro x # y, ale T
nema pevny bod.

. Bud T : X — X zobrazeni takové, ze

d(Tz,Ty) < d(z,y) Ve, y € X, z#y.

Ukazte, ze ma-li T pevny bod, je tento bod urcen jednoznacné.

. Bud a € (0,1). Potom je zobrazeni f(z) = z + 1(a — 2?) kontrakce na intervalu (g, 1), kde
0 < ¢ < & s pevnym bodem \/a. Dokazte. Plati tedy, Ze posloupnost z,+1 = @, + 3 (a — 22),
kde xg = 0, konverguje a je lim =z, = +/a.

n—oo

. Je-li T kontrakce, pak T" (n € N) je také kontrakce. Obrdcené je-li T™ pro né&jaké n > 1
kontrakce, pak T kontrakce byt nemusi. Ukazte.

. Bud X uplny metricky prostor, T : X — X spojité zobrazeni a piedpoklddejme, ze T je
kontrakce pro néjaké n > 1 pfirozené. Ukazte, ze T' méa jediny pevny bod.

. Ukazte, ze kazdou ¢tvercovou soustavu linedrnich algebraickych rovnic tvaru

Cz = b, neboli Zcijxj:bi (i=1,2,...,n)

=1
lze vyjadrit ve tvaru !

n
x=Axz+0b, neboli x; = Zaijxj =b i=12,...,n).
Najdéte vztah mezi matici C a A. j=1

. Ukazte, ze kazda z podminek

n

n n
. . 2
max D layl <15 max ¥ Jayl<1i D Jayl* <1
j=1 i=1 3,7=1

je postacujici pro existenci a jednoznac¢nost fesenf soustavy = Az +b. [ VySetfete zobrazeni
T tvaru y = Tx = Az + b na prostorech 12,17 a 15 = R". Toto feSeni je limita iteraci
(M) = Az(m) 4 p ]

. Pisme matici C z cviceni 49 ve tvaru C = B — G, kde B je vhodna regularni matice. Potom
je Bx = Gz +b, tedy = B~} (G2 +b) = B"'Gz + ¢. Pro matici A ze cvicen{ 50 tedy plat{
A =B7'G. Jeliaj; #0proj=1,2,...,n, dostaneme pro

B =D =diag (a;;) A=D'(D-C).

Jacobiho itera¢ni metoda.

. Ukazte, ze kazda z podminek
n n
3 lesel o 1. j=1,2,....n 3 ikl 1 k=19 n
iy 1l = el
k#j JAk
n ) 2
£ (2) o
. 77
jjjk;éi 1

je postacujici pro konvergenci Jacobiho iteraéni metody. [ Uzijte ndvod z cviceni 50.
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53.

54.

55.

56.

Pisme matici C ze cviceni 49 va tvaru C = —L + D — U, kde L je dolni a U horni
trojtihelnfkovd matice. Potom A = (D — L)~'U.

Gauss-Seidelova iteracni metoda.

Ukazte, ze podminky ze cviceni 52 jsou postacujici pro konvergenci Gauss-Seidelovych iteraci.

Rovnici tvaru ,
FO = [ K(t.5) f(s)ds+ g(0).

kde K, g jsou dané funkce, A € R, f neznama funkce, nazyvame

Fredholmovou integralni rovnic{ 2. druhu.

Rovnici tvaru

£(t) = A / K(t,s) f(s)ds + g(t).

nazyvame Volterrovou integralni rovnici.

Bud ¢ € C(a,b), K € C(5), kde S = {a,b) x {(a,b). Definujme zobrazeni
T : C(a,b) — C(a,b) predpisem

b
Tf(t)=g(t)+ A / K(t,s) f(s)ds.
Ukazte, ze T je kontrakce pro |A| < m7 kde |K(t,s)] < M pro (t,s) € S a existuje tedy
jediné feseni f rovnice
b
10 =2 [ K(t9) f(5)ds + (0.
a
které dostaneme jako limitu posloupnosti

b
Fra(® =90 + A [ K(t,9) fu(5)ds,

Ukazte, ze za predlokladu z pfedchoziho cviceni o funkcich g a K mé Volterrova integralni
rovnice jediné feseni na intervalu (a,b) pro libovolné A € R (dokonce A € C).

[ Ukazte, ze T™ je pro néjaké m € N kontrakce a vyuzijte cviceni 48. Ukazte, ze plati

A(T™ £, T™h) < amd(f,h), kde am = |A[™ M™ % N

4.2 Normované prostory.

1.

Bud H unitdrni prostor a necht pro z,y € H plati z L y. Potom plati Pythagorova véta
|+ ylI* = [|z]|* + [[y[|* . Dokazte.

Obracené, je-li H redlny prostor se skaldrnim souCinem a pro prvky z,y € H plati

lz+y|> = |lz||> + |lyl|*, potom z L y. Dokazte.

Bud H libovolny unitarn{ prostor, x,y € H. Potom x L y pravé kdyz Va,B3 € C plati
oz + By||? = ||ax||® + ||By||?. Dokazte. (Staéi dokonce polozit 3 = 1.)

Ekvivalentni podminky kolmosti v unitarnim prostoru je mozno formulovat nasledovné.
Ukazte, ze plati
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5.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.

(a) x Ly prave kdyz ||z + ayl| = ||z — ay|| Vae .
(b) = L y préve kdyz ||z + ay|| > [|z]| YVae ®.

V libovolném unitarnim prostoru H plati rovnobéznikové pravidlo
o+l + llz = ylI> = 2{[l2|* + |yl*} Va,ye€ H.

Tato vlastnost charakterizuje Hilbertovy prostory. Plati obracené:

Bud H redlny normovany prostor, v ném# pro libovolnou dvojici z,y € H plati rov-
nobéznikové pravidlo. Potom predpis

1
(@9) = 7{le+yl* = o -y}

definuje v H skaldrni soucin, ktery indukuje danou normu.

Pro pripad komplexniho H je tfeba definovat

1 1 . .
Re(z,y) = 1]z + ylI? = lle—yl*}, Im(z,y) = gzt iyl — [l —iy|* } .
Dokazte.

Ukazte, Ze v prostorech C(a,b) a 1 nelze zavést skaldrni soucin, ktery by indukoval danou
normu.

Bud z €1,, p> 1. Ukazte, ze x € 1; Vg > p.

Bud p > 1. Ukazte, ze existuje x € 1, tak, ze x ¢ 1, Vg < p.

Ukazte, ze existuje x € cq takové, ze = ¢ 1, pro zadné 1 < p < co.

Bud M méfitelnd mnoZina, takovd, Zze pu(M) < oo. Dokazte, Ze plati: Je-li
feLy(M) (1<p<oc), potom fe€L,(M) Vg<p.

Déle existuje konstanta K tak, ze || f||; < K || f]lp,. Najdéte hodnotu K.

Ukazte, ze v pripadu p(M) = oo zddny takovy vztah neexistuje.

Bud X = C(a,b) a oznatme Y = {z € C(a,b); z(a) = z(b)}. Ukazte, Y je uzavieny
podprostor X. V aplikacich se velmi casto vyskytuje prostor

Co(a,b) ={z € C(a,b); z(a) = z(b) = 0}.
Najdéte normu funkce z(t) = t* v téch prostorech L,(0,1) (p > 1), kam tato funkce patii.
[(ap + 1)7% pro ap > —1]

Bud z,(t) = n?*te™™. Ukazte, Ze z,(t) — 0 Vt > 0, ale {z,,} nekonverguje v zadném
prostoru C(0, a) pro libovolné a > 0.
Bud T € £(X,Y). Ukaite, Ze plati

el

|T|| = sup ——— = inf{ M;||Tz|| < M ||z|| } = sup ||Tz| = sup |Tz|.
220 [zl o]l <1 ]| =1

Bud T € £(X,Y), T # 0. Ukazte, ze existuje z takové, ze © #0, |z <1a ||Tz| <||T].

Ukazte, ze nésledujici predpisy definuji spojité linedrni funkciondly na prostoru C(a,b)

a odhadnéte jejich normu.
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b
(a) <z, f>= [xz(t)dt.
b
(b) <z, f>= [x(t)yo(t) dt, kde yo € C(a,b) je pevnd funkce. ( Specielné yo(t) =t.)

() <z, f>= > apz(ty), kde a, € ® , #1,...,t, € {a,b).
k=1

d) <z, f>= fbm(t)dt+ Zn: apx(ty), kde o, € ® , t1,...,t, € (a,b).
a k=1

(e) <z, f>= flm(t) dt na C(—1,1).
0

) <z, f>= }) x(t) dt — }x(t) dt na C(—1,1).
Z1 0

18. Ukazte, ze uvedené funkciondly jsou spojité na daném prostoru a najdéte jejich normy.

(a) <z, f>=a1+a z={a}2, na l. (V2]

(b) <x,f>:k¥1% na lp. [%]

(©) <z,f>:k§ @ pa 1yl
=1

(d) <z, f>= k§1(1 - %)ak na 1 .[1]

() <z, f>=oa1+ar z={ag}}2, naly,.[2]
(f) <z, f>= > s#% mna co. [2]

k=1
(g) <z,f>= lim a,, x={a,}52; nac. [1]

19. Ukazte, ze uvedené funkciondly jsou spojité na daném prostoru a najdéte jejich normu.

(a) <z, f>= fltm(t)dt na Li(—1,1). [1]

-1

(b) <;E,f>:}1ta:(t)dt na Lo(—1,1). [\/%]
(c) <$,f>:f1t’%m(t)dt na L(0,1). [V3]
0

(d) Pro jaka p je <, f> = [ 2(\/t) dt spojity funkciondl na L,(0,1) = € L,(0,1).

N o

1<p<oo; =—2- lil-1q,
[1<p< £ ot vt ]

Q||

1
(e) Pro jakd p je <z, f> = Ofx(tz) dt spojity funkcional na L,(0,1) z € L,(0,1).

1
[2<p<oos |fl=5{z%}" +5=1.]

20. Operatory na prostorech posloupnosti.

Bud'te X a Y prostory posloupnosti A = {aij}fzzl a;; € ® nekonecnd matice. Definujme
o0

operdtor T : X — Y piedpisem (Tx); = »_ ajja;, kde z = {a;}52, . Udejte mozné
j=1

podminky na matici A, aby T byl omezeny operator.
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(@) TeLly). [ |yl <oo.]

i=1
(b) T:1, =1y, kde p > 1; %Jr%:l. [”Z:31|aij|q<oo.]
(c) TeLl). [ > suplaj| < o0.]
i=1 J
(d) T:1; =1, [sup sup |a;;| < oo .]
i J
(e) T e (). [sup >_ fai;| < oo.]
1 g=1

(f>T:loo_>lla [io: |aij|<oo.]

ij=1
21. Bud T: Ih — o, w={ N}, €loo, z={ag}i2, €l Ta = { Aoy}, . Najdéte || T
a podminky, za nichz existuje omezeny operator 7 1.

22. Integralni operatory na prostorech funkci.

1
Bud Tz(t) = [K(t,s)x(s)ds, kde K € C(S); S = (0,1) x (0,1). Ukazte, ze v kazdém
0
z néasledujicich ptipadi je T' omezeny linedrni operdtor a odhadnéte jeho normu.
1
(a) T:C(0,1) —» C(0,1) [|T| < max [|K(t,s)|ds.]
t€(0,1)
(b) T:C(0,1) = Ly(0.1) [|T1| < [[ |K(t,5)|dtds.]
s

(¢) T:Ly(0,1) — C(0,1) [|ITII < max |K(t,s)|.]
t,5€(0,1)

1
@ T:La0.) > Li0.1) [[T) < max [IK(t.5)|dt.]
s€(0,1) o

11 3
(e) T :Ls(0,1) — Lo (0,1) [T < {ff K(t,s)thds} .
00
23. Analogicky je mozno vysetfovat operdtory typu
Ta(t) = / K(t,s)2(s) ds.,
M

kde M C R™ je méfitelnd mnozina, K méfitelnd funkce dvou proménnych, K € C(M x M)
nebo K € L,(M x M), 1<p<oo.

24. Najdéte normu nasledujicich operdtoru T € £(X,Y).

(a) X=Y=C(0,1); Tz(t)= [z(s)ds. [1]

O —

(b) X =Y =C(0,1); Tu(t) = p(t)z(t) kde ¢ € C(0,1) je dand. [ll¢]/]

Pozndmka: Specielni ptipad Tx(t) = tx(t) hraje dulezitou roli v kvantové mechanice.
Je vsak definovan na prostoru Lo (R) , kde je neomezeny. Nazyva se operdtorem polohy.

1
(c) X=Y =C(0,1); Tm(t):tgx(s)ds. [1]

]

S

(d) X=Y =Ly(0,1); Tx(t):tfm(s)ds. [
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

() X =Ly(0,1);Y =Ly(0,1); Tx(t) = a(t)z(t). Uréete podminky, které musi funkce
a spliovat. [a € Loo(0,1), ||T| < |la]] pro ¢ <p. Je-li ¢ > p, potom a =0.]

(f) X=Y =B(R); Tz(t)=2x(t—s);s>0.(Operdtor zpozdéni.) [1]
Bud

d

T:D(T)C C(0,1) » C(0,1); T =~

D(T)={z € C(0,1); 2’ € C(0,1) }.
Potom je T neomezeny, ale uzavieny. Definujme na D(T") novou normu

— t "(t)] .
(EalB e, |z ()] +tgl<g§> |z’ (t)]

Ukazte, ze T : D(T) = C'(0,1) — C(0,1) je omezeny operétor s normou 1.

Bud H Hilbertiv prostor, z,,r € H, z, — x, ||zn|| — ||z||. Potom z, — x.
n—oo n—oo n—oo

Dokazte.

Uvazme prostor 1l a posloupnost {ex}72,, kde ey = {0,...,0,1,0,...}. (1 je na k-té pozici.)
Ukazte, 7e ex — 0, piestoze |ex — en| = V2 pro k # n.
n—oo

Dokazte, ze plati

(a) Je-li z, 2, yp —>y, potom x, +Yp —x+y a ar, —azxVacP®.

(b) Jeli T € £(X,Y), =, —2 v X, potom Tz, —Tzr v Y.

Bud z, €1, (p > 1). Potom x, — z € 1, pravé kdyz a) {||lzn| 152, je omezend
b) Vj € N je a§-n) o, kde z, = {oz;-n)}‘;‘;l ;@ ={a;}52, . Dokazte.
Bud'te z,,z € 1; a necht z,, — x. Potom z,, — z. Dokazte.

n—oo

Ukazte, ze x,, — = € C(a, b) pravé kdyz je {z,} omezend a lim z,(t) = z(t) Vt € {(a,b).

n—oo
Budte X a Y B-prostory, T, € £(X,Y) n = 1,2,.... Potom jsou nésledujici tvrzen{
ekvivalentni: a) {||Tn]] }32, je omezend. b) {||Thx| }52, je omezend Vo € X.

c) {| <Thz,y*>|}52, je omezend Va € X a Vy* € Y*. Dokazte.

Definice: Bud'te X ,Y B-prostory, T}, € £(X,Y), n =1,2,.... Rekneme, Ze posloupnost
{T, }22, konverguje silné k operatoru T, jestlize T,z — Ta Vr € X a znaéime T, =T .
n—oo
Rekneme, ze posloupnost {T, }>, konverguje slabé k operdatoru T, jestlize
<Thz,y*> — <Tz,y*> Vx € X aVy* € Y* a znacime T}, — T .
n—oo

Poznamky. 1) V prostoru £(X,Y) rozezndvdme tii druhy konvergence; stejnomérnou
T —T|| — 0; silnou ||Thax — Tz|| = 0 Va € X aslabou |<T,z,y*> — <Tz,y*>|— 0
Ve XaVy*eY*.

2) Je-li X B-prostor, potom v prostoru X* lze téz definovat t¥i druhy konvergence;

v normé ||z} —z*|| — 0; slabou | <z}, z** > — <z*, 2™ >| — 0, Vo™ € X** a tak
n—oo

n—oo

zvanou *—slabou | <z, zi> — <z,2*>| — 0, Vo € X.
n—oo

v/ w w
Znacime z), — z*; =z, — =¥, z) — x*.
n—oo n—oo n—oo
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34.

35.

Budte T, S, € £(15) n=1,2,... definované predpisy

(a) Thx = {0,...,0,p410n42,...}, kde = {ap}%2,. Ukaite, ze T, ﬂﬁoo, i kdyz
T =1 VneN.

(b) Spx ={0,...,0,a1,as,...}, kde pfedchozi vektor za¢ind n nulami. Ukazte, ze S, n_)lgo 0,
i kdyz || Sz — Smz||=vV2pron#maz =ey.

Budte T}, , S, € £(12) definovény predpisy

T,z = {% 15 Spr = {a1,2Q9,...,napn, i1, Qnia, ...}, kde = {aj};?‘;l .

Ukazte, ze T,, — 0, ale {5, }22; nekonverguje ani slabé, i kdyz vSechny operdtory S, jsou
n—oo

omezené.

4.3 Spektralni teorie.

1.

Operator T € £(X) nazveme idempotentni, jestlize 72 = T. Je-li T idempotentni,
0# T # 1, potom o(T) = 0,(T) = {0,1} . Dokazte.

Bud T € £(X) takovy, ze T?> =1 T # I. Ukaite, ze o(T) = 0,(T) = {—1,1}. Ukazte, zZe
pokud je dim X > 1, pak operatoru s touto vlastnosti existuje nekoneéné mnoho.

[ VySetfete matice tvaru < 2 é ﬂ
7

Bud M uzavieny podprostor Hilbertova prostoru H, M # H, P projektor na M . Najdéte
a(P)a R(\,P)=(\—P)!. [ Uzijte cviceni 1. ]

Necht T € £(X) a T~! € £(X). Ukaite, ze T a T~ maji stejné vlastni vektory (pokud
existujf) aze A€ o(T)<= \"leo(T!).

Bud T € £(X) a necht T2 m4 vlastn{ vektor. Potom ma 7T vlastni vektor. Dokazte.
Bud X =C(-1,1), T € £(X), Tz(t) = z(—t). Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory T'.
[ Ukazte, ze T? = I a uzijte cvicen{ 2.]
Budte T,S € £(X), A€ C, X#0. Ukagte, ze
A€a(TS) <= Aeo(ST).
Uzitim operatoru posunu ukazte, ze toto tvrzeni neplati pro A = 0.
Bud T € £(X), e Ca {z,}5°,, x, € X takovd posloupnost, ze

lenll=1 a Tzy, — Az, — 0.

n—oo

Potom je A € o(T') . Dokazte.
Necht T, W € £(H) , kde H je Hilbertiv prostor. UkaZte, Ze plati

(a) o(T) =o(T™).
(b) Je-li T* =T, potom je S = W*TW také samoadjungovany operator.
(¢) Je-i T* =T, potom o(T) C (a, A), kde

a= | i\rllf (Tz,z), A= sup (Tz,z).
zl=1 flzll=1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Budte T, S € £(X). Ukazte, 7e plati
(a) TRI\T)=R\NT)T (Aeo(T).)
(b) Jsou-li A, € o(T), potom
R(/\a T) - R(:uv T) = _(/\ - /’L)R(/\a T) R(/.L, T) = _()‘ - /’L)R(M7 T) R(/\’ T) :

( Prvni resolventni rovnice. )
(¢) TS =85T <= R\T)S=SRW\NT) VAieoT).
(d) Je-li A € o(T) N o(S), potom

RONT) — R\, 8) = RO, T) (T — 8) R(A, S).

( Druhd resolventn{ rovnice. )

(e) Je-li A€ o(T), ||IS—T| <||[R\,T)||~, potom X € o(S) a plati
R(\,S) = Z R(AT)]".
(f) R(A\,T) je kompaktn{ préave kdyz je dim X < oo.

Bud T € £(13) . Najdéte T*, o(T) a R(\, T') . Rozhodnéte, které z operdtoru jsou kompaktn{
a pro kompaktni samoadjungované operatory najdéte jejich spektralni rozklad.

(a) Tx ={&aq,&as,...,£,0,,0,0,...}, kde n € N je pevné, z = {oy }72,,&, € C.
(b) Tx—{T}j o=y

(c) Tz = {&a;}2,, kde {{;} € c.

(d) Tw={%,%,%,...}; Sr={0,a1, %, %,... }.

Reste predchozi tlohu pro piipad T : X — Y, kde X a Y je jeden z prostori
co,c,l,,(p>1).

Bud X =C(0,1); T € £(X), Tz(t) =v(t)z(t), kde v € X je pevny prvek. Najdéte o(T).
[0(T) = 0,(T) = R(v).]

Bud X =C(0,1), T € £X), Txz(t) =xz(0) +tx(1). Najdéte o(T), r,(T) a R(N\T).
(1Tl =2, o(T) = 0,(T) = {0,1}, RO\ T)a(t) = £ 4 Hprtat) o 2e@) |

Bud X =Ly(0,1), T € £(X) dany piedpisem T x(t) = t z(¢t) . Ukazte, ze T je samoadjun-
govany a najdéte o(T) a R(\,T).

171 =15 o(T) = 0u(T) = (0,1); RN T)a(t) = $9

Bud X = C(—m,7); T € £(X); Tu(t f cos(s + t) xz(s)ds. Najdéte vlastni ¢isla
a vlastni vektory T'.
2
[o(T) = 0,(T) = {0, 7,7} s RO T) = & + 505 + 53y |
Bud X = La(a,b); T € £(X); Tx(t f K(t,s)z(s)ds, kde K je spojitd funkce na

trojiheniku a < s <t,a <t <b. Najdéte U(T) ary(T).

(0(T) = 0,(T) = {0} i1 (T) = 0.]
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18. Bud X =C(0,1); T:D(T) —» X; T = 4. Najdéte o(T) a R(\,T), jestlize plat
(a) DT)={zeX; 2’ eX,z(0)=0}
t 1
[o(T) =0; R(u,T)ax(t) =D 4 L [ enl=9)g(s)ds, kde p =+ .]
0

(b) D(T)={zeX; 2 € X}
[0(T) = 0p(T) = C]
(c) D(T)={zeX; 2’ €X, z2(0)=2(1)}

[o(T) = 0, (T) = {2nmi}e

— 00

; RO\T) = efil j‘ek(t_s)m(s) ds — j Mt=5) 1(s) ds . ]
0 0
19. Bud X =C(0,m); T:D(T) = X; T = ;722 . Najdéte o(T) a R(\,T) jestlize plati
(a) D(T)={zeX;2" X, z(0)=xz(r)=0}
(b) DT)={zeX;z2"e€X,2/(0)=2'(x) =0}
(¢c) DT)={zeX; 2" €X, z(0)=x(r), 2/(0)=2a'(r)}
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