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10 Diferencialni rovnice 1. radu

10.1 Separace proménnych
Priklad 1: Najdéte obecné feseni (obecny integrél) diferencidlni rovnice
y =tgxtgy.

Teorie
Separaci proménnych prevedeme rovnici na tvar

d cos sin x
—y:tgxtgy = — ydy: dx
dx siny CoS T
a substitucemi u =siny , v = cosx dostaneme po integrovani
. . C 7/ . /
Inlu/=—Inlv]+InC, neboli siny = (obecny integrél).
cosx

Priklad 2: Najdéte obecné TesSeni diferencialni rovnice

(zy? + 2)dw + (y — v*y)dy = 0.

Teorie
Separaci proménnych prevedeme rovnici na tvar
2 2 Y
Drde =—y(1 —2%)dy = dr = d
"+ Dode=—y(l-27)dy = — 5 do Al

a substitucemi u =1— 2%, v =y%+ 1 dostaneme po integrovani
1 1
5 I1—2*|+InC = 5 l*+1|,  meboli  1+y* = C(1—2?) (obecny integral).

3. zyy =1 — 22 (2% + y* = In Ca?]

4. ytgr —y=a [y = C'sinz — al

5. xydx + (x + 1)dy =0 [y =C(z+ 1)e™]

6. /y%+ ldz = xydy [ln\x|:C+ \/y2+1;a::0}

7. ¢Y(1 + 2?)dy — 2z(1 + ¢¥)dx = [1+ev=C(1+a?%)]
8. (22— 1)y + 229> =0, y(0) = [y{ln(1 — 2?) + 1} = 1]
9. y'sinz =ylny, y(3) =e [y = e 2]
10. siny cos zdy = cosysinzdxr , y(0) = § [cosz = V2 cos y]
11. y'cotgx +y =2, y(3) =0 ly =2 — 4cos z]

Resenf pomoci | WolframAlpha



http://www.wolframalpha.com/input/?i=y%27+cot+x+%2By+%3D2

10.2 Rovnice umoznujici prechod k separaci proménnych.

Priklad 12: Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice

, 3 1

S T
YT 31y

Teorie
Substituci x +y = u, 1+ 4y = u' prevedeme rovnici na tvar

' 3+1 jalu 1—u
u—-—1=—4+— — = .
2 2u dx 2u

Separaci proménnych a integrovanim dostaneme

2
/1 Y du:/ldx, neboli —2u—2In|l—u|=2z-C
—u

a prejdeme k puvodnim proménnym 3x + 2y +2In|l —z —y|=C.
Priklad 13: Najdéte obecné TeSeni diferencialni rovnice
(x4+y+2)de+ 2x+2y—1)dy=0.
Substituci  + y = v, dr + dy = du prevedeme rovnici na tvar
(u+2)der+ 2u—1)(du—dzx) =0 = B3—u)dr+ (2u—1)du=0.

Separaci proménnych a integrovanim dostaneme

2u — 1
/Su du—i—/ldx:—C, neboli —2u—5lnju—3|+z=-C
—u

a prejdeme k puvodnim proménnym z + 2y +5lnjz+y—3|=C.

4.y —y=2x-3 2z +y—1=Ce"
15. ¢ = sin(z — y) [z 4+ C = cotg(5* + %)
16. ¢/ = dx +2y — 1 [Viz+2y—1-2In(yIz +2y—1+2)=2+C
17. y = cos(x —y — 1) ly =2 —1—2arcotg(z—) + 2km; k € Z
8. ¢yVi+rF+y=ax+y—1 2+ C=2u+2Inju—1| - $In(u+2)



Priklad 19 :

y:
LY

, 22 + 2zy

Najdéte obecné teseni diferencialni rovnice

Teorie

Substitucl y = ux, ' = v’z + u pFevedeme rovnici na tvar

, 2% + 2zuT u du dx
ur—+u=— = ——.
TUT (u+1)2 T
Integrovanim dostaneme
1—-1 1
/H—2 du=Inlu+1|+ ——=—-In|z|+C
u

(u+1)

a prejdeme k puvodnim proménnym

Y
In|=+1
n\er \+%+1
I zty
20. y =y
21 y/:ngi2
22. 2y —y = /2?2 + y?

23. (3y? + 3zy + 2%)dr = (2 + 2xy)dy

24. (22 + y?)y' = 2zy

25. vy’ = ycosln?

26.

Y+t +y?—ay =0, y(1)=0

27. (zy' —y)arcotg? =z, y(1) =0

28. (y* — 32?)dy + 2xydx = 0, y(0) =1

29. y = L2wmr 1) = ]

Yy = y2-2zy—a? )

+1

=—Inlz|+C = Injlz+y|+

=C.
Tr+y

[arcotg% =InC\/22 + yﬂ

(2% +y* = Cy]

[InCz = cotg(3In )]
[y = xe?™ k€ Z:

v-
M—2 Ty = etavcotst]

xQ—l_




10.3 Variace konstant

Priklad 30: Metodou variace konstanty feste diferencialni rovnici

/
Y cosszry =tgx.
s Sy , .. ., Teorie
Nejdiive vyresime homogenni rovnici metodou separace proménnych

ycosr+y=0 = Inly| +tgz=InC = y=Ce 9",

Reseni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru y = C(z)e %*. Po dosazeni do
puvodni rovnice dostaneme

1
! —tgx —tgx 2 —tgr _
(C'(x)e " + C(x)e - x) cos“z + C(x)e tgx.

tedy / —tgx 2, _ _ lgx
C'(z)e 9 cos*x =tgr = C(x) =€ (tgr — 1)+ K.

Obecné fesen{ rovnice mé tvar y = Ce 9% +tgo = 1.
Priklad 31 : Metodou variace konstanty feste diferencialni rovnici
zy — 2y = 227 .
) , o o, Teorie
1.krok Vytesime homogenni rovnici metodou separace proménnych
vy —2y=0 = Inly|=2In|z|+InC = y=Cz*.

2.krok Regeni nehomogenn{ rovnice hleddme ve tvaru y = C(z)x?. Po dosazeni do
puvodni rovnice dostaneme

C'(z)z? + C(x) 22 — 2C(x) x = 2.

ted
Y C'(z)2? =22 = COlx) = 2.

Obecné feseni rovnice ma tvar y = Cz? + 2.

32. 2y +y+1=0 ly = Cox —1]
33. 2y’ + (x + 1)y = 3a2e™® [zy = (2% + C)e™"]
34. (zy + e")dr — xdy =0 [y = e*(In |x| + C)]
35. y =2(y —xcosx) [y = 2(C' +sinx)]
36. (xy — 1) Inx =2y [y:CIHQZU—IIlZU}
37. ysinz +y' cosx =1 ly =sinx + C cos x|
38. (2¢Y —x)y =1 [z =e¥+ Ce™Y]
39. ¢ = 5ip [z = Cy? + 7]



/I 1 _ 2y —cosy
40. Yy = z sin y-+2sin 2y [QZ = 8sin 2 + Ce }

ALy + % =2 y(1) =1 [y=—%+ 2]

42. ¢ —2zy =1, y(0) =0 [y =¥ [eUdt
0

43. 2¢/xy —y = —sin\/x — cos /T, y je omezend pro — 0o [y = cos /]

44. 22%y' — vy = 2xcosx — 3sinx, y — 0 pro & — 00 [y:Sl%}

45. (1+ 23 In(1 + 2%y — 22y = In(1 + 2?) — 2z arcotg x [y = arcotg ]

[y—> —5 proxr — —oo}

10.4 Bernoulliova rovnice
Priklad 46 : Ptevodem na linearni diferencialni rovnici vyteste

zy —y=a’y L.

Teorie
Substituci z = y? = 2’ = 2yy’ dostaneme
vy — =2 =  xd —2z=22".
VyteSime linearni rovnici
1. hom. rovnice 2. part. fesSeni
xz —22=0 x C'x? = 22°
zp = C 22 C = In|x|?
zp = Inz? - 2?
3. obecné reseni
z=C2%+In(z?)2? = y? = C2? + In(2?) 22,
47. Y + 2y = y?e” ly(e” + Ce*) =1,y = 0]
48. zy — 222\ /y = 4y [y = 2*In” Cz,y = 0]
49. xy + 2y + 2°y*e® = 0 [y 2 =2'(2e" 4+ C),y = 0]

50. (14 22)y' = zy + 2*y? Ll/: \/117(0—% 1+ 22— iIn(z + Va2 + 1))



11 Linearni diferencialni rovnice n-tého radu

11.1 Systémy funkci

Priklad 51 : Mame rozhodnout o linearni zavislosti nebo nezavislosti funkei
9 . _
1, x,z* na intervalu I = (—o0,00) . Teorie

Budeme zkoumat, kdy Vx € I nastane rovnost
cil+er+eri=0,

Postupné pro x = 0 dostaneme ¢; = 0, pak pro x = 1 a * = —1 dostaneme
co+c3=0a —cy+c3 =0. Odtud plyne cs = 0, c3 = 0. Podle definice jsou funkce
1, z, 2% linedrné nezavislé. Wronskidn danych funkei je

€T
1 22 |=2+#0.
0

Tedy i podle véty 10.4 jsou funkce 1, z, 22 linedrné nezavislé.

Rozhodnéte o linearni zavislosti nebo nezavislosti nasledujicich funkci

52. 1,2, z, 22 [z&vislé]
53. €%, xet, x%e” [nezavislé]
54. 5, cos® x,sin’z [z&vislé]
55. cosx, cos(x + 1), cos(z — 2) [z&vislé]
56. 1, arcsin x, arccos x [z&vislé]
57. cosz,sinx, cos 2x [nezavislé]

Najdéte Wronskian funkci

58. 1,z 1]
59. e * xe™* [6*2‘”}
60. 2, cosx, cos2x [—8 sin® ZU}
61. 4,sinz, cos 2z 0]
62. e 3% sin 2z, e 3% cos 2z [—2e707]



11.2 Eulerova rovnice

Regeni Eulerovy rovnice z"y™ + a, 12" 'y + ... +aizy +apy = 0, kde
ag, - .., an—1 €R hleddme ve tvaru y(z) = 2, (popt. z*Inz, ...,z In" 1 z) AeC.
Teorie

Priklad 63: Dosazenim funkce y(x) = 2* do rovnice
2%y — dxy' 4+ 6y =0

dostaneme 22 A(\ — 1)2* 2 — 4z z* 1 +62* = 0, tedy
(AN =5A+6)z*=0.

Tato rovnost je splnéna (pii x # 0) pro kofeny A\; = 2, Ay = 3, uvedeného poly-
nomu. Funkce yi(z) = 2, yo(x) = 2° tvoif fundamentdlni systém dané rovnice
a jeji obecné feseni ma tvar

y:Clgcz—Fng?’.

Priklad 64 : Podobné pii feseni rovnice 2%y” — 3xy’ + 4y = 0 dostaneme
AN — 4\ +4=0= A2 =2 afundamentdln{ systém rovnice je tvoren funkcemi
y1(x) = 2%, yo(x) = 2*Inz . Obecné feseni ma tedy tvar y = Cy 2% + Cox’Inx.

2.1 )\

Priklad 65: Reseni rovnice z2y” 4+ 3xy’ +2y = 0 hleddme ve tvaru y(zr) =

Po dosazeni do rovnice dostaneme NA2A+2=0=> N\=—-14+i, g=—1—1.

Do fundamentdlnfho systému tedy patii funkce y;(x) = 271 yo(x) = 2717 nebo

y1(x) =z Lecos(Inz), yo(x) =z 'sin(lnz) a obecné Feseni rovnice m4 tvar

C
y=—cos(Inz) + —sin(lnz).

x T
66. 2%y" — 3xy —y =0 [y = Cha?tV5 4 02562_‘/5}
67. 23y + 2*y" =0 ly = C1 + Cyz + CszIn 7
68. 22y" + 5xy’ +3y =0 ly = Cia™t 4 Cha ™3]
69. 22y" 4+ Txy’ + 8y = 0 [y = Cra™2 + Coz™]
70. 23y" — 6y =0 [y = C12® + Cycos(v2Inz) + Cysin(v21n )
71 2%y — 22y +2y=0; y(1)=1,4/(1) =1 [y = z]



11.3 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Priklad 72:  ReSeni homogenni linearni diferencidlni rovnice s konstantnimi
koeficienty
y//_y/_12y:0
hleddme ve tvaru y(z) = e (popt. xzeM, ..., 28 1eM) kde éiselny parametr A je

korenem charakteristické rovnice (charakteristického polynomu)

N -A+12=0.

Tedy \; = —4, Ao = 3, fundamentaln{ systém rovnice je tvoren funkcemi e=4*, e3*

a obecné TeSeni rovnice ma tvar

y(a:) = 016_4”3 + 02633: .

Teorie

Priklad 73: Rovnice

- y' =4y + 4y =0
ma charakteristickou rovnici \2 — 4\ +4 =0 = A2 = 2. Fundamentalni systém
rovnice je nyni tvofen funkcemi yi(z) = e€*, 1a(x) = ze* a obecné feseni
rovnice ma tvar

y=Ce* 4+ Cyze*

Priklad 74 : K rovnici y” +4y = 0 piislusi charakteristickd rovnice A\ +4 = 0
s kofeny A\ = 2i, Ao = —2i. Fundamentalni systém je tvoren funkcemi y;(x) =
e¥® yp(x) = e 2 mnebo yi(x) = cos2z, ya(x) = sin 22 . Obecné feseni m4 tvar

y(x) = Ccos2x + Cysin 2z .

oy =y =y +y=0; y(0)=1,4(0)=2,y"(0) =3 ly = e"(1+ )]
76. v — 4y + 3y =0; y(0)=6,4'(0) =10 [y = 4e” + 23]
77 y" + 6y + 11y’ + 6y =0 ly = Cre™ + Coe™* + Cse %]
78,y + 2y + W =0 [y = C1 + Oy + O3 + Cya® + e7%(Cs + Cg)]
79. 4y — 8y + 5y =0 [y:e(C cos 5 + Cysin §) }
80. y"" —8y =0 [y = C1e* + e7*(Cs cos V/3z + Cysin v/3z]
81. y W44y +10y"+12y'+5y = 0[y = (C1 + Cyx)e™™ + (C3 cos 2x + Cysin 2x)e

82. y' — 2y +2y =0;y(0) =0,y(0) =1 [y = e” sin z]
83. vy — 2y +3y=0;y(0) =1,4(0) =3 ly = e*(cos V2x + v/25sin ﬂx)}

10
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11.4 Metoda snizovani radu

Pokud zname jedno feseni y;(x) homogenni rovnice, pak dalsi partikularni feseni
hleddame ve tvaru y(z) = y1(z) - 2(x) . Teorie
Priklad 84 : Rovnice (sinz —cosx)y” —2sinxy’ + (cosz +sinz)y =0

ma jedno feSeni y; = €. Pro druhé feseni y(z) = e” z(x), plati ¢’ = e"(z + 2/),
y' =e"(2 422"+ 2") a po dosazeni do puvodni rovnice dostaneme

(sinz — cosw)e”(z + 22/ + 2") — 2sinxe” (2 + 2') + (cosz + sinx) e’z =0 =
(sinz —cosx) (22' 4+ 2") = 2sinx 2’ =0 = (u=2")

(sinw —cosz)u' —cosx2u = 0= (sinz — cosz)du = cosz2udr =

1 CcoS T . ) )
—du = _ dx ; vypocteme integral vpravo
2u sinx — cosx

CosSx 1 2cosx 1 coSx —Slnx + cosx +sinx
- dr = — - dr = — - dr =
SINX — COS T 2 | sinx —cosx 2 SInNx — COoS X

— sinx — 1 1 [1
{ v TSI oo }:—/—1daz+—/—dv:—%—Hn\sinx—cost—C’;
v

dv = (cosz +sinx) dz 2 2

1 1 .
tedy 5 Inu = —g—|—§ln |sinz—cosz |[+C = u = Ce *(sinz—cosz) (=2) =
z=Ce “(—sinz) = y=e"Ce “(—sinz) = —C'sinz  a obecné feseni m4 tvar

y = Cie" + Cysinx.
Naleznéte obecné teSeni nasledujicich rovnic, jestlize znate partikularni reseni
85. (1 —2?)y" — xy + %y =0; \1=+V1+=x [y =CivV1+x+ Cy/l— :U}
86. 2*(zx+1)y"—2y=0; y1=1+1y=Ci(1+ 1)+ Co((+1— L In|z +1])]

x

87. vy’ +2y —a2y=0; y1 =% [y = Cre™™ + Cye”]
88. ¥ —2(1+tg’x)y =0; y =tgx ly = Citgar + Co(l + xtg )]
89. (e"+ 1)y =2y —e'y=0; yy=¢e"—1 [y =Ci(e"—=1)+ efjl

90. 22(22 — 1)y" + (4o — 3)ay” — 2z +2y = 0 [y = C1z + 2 + Cs(z In|z| + 1)]
i
=2y =]

91. (2% =2z +3)y" — (2> + 1)y" + 22y — 2y = 0 [y = Cho + Cae” + Cs(2? — 1
[y = z,y2 = €]

11



11.5 Nehomogenni rovnice

Teorie
Priklad 92: Metodou variace konstant vyreSime rovnici
1
y// _|_ 9y = — )
sin 3x

1. Uréime obecné feseni homogenni rovnice y” 4+ 9y = 0 (viz metoda charakte-
ristické rovnice, ptiklad (72))
M 49 =0=y,(z) = C cos3z + Cy sin3x.
2. Partikuldrni feseni y, nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru
yp(r) = C1(z) cos 3x + Cy(x) sin 3z .
Funkce Ci(x), Cy(x) splnuji soustavu algebraickych rovnic:

Cicos3w +Cysin3z = 0 = 3C)cos3wsindz +3Chsin?3z = 0,
—3C) sin3z + 3Cy cos 3z = —= = —3C sin 3z cos 3z + 3C) cos? 3z = B
Odtud po secteni rovnic dostaneme 3Cj = <52 = () = {In|sin3z|
a z prvni rovnice plyne  Cfcos3z + % = 0 = (; = —3. Partikuldrni
feseni ma tvar . 1

yp(z) = —g COST + §1n | sin 3x| sin 3x .

3. Obecnym feSenim tlohy je funkce

1
y(x) = yn(x) +yp(x) = C; cos3x+ Cy sin 3x—§ cos 3:1:+§1n | sin 3| sin 3x .

Reste rovnice

03 2y 4y = = (alnfs| + Gy +C3)
04 y' =2y +y =y [y =e"(Cro+ Co —InVa? + 1+ warcotgv)
95. y" 4+ 3y + 2y = =5 [y = (e +e ) In(e” + 1) + Cre™" + Che™>]
96. 3" +y + cotg?x = 0 [y: 2+ Cycosx + Cysinx + cos(x ln\tg%”

Vyteste rovnici y” — ¢’ = f(x), jestlize

97. f(z) = = ly=e"(z+C1) — (e"+1)In(e” + 1) + Cy)
98. f(z) = e**y/1 — e22 {y = je”(arcsin(e”) + e“v1 — €2 + Cy) + 31/(1 — €27)3 + C’z}
99. f(x) = €** cos(e”) [y = Che* — cos(e®) + Cs)]

12



11.6 Metoda odhadu tvaru partikularniho reSeni

Priklad 100 :

3.

genni feSeni ma tvar

. 7, rovnosti )
(x—1)" =

Teorie

Pomoci odhadu tvaru partikularnibo feseni vyresime rovnici

y' =5y = (x—1)".

. Charakteristickd rovnice \> — 5\ = 0, mé kofeny A\; = 0, Ay = 5 a homo-

yp = Cy + Cye’

e (Py(x) cosbx + Qp(x) sin bx)

viplivéi a=0,b=0,n=2, m=0 = k=2, Ry(x) = asx® + a1z + ay,
kde a9, a;, ap jsou konstanty. Kritické ¢islo a +ib0 = 0 je jednondsobny
koren charakteristické rovnice, tedy r = 1.

Partikularni feseni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru

yp(z) =2 (a2$2 + a1 + ag) ,

potom yz’g(x) = a2® + a1z + ag + v (2a07 + a1) = 3ar® + 2a17 + ag,
Y, (x) = 6asx + 2a; . Po dosazeni y,, y; do dané rovnice dostaneme:

6asz + 2a; — 5 (3as2” + 2a1x + ag) = (z — 1)?,

—15a92” + (6as — 10a1)x + 2a; — bag = x? — 2x + 1,

S 4 _ 4 ==
2 = 75, @1 = 35, = 40 = T35 >
a partikuldrnim Feenim je funkce  y,(z) =z (Ta? + 52 + Tr) -

Obecné teSeni ma tvar

y(x) =Cl+02xe5x+:v(—:r: + 5 :1:+ 12157)

Metodou odhadu teSte rovnice

101.
102.

103.

104.
105.
106.

y' +y = 4ze”
y" —y = 2e" — 22
' +y — 2y = 3ze”
y' =3y + 2y =sinz
y'+y=4sinx

y' — 3y + 2y = xcosx

[y = Cicosx + Cosinx + (22 — 2)e”]

[?J:CleerCze + xe® + 22 +2}

[9_016 + Coe™ + ( %—% e}

[y = Ce® + Che® + blnl‘ 3cosx}

[y = Cy cosx + Cysinx — 2x cos ]
[3/201€I+0262x+( 11020) COS T — (i’g+13040) sin x}

13



107. ¢ + 3y — 4y = e 4 + ge® [y = Cre” + Coe ™ — L4 — )e™]
108. y"" — 9y = €3 cos x [y = C1e3" + Coe™" + ¥ (L sina — 3= cos x)}
109. v — 2y +y = 6ze” ly = (C1+ C’gx + 2%)e”]
110. " +y = xsinx {y—(Cl——)cosx—l— (Co+ 7 smx}

Reste rovnice s pocateéni podminkou
111. ¢ + 9y = 63 ; y(0) =4/ (0) =0 [y = —3(cos 3z + sin 3z — €%7)]
112. y" —4y'+5y = 22%¢”; y(0) = 2, y'(0) = 3 [y=e**(cosz—2sinz)+ (z+1)%"]

113. y"+6y'+9y = 10sinz; y(0) =y'(0) =0 [y = (z+2)e ¥ +:(4sinz—3cos z)]
114. y" + 4y =sinz; y(0) =y (0) =1 ly = cos 2z + 3(sin 2z + sin )]
115. ¥ +y =2cosx; y(0) =1, y(0) =0 [y = cosa + xsin 2]
Odhadnéte partikularni feseni nasledujicich rovnic

116. ¢ — Ty = (z — 1)? (A2 + Aga? + Asx]
117. 3 + 7y = e ® [—5C1e™ + Cy — 2xe ]
118. " — 8y’ + 16y = (10 — z)e? [(Ay2® 4+ Aga?)et”]
119. 3" + 25y = cos bz [z(Acos bz + Bsinbz)]
120. 3" + 4y’ + 8y = €**(sin 2z + cos 2x) [(Acos 2z + Bsin2x)e?”]
121. y" — 4y + 8y = €**(sin 2z — cos 2) [2(Acos 2z + Bsin 2z)e"]
122. yW —y" =4 [Az?]

123. y" +2y" +y = (2z + 1) sinz + (2? — 4a) cosz  [(Aa® + Bz + C) cosz+
[+(D2? + Ex + F)sinz

|
124. y" —y = e"sinz + 222 [e*(Acosx + Bsinxz)+

[+2(Ca? + Dz + E)]

]

]

125. y® — 4y + 8y — 8y + 4y = e"(x cosx + sin x) [2%e"{(Az + B) cosz+

|
[+(Cx + D)sinz}]

126. y® —y@ +8y" —8y" +16y' — 16y = 3cos2x+1 [2?(Acos 2z + Bsin2z) + C

[y = 3cos2x + 1]

14



11.7 Okrajové tilohy

Teorie

Priklad 127 : Pomoci charakteristické rovnice a dosazenim okrajovych podminek
vyTesime smisenou okrajovou tlohu

y' — 2y — 8y =0, x € (0,1),
y(()) =1, y’(l) =0.

Charakteristickd rovnice je \2—=2A—8 = 0 = A\ =4, Ay = —2 a obecnym feSenim
tilohy je funkce y(z) = Cie®® + Cye™*. Z okrajovych podminek dostaneme
1 =C)+ 0y, Ch = 1

1+42e6

0= 40164 — 2026_2, Cy = 2¢7

1+42e8 -

6
1 e4o: 4 2e 672:17

Resenfm okrajové tlohy je funkce y(z) = 17900 17200

Reste nasledujici okrajové tlohy

128. y" —y = 0; y(0) = 0,y(27) = 1 v = 5]

129. " +y =0; y(0) =0,y(27) =1 [nemé fesent]

130. ¥ — k*y = 0; y(0) = vy, y(xo) = vy {y:m(vl sinh k(xo—x)+wve sinh kx)}

131 "o 2 — O . O — / — 0 — COSh(Iofx)
- Y aty ) y( ) v,y (3:0) Y v cosh axg

132. y"—a?sy = 0; y(0) = 1,9/(z9) =0 [s <0y = cos;g%f/(%;ox) pro rg # gj%

{pro xo = (225% nema feseni; s > 0;y = —Cojlgoogl‘l/i(jg;f);k =1,2,3, }
133,y = Ny = 05 A #0,5(0) = 0,y(1) = 5 [y = 553
134, y" = Ny =0; A £y(0) =0,y/(1) = 5 [V = Seatn]
135. " = Ny =05 A #,9/(0) = 0,5(1) = § lv = f%is]
136. zy" +vy = 0;y(1) = ay/(1); y(x) je omezend pro x — oo [y = 0]

137. y™W — Xy = 0;4(0) = y"(0) = 0,y(7) = ¢"(7) =0 [y = Csinkz pro \ = k|
[k =1,2,3,... y =0 pro ostatni A|

15



11.8 Ulohy na vlastn{ ¢isla a vlastni funkce

Teorie
Priklad 138 : Urcéime vlastni ¢isla a vlastni funkce okrajové tlohy
y'+Ay=0, y(0)=0, y()=0.
Regenf hleddme ve tvaru y(x) = e, potom charakteristickd rovnice mé tvar

AHA=0=k=+vV-N\.
e Pro A<0 je ki =+v—A, kh=—vV—X\ aobecné feSeni ma tvar
y(z) = CreV ™ 4+ Che VN = of(2) = VoACL eV — /X Che VA,

Z okrajovych podminek dostavame soustavu rovnic pro neznamé konstanty

Cl) CQ

0=Ch+Cs,

0=V=ACreV M — /“XCye VAT, } C1=0,Co=0= y=0.

e Pro A = 0 mé obecné teseni tvar y(z) = C1 + Cox = y'(x) = Cy a z okra-
jovych podminek dostaneme

C’leR,02:0:>y:C'1.

e Pro A > 0 mé obecné feSeni tvar
y(z) = Cy cos VAz+CysinVAz = o/ (z) = —VACysin VAz+VA Cy cos VA .

7 okrajovych podminek plyne

02027 -
O:—Clsin\/Xw,}\/Xﬂ_mr’HEN'

Dostavame tak posloupnost vlastnich €¢isel
{1,4,9,16,...}
a posloupnost jim odpovidajicich vlastnich funkci je

{cos x, cos 2z, cos 3z, . . .}.

Najdéte vlastni ¢isla a vlastni funkce tlohy y” + Ay = 0, je-li

139. x €< 0,7 >,y(0) =y (7) =0 {)\K = (QK;DQ,yK =sin 21y, K € N}
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140. 7 €< 0,7 >,9/(0) = y(r) = 0 e = B e — cos 2Ly K € |

141. r e< 1,2 >,y(1) =y(2) =0 [)\K = K*r% yg =sinKnx, K € N}
142. z e< 1,2 >y(1) =4'(2) =0 [)\K:w,y;(:cos2 Lra KEN}
143. ze< 1,2>,y'(1) =y(2) =0 {)\K = %,y;( =sin EAry, K € N}
144. z €< 1,2>,4/(1) =y (2) =0 [Ax = K*’n%,yx = cos Kmz; K =0,1,2,...]
145. x €< a,b>,y(a) =y(b) =0 [)\K (ff:;,yK = smM K e N

146. x €< a,b>,y(a) =y (b) =0 {/\K %,yk——sm%,lfe N

7. & €< a,b>,y/(@) = y(b) = 0 [an = EUE g = cos BIHE0T g ¢
Najdéte vlastni cisla a vlastni funkce nasledujicich okrajovych tloh

148, ' 2 + Ay =0; 2 €< 0,1 >, y(0) = y(I) =0 [)\K_1+K2 r|
[yK:e_ smKZ”J,K S N}

149. 2y +ay' + Ay = 0; v e< 1,1 >, y(1) = y(l) =0 {AK: 022 o~ in K

150. 4" + (A + 1)y =0 Ak = K*r?— 1,K € N]
re<0,1> y(0)=¢'(0)=0, y(1)—y'(1)=0 [yx=sin(arcotg(Kn)+ Krz)]

151. y"+2y'+X y = 0; y(1)=0, y je omezend pro z — 0 [AK:#,yI(:%sin @}
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12

Soustavy linearnich diferencialnich rovnic

Teorie

Priklad 152 : Uréime fundamentalni matici a obecné feseni homogenni soustavy

v = 2y1+ v
Yo = 3y1 +4ys.

Matice soustavy je

= (21)

a jeji vlastni ¢isla dostaneme z rovnice

det(Al — A)=det <

A—2 —1

K vlastnim ¢islim uréime vlastni vektory:

R AN () Iy

e T 3 -1\ () _& o T
s aomie (2 (M) 25 e o

Fundamentalni matice ma tedy tvar

a obecné teSeni ma tvar

_ 1 1 - -
y(x) =Y(z) - C =C} (_1)ex+02<3>e5x:Clhle$+02hge5x.

12.1 Soustavy homogennich diferencialnich rovnic

153.

154.

155.

Y1 = Y1 — Y 91 = Cre™ + Che™
Yy = Y2 — 4y [yg = 2Che " — 2026333_
Y1 +y1 — 8y =0 [y1 = 2C1€% — 4Che=37]
o= —y2=0 [y2 = C1e¥" + Coe™"]
Y=+ [yl = 6233(01 cos T + (Cysin :r:
Yy = 3ya — 2y ly2 = e {(C1 + Cy) cosz + (Co — Cy) sinx}]
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156.

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

Y =y1 — 3y

Yo = 31 + 12
y{+y1+5y2:0
Yh—1y1—y2 =0
Y= 2y + 2
?J§:4y2—
yi=3y1—
y§:4y1—
Y=Y+ Y3 — Yo

Yy =Y1 + Y2 — Y3
?J:/a:le—

Y = 3y1 — Y2 + 3
Yo =11+ Y2+ Y3

vy = 4y1 — yo + 4y
yp = 4y2 — 2y3 — 3y
Yy = Y3+ U1

Y = 6y1 — 6y2 + Hys

Y=Y — Y2 — U3
Yo = Y1 + Yo

Y5 = 3y1 + U3
yi=4y1—y2—y3
Yh = Y1 + 2yo —
ys = y1 — y2 + 23
y{:y1—y2+y3
Yo =y1+ Y2 — U3
Y3 = 23 — 1o

Yy =4y — ¥

Yo = 3Y1 + Y2 — U3
Yz = Y1 + Y3

[192
[93 =

[?Jl = (202 -

[yl =

e’ (Cy cos 3x + Cysin 3x)]

[yo = €"(C sin 3x — C5 cos 3z)]

V]
]

Ch) cos 2z — (2C7 + () sin 2]

[yo = C cos 2z + Cf sin 2]
[ 01 + 0233

[ = (C} + Cy + Cyx)e®

[y1 = (C1 + Cax)e”]

[yo = (2C1 — Cy + 2C5x)e”]

[Eh
[92

= (Che' 4+ 02623: + Cse™ ﬂ

[ 016 - 3036 x]
[ = Che” + 026% — 5C3€_x}

= (e’ + 026230 + 036595:
= Che* — 205> + 0365:10_
[?JS = —(Che* — 3026296 + 30365"@_

(1 = Cre” + Cse™]
[y2 = Che” + Coe*

[yg = 26’26217 — Cgeizj

[y1 = e*(2C5 sin 2x 4 2C'5 cos 2)]

[y2 = €*(C1 — Cy cos 2 4+ Cy sin 27)]

lys = e*(—C1 — 3C3 cos 2z + 3C5 sin 2]

[y1 = Cleh 02 + Cg }

2 0162”” + Coe¥’]

[ 016233 + 036 ﬂ

[ (Cl+02$6 + Cse :v}

[y2 = (C1 = 2C5 4 Cox)e”]

lys = (C1 — Cy + Cox)e” + Cye”]

(01 + CQSC + 035[,' I:|

={20, - O + (202 — 2C3)z + 2C52% }e?”]
{C1 — Cy +2C5 4+ (Cy — 2C3)x + 03x2}62ﬂ
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12.2 Soustavy nehomogennich diferencialnich rovnic

Piiklad 167 Reseni nehomogenn{ soustavy diferencidlnich rovnic
Y= 2y1+y2 +e
Ys = 3y1 +4dya.

hledame metodou variace konstant.

e Nejdiive vytesime homogenni soustavu (viz priklad 152). Reseni homogenni
soustavy ma tvar

jla) = Y(@) - C = ¢y <_1>em+02(§)e5x7

kde Y(z) je fundamentédlni matice soustavy a C je vektor konstant.

—

- C(a),
kde (Z(x) je vektor funkef. Po dosazeni do soustavy dostaneme Y'(z)C(z) +
Y(z)C'(x) = AY(2)C(x) + b(x) . Protoze Y' = AY, tak plati

() <_1>ex—|—C§(w)<§) & — (%)

Cre® + Ched® = et 4CH e = e Co= The ™
= =
—Cle" +3Che =0 —4C7 e = —3e" C,=3x

e Partikuldrni feseni dané rovnice hledame ve tvaru y,(z) = Y(x)

Odtud vyplyva

a partikularni feseni soustavy mé tvar

@=2a( 1 )er sy
W =3 ) T\ 3 )¢

e Obecnym fesenim nehomogenni soustavy je funkce

— — - 1 T 1 - 1 - B 1 .
) = = 6 (—1>e +02<3> S (—1)e o (3) o

168. y; = yo + 2" [yl = C1e® + Chye™ 4 xe® — 2% — 2}
yé =y + 2 [yg = Cle“ — CQG_x + (ZU — 1)696 — 2513]
169. y; = y2 — bcosx [yl = (1% + Che™ — 2sinx — cos ZIZ’}
Yy = 2y1 + Yo [yg = 20Ce*" — Che™™ +sinx + 3 cos :U}
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170.

171.

172.

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179.

180.

181.

182.

Yy = 4y + yo — e** [y1 = Cre* + Coe® + (z + 1)e*”]

Yo = Y2 — 2y [y2 = —201€%" — Cye®® — 22>
yi =2y - +1 [y1 = (01 + 202(13)636 — 3]
Yo = 3y2 — 21 [yo = (C1 + Cy + 2C5z)e” — 2]
Yy = by1 — 3yo + 2% [yl = (C1e* 4+ 3ChHe*™ — e — 46396;
Yh =y1 +y2+ e " [y2 = Cre? + Coe™* — 2e7* — 2%
Y = 2y1 — 4y (1 = 4C e + Coe™" — dae”]
Yyh =11 — 3yo + 3e” [y2 = Che® + Coe™ — (z — 1)e”]
Y1 = 2y1 — Yo [yl = C1e% +32% + 27 + C’g;
Yo =y2 — 2y1 + 18z lyo = —C1€* + 62% — 2z + 2C, — 2]
Y1 = Y1 + 2y2 + 16xe” [yl = 2C1€* + Che™ — (122 + 13)63"-

I _ 2x -3z x|
Yy = 2y1 — 2yo [yg = C1e”™" — 205" — (8x 4 6)e”|
Y1 = 2y1 — Y2 g1 = (C1 + Cox — 2%)e”|
Yy =y + 2€” [3/2 ={C1 = Cy + (Co+ 2) — 1’2}6‘%_
Yy =11 — Yo + 8x [y1 = C cos 2z — Cysin 2z + 2x + 2]
Yy = by1 — Yo [yo = (C} + 2C5) cos 2z + (2C, — Cy) sin 22 + 10z]
Y1 = 2y1 — Yo [yl = C1e® + Cye3 + e%(2cosx — sin x)}
Yy = 2ys —y1 — bevsinx [yz = C1e% — Coe® + (3 cosx + sin x)}
Yy =y +tgle —1 [y1 = Cycosx + Cysinx + tg z]
Yy = —y1 +tgx [yo = —Cysinz + Cycosx + 2]
Yy = —4y; — 2yo + ef_l [y1 = C1 + 205" + 2e " In|e” — 1]
yh = 6y1 + 3yo — = [y = —2C1 — 3Che ™ — 3e % 1In |e” — 1]]
Yi =11 — o+ —— [y1=(C1+x) cosz+(Co+z) sinz+ (cosz—sin z) In | cos ]
Yy = 2y1 — Yo [yo=(C1—C3) cos x4 (C1+Cs) sin x+2 cos x In | cos x| +2x sin z]
Y1 =2y1+ 9o —2y3 —x + 2 [y1 = Cre” + Cysinx + C5 cos x]
yy=1—1 [yo = & — C1e” + Cycosx — Cysin x]
vh=y1+y2—ys—x+1 lys = 1 + Cysinx + C3 cos 7

Najdéte partikularni feseni néasledujicich soustav diferencialnich rovnic

183.

Yo = y2 +y3; y2(0) = 0,33(0) = —1 [ys = €2 — €3]

y§, = —21yy + 43 [yg — 20 _ 2635”}
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184.

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

Yo = 3y2 — y3; 42(0) = 1,33(0) =5 [y2 = %]
yy = 10y, — 4ys [y; = He "]
y1 = 3y1 + 8y2; 41(0) = 6,y(0) = -2 [y1 =2(2e" +e77)]
Yy = —3Y2 — Y1 [y = —e* — e "]
yi=e" =y = 5y1; y1(0) = g5, 42(0) = 55 (1 = 55" — 35¢™]
Yy = ¥+ y1 — 3ys [y = 5c€" + 6]
y1 =1y2; y1(0) = 32(0) = 1 [y1 = cosx + sin z]
Ys =~ [y2 = cosx — sin z
y1 = 4y1 — 5y25 41(0) = 0,2(0) = 1 [y = (1 —2z)e™™]
Yo = Y1 [y = we ]
i =y +y+z; 1(0) = —F,4(0) = -2 (1 = —3x — ]
Ys = Y1 — 242 + 22 v = 32 — §]
Yy =y1 +5y2; y1(0) = —=2,42(0) =1 [y1 = (sinz — 2 cos x)e™]
Ys = —3y2 — 41 (Yo = e " cos z]
2yy = 6y1 — o — 6% —x +3; 11(0) = 2,12(0) =3 [y =¥ + € +2° + 1]

Yo = 2ys — 20 — 1 Y2 =2 + 1 + 1]
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13 Posloupnosti a rady funkci

13.1 Posloupnosti funkci

Teorie

n2

n24+x? °

Priklad 192 : Budeme vysettovat konvergenci posloupnosti f,(x) =

Pro bodovou konvergenci plati
. n’ . n’
n—oo N° + @& n—>oon(1_|_m)
Pti hledani mnoziny M, na které posloupnost konverguje stejnomérné nas zajima
2 2 2 2

/ 2 — — L / /
rozdil |— — 1| = |57 | = 20z - Zjistime, kdy plati
2
_ x
lim sup —— =0.
=00z N + T
Pokud je M omezend mnozina, pak 3K Vx € M : |x| < K a plati
x? K? x?
< = lim sup — =0.
n2+x2 = n2 " nooo,en n? 4 a2
- o 2 . 2
Jestlize M = R, pak SEJ\B = 1= nh_)rgo jgﬂ;} = = 1.

Dand posloupnost tedy konverguje stejnomérné na kazdé omezené mnoziné, na
celé redlné ose konverguje bodové.

Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti { f,,(x)}, je-li

193. fu(z) = 2" [ze(—1,1) bodove, xe(—1+¢,1 —¢) stejn.]
194. fu(z) = ng”’ [D(f1) = (—=1,00), z€(—1,+0) stejn.]
195. f(z) = 2™ + 2"t [z€(—1,1) bodové, x€(—1,1 — ¢) stejn.]
196. fu(z) = 2™ — a®" [z€(—1,1) bodové, x€(—1+¢,1) stejn.]
197. fu(x) T [fn — 0proxz€eR, ale fn(%) = %}
198. fu(2) = 955 [z €R stejn.]
199, fulw) = \Jo+ L=z € (0, +o0) stejn.]
200. f,(z) = e"l@=1) [z € (—00,1)bodové, z € (—o0,1 — ¢) stejn.]
201. f,(x) = arctgnx [z € (—00, 00) bodové, z € (—oo0, —¢) U (g, +00) stejn.]
202. f,(r) = xarcotgnx [z € (0, 4+00) bodove i stejn.]
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13.2 Funkéni rady

Teorie

Priklad 203 : Méme najit obor konvergence fady > In"x.

Pouzijeme odmocninové kritérium a zkoumame, pro kterd x € R plati nerovnost
{/|In" 2] = |Inz| < 1, coz je splnéno pro 1 < z < e. Pro ;=1 dostaneme fadu

0.¢]

n=1
konvergence dané fady je tedy interval (%, e).

Najdéte obor konvergence fady > f.(z), je-li

n=1

204. f,(z) = (A=
205. fo(r) = s

206. fu(x) = L5

207. f,

208. f,
209. f,

211. f,

(%)
(x)
(x)
210. fo(x) = (5 —a?)"
(%)
212. fo(x)
(x)

213. f,

oo
Dokazte stejnomérnou konvergenci > f,(x), je-li
n=1

214. fu(x) = =1

215. fo(z) = S

216. fo(2) = 1%
217. folw) = 7525
218. fo(z) = 2

24

(0.¢}
> (—=1)", ktera diverguje; podobné pro xo=e fada Y 1" opét diverguje. Obor

[< 0,00)]

v € R— < —1,1>]
[z € R—{—-1,1}]
[lz| > 1]

[z > 0]

[z > 0]

2 < |z| < V6]

2] > /@]

[z € R —{0}]

[z < 1]

[z € R]
[z > 0]
[z € R]
[z € R]
[z € R]



219.
220.

221.
222.

223.

224.

225.

226.

227.

fu(x) = arcotg xffng
ful@) = <55

fulz) = S0
fu(z) = (arcotg =)
fule) = In(1+ ~25)

sin(Z) sin 2nx
fala) = g
fule) = Z(a 4 a7)

fo(z) = 227

25

n>2,|z| <a,a >0

[|z] <a,a > 0]
[z € R]
[5 <z < 2]

e<x<a,(ea>0e<a)



13.3 Mocniné rady

Teorie
o
Priklad 228 : Najdeme obor konvergence fady Y 5"2".
n=1
(0.9]
Po substituci y = 2 dostaneme mocninnou fadu Y 5"¢", kterd md polomér
n=1
o
_ 1 1 _ 1 8 1y ,
konvergence R = e T 5 Pro y = dostaneme fadu nz_:l( 1)", ktera

diverguje; podobné pro y = l rada > 1 diverguje. Obor konvergence puvodni
n=

—_

fady Z 5%23" je tedy interval (—

n=1

k).
V57 5

Najdéte polomér konvergence fady

220, 32 PHCIT ki

20, 3 Tt V3]
- n n 1

21503 (0 + 2)a” [74

Najdéte polomér konvergence rady > a,z", je-li

n=0
232. a, = 5 1]
233. a, = = [00]
1+42)"
234. a, = L7 V2]
235. ap, =" (0 < a < 1) [o0]
236. an = = + %(a,b> 0) [min(%, 3)]
_ 3V
237. a4, = S5= 1]
238. a, = ﬁ(a, b>0) [min(a, b)]
239. a, = (—1)" {2 [27]
240. a, = EU (nyn [1]
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241.

Najdéte obor konvergence mocninné fady > a,(z —

242.
243.

244.
245.

246.

247.
248.
249.
250.
251.

a(a+1)...(a+n—1)b(b+1)...(b+n—1)

a/n:

_ (2n—1\n
an = (3n+2) , T = —2
_ = _
an = 557, %0 =0
1
n = Fg o = 1

5y (3)n
an - 7’L+1 7x0
_ 1 3n—2 _
a, = T+11n3n+2,:v0— 1
_ on+1-9on—1
a, = /a—1,20=0,a>0,a # 1

3-vn

an = vVn24n+1’ Lo = 1

nle(c+1)...(c+n—1)

7$0:_3

1]

00
wo)", jeli
n=0

Najdéte rozvoj funkce f(z) v mocninou fadu

252.

253.

254.

255.

250.

257.

5 S n

[—2 + > 7(_212n_1x”;:1: €(-2,2)
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258.

259. f(z) = In \/}T [i ire (-1, 1)
260. f(x) = In33t [ln% + 21{(—%)" —(3)"Hrir € (=53 >:
261. f(z) = o= [1 + 2 (2(35)1'3"332717 e (-1, 1):
262. f(x) = V1+a? [1 +Z+ 532 C 2 g e (-1, 1):
263. f(z) = (1—2?)" [i o™ € (=1, 1>:
264. f(z) = S [x + gl (2n;!1)”$n+1,x c (_%’ %)
265. f(x) = (1 + %) arcotg x [:1: + 2 i_ojl %x%ﬂ;x e 11 >_

Najdéte rozvoj funkce f(z) v mocninnou fadu

266. f(z) =In(z + V1 + 2?)

N ]
" (2n—1)1 p2n+1
[ Z 2n o L €< —1, 1>

N _
267. f(x) = arcsin z [g: + % o oy ¥ €< —1,1 >
268. f(z) = arcotg 23 [—% Z 32,;;?1 ;:11, €< —3,-3>

269, f(2) = 5 O+ (1S e <
270. f(z) = 1t [% i::o Doz € (—1, 1):
271. f(x) = % [i cosna; x € (—1 1)_
272. f(z) = 1In 1 + J arcotg x Li) %;x € (-1, 1)
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273. f(x) = rarcotgz — Inv/1 4 22 [Z( )”“% re<—1,1>

274. f(z) = xarcsinz + /1 — 22 {1 +Z 4 Z §Z+§ :: 2::12, e<-1,1>
In(1+=x = n— n.
275. f(x) = 2iro) L;(—n 144+ bz e (-1,1)
276, f(x) = 1 T3 heee (L)
n=0 k=0
277. f(x) = arcotg® x [;(—1)”_1(1 e in_l)%; re<—1,1>
v 2% sin(2E)
278. f(x) =e"sinw { —ahreR
n=1
279. f(z) =€ cosx [ 2 C(;j(%) “wr€R
n=1
arcsin x X 92n+1 )2 on
280, f(r) = (enz? S St jel < 1
Pomoci rozvoje v mocninnou fadu vypoctéte integraly
281. [e tdt {Z n!((;flfl)x%“; r€R
0 ne
r sint s (—1)ra2ntl
7 (2n—1) ”a:4"+1
283. ”Of 1dft4 [x + Z @A) ¥ € (—=1,1)
r t2dt 1’3 a 2n 1)”1‘2""‘3
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14 Fourierovy rady

Teorie

1 pro 0<z<nm

Priklad 285:  Stanovime Fourierovu fadu funkce f(z) = { 0 pro —7<z<0

podle zédkladniho trigonometrického systému, tj. ve tvaru

+00
% + Z(ak cos kx + by sin kx).

2
k=1
Vypocteme koeficienty ay, , by :
1 1 1
apg=— [ 1dé=1, ap = coské dé = — [smk:.f]o, k=1,2,...,
T T
0 0

™

by :%/sinkf d¢ :—%[cos k€T = —%[(—1)’f —1], k=1,2,....
0

Vysledek piseme ve tvaru:

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(z) na intervalu (—m, ), je-li

(=
286. f(z) = |x| Vysledku vyuzijte k secteni fady > (QnT [ 4 Z cos 22:;11 3 gz
n=0

287. f(x) = n* — 22 Vysledku vyuzijte k sec¢teni fady Z L Dl

n2’
n=1

0
1 n+1 2 2
[ +4Z cosnT; s, 5

n=1

288. f(z) = signx Vysledku vyuzijte k secteni rady Z 2n+1 [% > %;%

n=1 i
289. f(x) =sinazr a¢Z {—wgm > (—1yninsinng
n=1 i

290. f(x) =cosar a ¢ Z lmﬂﬂ{% + Do (1R
n=1 i
291. f(x) =€ a#0 {— sinh am{5- + Z a2+n2 ~(acosnx — nsinnz)}
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. o0 .
292. f(2) = Torenare lal <1 S ¢" sinnx; zavedte e = z]
n=1

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x), je-li

293. f(z) = 5%, v € (0,2m) [21 sinng
294. f(x) =z,z € (a,a + 2l) [a +1+2 Zl (sin 7 cos M7 — cos 74 sin 27E)
295. f(x) = 2%,z € (0,2m) [% e DI L e
n=1 n=1 .

azx : = n ah cos( L) —n sin(27E |

296. f(x) = e, x € (—h,h) [2 sinh ah{- +nZ:l(—1) (<ahh)2)+( m: )}
297. f(r) =zcosw,x € (—7%, %) [?6 Z n+12 sin 2nx
T e — - COS NI n sin nx ]

208. f(z)=¢€"— 1,2 € (0,2m) [ ”1{%+n§—:1(””2 — =1
Najdéte Fourierovu fadu funkci f,,(z) = sin" x a g,(x) = cos" x pro n = 2, 3,4, 5.
299. fo(z) =3 — 1 cos2x [92(z) = 1 + 3 cos 2z]
300. f3(z) = 3sinz — §sin3z [93(z) = 3 cosx + 1 cos 3z]
301. fy(z) =3 — 4 cos 2z + g cosda [ga(z) = 3 + 4 cos 2z + ¢ cos 4z]
302. fs(z) = —2sinz+ 3 sin 3z — 1z sin bz [g5(2) = 2 cosx + 3 cos 3z + 15 cos 5]

Najdéte Fourierovu fadu funkce f(x), je-li

s 2n—|—1

303. f(z) =% — %,z € (0,7) (kosinové fada) {z S cosntl)a ]

304. f(z) = 2% x € (0,7) (sinovd fada) [% i(—l)”“{%2 + Z[(=1)" — 1]} sin nx]

n
n=1

305. f(z) =sinaz,a € Z,x € (0,7) (kosinova fada) [4?@ > %pm a sude]

[%{ﬁ + Z nginﬁ}pro a hche]
n—=
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306. f(x) =cosazx,a € Z,x € (0,m) (sinova fada) [—% % pro a sude]
n=0

m
n=

9
[ 8 nstnx pro a hche]

307. f(z) = (5 — ),z € (0,%) podle soustavy

{cos(2n — 1)z}, n e N { 2 Z 2n et + }COS(Qn — 1):6]

{sin(2n — )z},ne N [Z {(27;1)2 + (2n71)3} sin(2n — 1)x]
n=1

Integraci Fourierova rozvoje funkce f(z) = z najdéte rozvoj funkef 22, 23, 24, 2°

pro z € (—m, )

308. f(z) == {2 i(—l)”“sm%-
309. f(z) = 22 [ +4 Z (=" -
310. f(z) = 23 [2 il( )"m sin nx-
311. f(x) = 2* {%4 + 8 i(— yno=mn ;LT n’ cosnx-
312. f(z) =2° [2 il(—l)”*1 120_20”;?2”4”4 sin nx_
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15 Limity, derivace a diferencial funkci vice realnych proménnych

Teorie

Priklad 313 : Je déna funkce f predpisem f(x,y) = %, f(0,0) =0
a body M = [3,4], Q = [2,1].

a) Rozhodnéte o spojitosti funkce f.

b) Stanovte diferencial funkce f v bodé M.

¢) Stanovte derivaci funkce f v bodé M ve sméru vektoru o' = (1, —1)7,

d) Stanovte smér a velikost nejvétsitho spadu funkce f v bodé Q.
Regen:

a) Funkce f je spojitd na R? \ [0,0] (polynomy jsou spojité funkce na R?).
Musime rozhodnout pouze o spojitosti v bodé [0, 0], tzn. ovéfujeme zda plati
lim 3 =0.
[wyl[0,0 ©
Ptrechodem k polarnim souradnicim x = r cos ¢, y = rsin ¢ dostaneme

2ty lim

m 2.,2 —
X +y r—0
[,y]—(0,0] p€(0,27)

tedy neexistuje a dana funkce neni spojita.

r(cos p+sin @)
e

. Posledni limita zavisi na volbé thlu ¢,

c 1, . , Of _ 2*+yP—(z+y)2z _ —aP4y%-2
b) I;’ro pa;rctal(m ()iQerlvacS Eunkce f plati 2 = (x25y2)2 - W)
[ _ 4y —(a4y)2y a2ty -2 = _ : / _ 17 [ _ =31
a—y = (22 1y2)2 = x(inyg)gx V bodé M = [3, 4] Je %(M) = 625 8_y = %5
a diferencidl funkce f v bode M je df (M, h) = of dz + 5t dy.

c¢) Derivaci funkce f v bodé M ve sméru vektoru 7 = (1,—1)T vypocitdme

, ) - 17 —
pomoci vatabu (M) = grad (M) -5 = (H,58) - (1,-1)7 = &

d) Smér nejvétsiho spadu funkce f v bodé @ je dan vektorem —grad f(Q) =

(;—57, 5—51) , jeho velikost je [|7]| = 55v/50.

Priklad 314 : Spocitejte derivaci funkce f = w3;§y2 , £(0,0) =0 v bodeé [0,0] ve
sméru vektoru v = (1,1)7.

t3 2
7 definice dostaneme 8—‘f,(() 0)= lim SOOI =F00) _ 5 a0 2.
34t0
Parcidln{ derivace 2£(0,0) = lim Z20HEOZT00) _ j3y, Y neexistuje.
ox t—0 t t—0 t

Rozhodnéte o spojitosti fce f v bodeé [0, 0]:
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315.

316.

317.

318.

319.
320.
321.
322.

323.

324.

2

fle,y) = =7 =, £(0,0) =0 [neni spojita]

flz,y) = %inyQ7 f£(0,0) =0 [neni spojita)
flz,y) =22 7(0,0)=0 je spojita]
F,y) = (1+sin(z — )™= £(0,0) =1 e spojitd
Rozhodnéte, zda fce f v bodé [0,0] a ve sméru (1, 1) roste nebo klesd
flz,y) = (2* + y?)sinz, [fce roste]
flx,y) = —tgye”, [fce klesd]
flx,y) = :”2;/@’2 , [fce je konstantni]
flz,y)=—In|ly+x+ 1| coszx, [fce klesd]
Najdéte diferencial funkce f v bodech [0,0] a [1, 1]
f(a:,y):\/%,f(0,0):O df = 0dx +0dy, df = - dx+2fdy}
flz,y) = (y+2)tg %, f(0,0) =0 [df = 7dx + 0dy, neexistuje]

34



16 Reseni funkcionalnich rovnic, teéna rovina

Teorie

Priklad 325 : Je déna funkce F' predpisem F'(x,y) = 2%y + 2z — 3y a body
A=[3,—-1], B=1[1,1].

a) Pomoci véty o implicitni funkci zjistéte, jestli existuje jediné, spojité reseni
y rovnice F'(x,y) = 0 na okoli bodu A, B. Pfipadné urcete derivaci 3/
v prislusném bodé.

b) Stanovte vektor normély a teé¢nou rovinu ke grafu funkce F' v bodé grafu

C=1[217.
c) Stanovte tecnu k hladiné funkce F' prochazejici bodem D = [1,0].
a) Ovérime predpoklady véty o implicitni funkei:

1. Funkce F(z,y) = 2%y® + 2z — 3y je spojitd na R?, proto i spojitd na okoli

bodu A, B.
2. Rovnosti F(A) =0, F(B) = 0 jsou splnény .
3. Parcialni derivace F, = %z’y) = 32%y%? — 3 je spojitd na R? a plati

Fy(A)=24#0, F,(B)=0.

Na okoli bodu A tedy existuje jediné, spojité feseni y rovnice F(x,y) = 0;
. v v s o _ 2myP42 . —4_ 1

derivace feseni je 3'(3) = —% @ = —333%—2_3 Gy TG

O feseni rovnice F'(z,y) = 0 na okoli bodu B nemuzeme na zakladé véty

o implicitni funkci nic fici.

b) Vektor normaly 7 ke grafu funkce F (:z:, y) = 2?y> + 22 — 3y v bodé grafu
C=1[2LF21]=[215] je n=(F(21),F(21),-1) = (6,9,-1)
a tetnd rovina je dédna rovnici z — 5 =6(r—2)+9(y—1).

c) Te¢na k hladiné funkce F' prochazejici bodem D =[1,0] je ddna rovnici
0=F,(D)x—-1)+F,(D)y—0)=0=2x—-1)—-3y.

Pomoci véty o implicitni funkci zjistéte, jestli existuje jediné, spojité reseni
y rovnice F'(x,y) = 0 na okoli bodu A, B, C'. Pfipadné urcete derivaci 3/
v prislusném bodé.
326. F(z,y) =322 +y* —ay — 20— 3y, A=10,3], B=1, ] C =[-3,0].
[A:y/(0)=2,B: N , C Nee:z:}
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327.

328.

329.

330.

F(z,y) =2 +4y> =20+ 16y +13, A=[-1,-2], B=[1,-1], C =[1,0].
[A: Neex, B:y'(0) =0, C: Neex.]

Urcete parcidlni derivace prvniho fadu funkce z = z(z,y) implicitné defino-
vané rovnicf z° — 3xyz — 8 = 0 v bodé A = [0, 3]. [A S %, 2y =0, }

Ke grafu funkce f najdéte tecnou rovinu, kterd je rovnobézna s rovinou p.
fle,y) =2 +y*—2, 0:3x+2y—2=0.
Bz —=2)+2(y—1)—(2—3) =0

K nulové hladiné funkce f najdéte te¢nou rovinu, ktera je rovnobézna s ro-
vinou Q.

flz,y,2) =2*+2y> +32° =21, p: 2+ 4y +62=0.
(z—1)4+4y—2)+6(z—2)=0, (x+1)+4(y+2)+6(z+2)=0]
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17 Extrémy funkci vice proménnych

Teorie
17.1 Optimalizaéni dlohy bez vazeb
Priklad 351 : Najdeme extrémy funkce f(z,y) = 2> —ay +y*> — 22 +y.
Stacionarni bod vypocteme ze soustavy
B 20 —y—2=0 B
gradf(x())y()) — (07 0) = —r+ 2y +1=0 = [xOJ yO] — [17 0] :
Hessova matice funkce f ma tvar H(x,y) = ( _21 _21 ) . Potom
Stac. bod H Hlavni minory H | vlastni ¢isla H | Typ bodu
2 —1 My =2>0 AM=1>0 ..
[1,0] (_1 2) My =50 N =350 bod minima
Priklad 332 : Najdeme extrémy funkce f(z,y) = x* + 6zy + 2y*. Sta-
cionarni bod vypocteme ze soustavy
B 20 +6y =0 B
gradf(a:o, yO) - (07 0) = 61 - 4y =0 = [:UO) yO] - [07 0] :

2 6

6 4 > . Potom

Hessova matice funkce f ma tvar H(x,y) = <

Stac. bod H Hlavni minory H vlastni ¢isla H Typ bodu
(2 6) My =2>0 M=3+V37>0

[0, 0] sedlovy bod

6 4 My=—-28<0 | \=3—-37<0

Najdéte lokalni extrémy funkce f

333. f(z,y) = 2t + y* — 2% — 2zy — 3 [[1,1],[-1,—1] min, [0, 0] sedlo]

334. f(z,y) =2+ 2y+y*—4lnz —10lny [[1, 2] min]

335. f(z,y) =a*+y* + 22+ 20+ 4y — 62 [[—1, —2, 3] min]

336. f(x,y) =2y + 2(a —x — 2y — 32) [[%, 16+ 16 sedlo}

337. f(z,y) = zyln(2? + 1?) [0, £1], [+1,0] sedla, | (126), (126)] :
1 1 1 1

] max]

_ _ T 11
S ol R by s Syt Rl by oty v
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17.2 Optimalizaéni dlohy s vazbami
Teorie

Priklad 338 : Stanovte extrém funkce f(z,y) = 2% + zy* + 522 + 3* na
piipustné mnoziné V uréené podminkou h(x,y) =z +y = 0.
Véazané extrémy budeme nejdiive hledat pomoci Lagrangeovy funkce

L(z,y,\) = 2° + 2y* + 52> + y* + Az + y).

Najdeme jeji stacionarni body

OL — 302 4+ 2 + 10z + A =0

ox

oL xle,ylzo,)\le
G =22y +2y+A=0 =

oL $2:—2,y2:2,>\2:4

Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je
d*L = d*f + Ad*h = (6x + 10) d2* + 4y dxdy + (22 + 2) dy?
a po dosazeni vazebni podminky
dh =dx+dy =0
dostaneme
d*L = (8x — 4y + 12) da*.
V bodé [0,0,0] je d>L = 12dz* > 0, tedy bod [0,0] je bodem minima funkce f

vzhledem k mnozine V,
v bodé [—2,2,4] je d*L = —12dx? < 0, tedy bod [—2, 2] je bodem maxima funkce
f vzhledem k mnoziné V.

Tento priklad lze také fesit prechodem k jedné proménné.
Z vazby  + y = 0 plyne y = —x a po dosazeni do puvodni funkce dostaneme
f(z,y) = f(z) = 2° + 2° + 52” + 2 = 22° + 627 .

Pro tuto funkci je f'(z) = 62® + 12z a stacionarni body jsou z; = 0, 75 = —2.
Druhd derivace ma tvar f"(z) = 12z + 12 a f”(0) = 12 > 0 = v bodé [0, 0] je
minimum funkce f vzhledem k mnoziné V', podobné f”(—2) = —12 < 0 = v bodeé
[—2,2] je maximum funkce f vzhledem k mnoziné V.

Nyni budeme hledat extrém stejné funkce f(z,y) = 2% + zy® + 522 + y* na
piipustné mnoziné V urcené podminkou g(z,y) = x + y < 0. Kromé extrému na
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hranici mnoziny 9V (8‘7 = V), ted hleddme i extrémy uvnitt mnoziny V (zde
g(z,y) < 0). Tedy grad f = 0, neboli

ﬁ3x2+y2—|—10x0} N $1:0,y1:0, $4:—1,y4:—ﬁ,

8f—2:):y+2y—0 :ng—%,yg:(), x5:—1,y5:ﬁ.

Pouze body [0, 0], [—%0, 0], [~1, —/7] pati{ do mnoziny V a pro druhy diferencial
funkce f v téchto bodech plati

d>£([0,0]; ) = (62 + 10) da® + 4y dady + (22 + 2) dy?|j0. = 12dy* > 0,

E(—R,00;h) = —Hda? <0, Ef([~1,—VT|;h) = 4da® — 4T dady .

Bod [0, 0] je bodem minima funkce f vzhledem k R?, tedy i vzhledem k mnoZiné v,
podobné bod [—4,0] je bodem maxima funkce f vzhledem k mnoziné V.

V bodé [~1, —/7] ve sméru (dz,dy) = (1,0) je d’°f = 4 > 0 a funkce f ma v
tomto sméru minimum, ale ve sméru (dz,dy) = (1,1) je d>f =4 —4/7 <0 a f
mé v tomto sméru maximum. Bod [—1, —v/7] je tedy sedlovym bodem funkce f.
Zbyvé rozhodnout bod [-2,2] € dV, pro ktery je A =4 > 0 = grad f(—2,2) =
—4grad g(—2,2), (gradient funkce f sméfuje do mnoziny 17) a funkce f muze
nabyvat pouze minima vzhledem k XA/, ale vzhledem k hranici 9V nabyva maxima.
Proto v bodé [—2, 2] nen{ extrém funkce f vzhledem k mnoziné V.

Priklad 339 : Stanovte extrém funkce f(z,y,2) = zy + yz na pripustné
mnoziné V uréené podminkami h(z,y, 2) =y+2—2=0, hao(x,y, 2) =2>+3*>—2=0,
x>0,y>0,22>0.

Véazané extrémy budeme hledat pomoci Lagrangeovy funkce

L(z,y,\) = zy + yz + My + 2 — 2) + da(2® + 4> = 2).

Najdeme jeji stacionarni body

U=y +20r=0 = =32 t4+z2+2(30)y—y=0

g_j=:v+z+2k2y+&=0 } = tz—y —yr=0

g—g:y‘F)\l:O = A=Y I

gTL:z+y—2:0:>z:2—y 4+ 2-yr—y*—yr=0
=
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Odtud 2(1—y*)+2-2y)z=0= (1—y)(1+y+2z) =0 aprotoze z > 0,
y >0,z >0, tak jediny stacionarni bod je B =1[1,1,1] a A\ = =1, \y = —%.

Druhy diferencial Lagrangeovy funkce je

L = 2o dz® + 2 dxdy + 2Xs dy* + 2 dydz

a po dosazeni vazebnich podminek v bodé B = [1,1,1]

dhy =dz+dy=0=dz=—dy, dhs=2xdr+2ydy=0=dr=—dy

dostaneme pro Ay = —1, Ay = _%

d*L=(—4—-2-4—-2)dy* <0 pro dr=dz=—dy#0.

Tedy bod [1,1, 1] je bodem maxima funkce f vzhledem k mnoziné V.

Najdéte lokalni extrémy funkce f vzhledem k mnoziné V'

340.

341.

342.

343.

344.

345.
346.

flz,y) =222 +ay, V:3x+2y—2=0,

flz,y) =22 +2y, V:-3z—-2y+2<0,
[nemé extrém vzhledem k V]

flz,y) = 2% + 122y + 2%, V :4a? +9* =25,

[13.4], <3, —4] max, [2,-3],[~2,3] min]
flz,y) =2? + 122y + 2y*, V :da? +y* <25,

13,4, <3, —4] max, [2,-3],[~2,3] min]
flx,y) =o—2y+ 2z, Vioz?+y?+22=1,

[[%7 _§7 %] max, [_%; %, _é] mm}
Najdéte min. a max. hodnoty funkce f vzhledem k mnoziné V'
flx,y)=2z4+y+z, Via®+y?<z2<1, “1min, 142 max
2

fla,y) =2+ 22 +322, Via?+42+22<100, [0 min, 300 max]

40



18 Vicenasobné integraly
Teorie

18.1 Dvojné integraly
Priklad 347 Méme mnozinu M = {[z,y] € R? : ay > 1,4y > x,y < 3}.

Vypoctéte
o2
I = / / o dxdy .
M

Prisecik funkciy = 7,y = %je bod [2, 1], tedy 1 <y < 3aprox plati 4y > x > zl/
Tudiz
3 dy 3 3
2 274y 2 473
y y Yy, .3 Yy Y 1225
I = dodedy = | =L dy = [__ }d:—— L i
//:ﬁxy /[x}y 1Y y[S 4}1 64
348.  [[ ye"dxdy [1et + Ze]
y?<w<y+2
22<y<+/16—12
350.  [[ |zy|dxdy B3
1<x?2<y?<4
351. [[ x+@1/+1 drdy, kde M je trojihelnik s vrcholy [1,2],[5, 2], [4, 4]
M
[ZIn9+81n16]

352. [[|z| dxdy, kde M je ddna nerovnostmi z* <y, 4a? +y* < 12
: [36v/3 — 14]
353. [[[2x +y—1]dzrdy, kde M je ddna nerovnostmi 2z >y >z, x <1
M
5]
354. [[ mdxdy,
M

kde M je ddna nerovnostmi 2?2 +y><1,z2>0, y >0 [z]

WolframAlpha
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http://www.wolframalpha.com/input/?i=int+sqrt%281-x^2-y^2%29+dy+dx%2C+x%3D0..1%2C+y%3D0..sqrt%281-x^2%29

18.2 Trojné integraly

Priklad 355 Méme mnozinu M = {[x,y] € R? : 2?+y? < 1, 2% +9°+2% < 4}.
Vypoctéte objem télesa M, tj. integral

= /A{/1 drdyds .

Ptrechodem k cylindrickym souradnicim x = rcos ¢,y = rsin p, z = z dostaneme
r?<1,22<4—1r% ¢e(0,21) a dedy = rdrdy, tedy

or 1 V42 2 1
[Z///ldzda:dy:// / rdzdrdg0://2 4—1r2r drdp =
M 0 0 _5 2 0 0
9 2m .
u=4-—r 2 8 s -
[du:—Qrdr] // —Vu dudp = /[3 Ld90 37(8 V27).
0
356. [[[1dzdydz,
1%
kde V je ddna nerovnostmi 2% +y? —22<1,0<2<1 [ 4]

357. fff e > drdydz,

(1+22)2

kde V' je ddna nerovnostmi /22 + 32 <2<2,0<z, 0<y [ s+ L ln5}
358. ff 2y do dy dz
1%

kde V' je dana nerovnostmi 0 <z <1, 0 <y <z,0<z<uzxy [3%}
359. fff Zﬂ’ dx dy dz ,

kde V je ddna nerovnostmi z +y<3, 0<y, 0<z,0<2<4 [91n 2]
360. fff 4+z > drdydz,

kde V je ddna nerovnostmi 2% + y* < 4z < 16 [0]

361. [[[ v?yz dx dydz,
1%

kde V je ddna nerovnostmi 42> +y?+22 < 1,2 >0, y >0, 2 <0 [_LL}
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