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Predmluva

Tento material se snazi byt v jistém smyslu ucelenym textem o zdkladech teorie informace
a kédovani, psanym sice ,z pozic” teoretické informatiky, ale pro studenty inZenyrskych, zejména
informatickych obort. Text mimo jiné pokryva dva z péti tématickych okruh(l, kterym se vénuje
predmét KIV/TI ve druhém rocniku bakaldfského studia studijniho programu Inzenyrska informatika.

Stejné jako v predmluvé k prvnimu dilu musim konstatovat, Ze text neni zdznamem predna-
sek, rozsahem i podrobnostmi znacné presahuje objem, ktery obvykle byva k danému tématu od-
prednasen (a ktery také byva zkousen).

Pfi tvorbé tohoto textu jsem se snazil zejména o nasledujici:

e v teoretickych partiich neustoupit z matematické presnosti, ale prezentované pojmy
a postupy doplnit podrobnym slovnim vysvétlenim (tam, kde jsem to povazoval za vhod-
né, jsem nékdy pfistoupil i k méné presnym, nicméné ndzornéjsim formulacim; takové
formulace jsou obvykle uvedeny v uvozovkach),

e snaiil jsem se ukdzat principy a postupy, s jejichZz pomoci lze kédovani a dekédovani rea-
lizovat.

U zkousky bude vyzadovana znalost v rozsahu prednasek, tj. v rozsahu zverejnénych pred-
naskovych slajdd, tedy ne v rozsahu tohoto rozsifujiciho textu. Jeho prostudovani ovsem muizZe stu-
dent ziskat SirSi nadhled nad prednasenou problematikou, a to i v kontextu redlnych aplikaci a reali-
zaci. Kromé toho by mély ,vysvétlujici” ¢asti textu napomoci k pochopeni téch teoretickych partii,
které mohou byt pro posluchace pfi dnesni Urovni obecnych matematickych znalosti a intenzité na-
vstév kontaktnich vyukovych akci obtiznéjsi.

Vaclav Vais
listopad 2018
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1. Uvod do teorie informace

1.1. Historicky exkurs

Teorie informace je obor, ktery se z kvantitativniho (tj. nikoli z technologického) hlediska
zabyva mérenim, kéddovanim, prfenosem, ukladanim a naslednym zpracovanim informaci.
Prvni publikace na téma informace se zacinaji objevovat od 20. let dvacatého stoleti. Zpocat-
ku byla ovsem informace vnimdna pouze jako psychofyziologicky jev.

Takovy nahled na informaci odmitl Léon Brillouin (1889 — 1969), ktery definoval informaci
jako objektivni obsah komunikace mezi souvisejicimi hmotnymi objekty, projevujici se zmé-
nou stavu téchto objekt(. Podle Brillouina uz informace neni psychologicky viem ¢i pocit, ale
je to (objektivni) forma komunikace mezi objekty, které spolu maji urcitou podobnost (pfi-
nejmensim v tom smyslu, Ze jsou spolu schopny komunikovat) a dochazi u nich k objektivnim
méritelnym zméndm, jez Ize vyhodnocovat.

BrillouinGv pfistup dale posunul Norbert Wiener (1894 — 1964) ktery v knize Kybernetika
a spole¢nost popsal informaci jako ndzev pro obsah toho, co si vyménujeme s vnéjSim své-
tem, kdyZ se mu pfizplsobujeme a plsobime na néj svym prizplsobovanim.

Podle Toma Stoniera (1927 - 1999) informace existuje ve fyzikalni podobé jako soucast vniti-
ni struktury objekt(. Projevem této informace je podle Stoniera organizovanost objektu.
Tento pfristup teorii informaci v jistém smyslu priblizuje termodynamice. Ta pracuje
s pojmem entropie, kterou chdpe jako veli¢inu uddvajici ,,miru neusporadanosti“ (miru neur-
Citosti) systému. Pozdéji uvidime, Ze entropie je klicovou veli¢inou také v teorii informace
a ma v ni podobny vyznam.

Za zakladatele matematické teorie informace je pokladan Claude Elwood Shannon (1916 —
2002). Jeho prvotni motivaci bylo zjisténi limitl soudobych komunikacénich kandll (telefon,
telegraf, televize) s cilem hledani cest k jejich optimalnimu vyuZiti. Proto za¢al matematicky
popisovat vztahy mezi dobou prenosu, Sitkou frekvenéniho pasma, Sumem a mnoiZstvim
prenesené informace.

Z obecného hlediska ovsem Shannon pojal informaci jako veli¢inu nezavislou na jejim hmot-
ném nosici a oddélil ji od sémantického obsahu. Nasledné pak resil, jak informaci optimalné
kddovat, uchovavat a prendset. Zpravu (sdéleni) budeme v Shannonové pojeti chapat jako
posloupnost znakd, které odesilatel voli z ur¢itého pfedem daného souboru znak(. Predpo-
kladem je, zZe jednotlivym znakim souboru jsou pfifazeny vyznamy, které jsou znamy odesi-
lateli i pfijemci. Informace je tedy vymezena ve vztahu k jiné, pfesné definované veli¢iné
(napf. stavu, zvuku, obrazu, teploté, .....) jako mira schopnosti o této veli¢iné vypovidat, tedy
snizZit nejistotu (neurcitost), kterou o hodnoté této veli¢iny ma pfijemce informace. Zjedno-
dusené receno — informace je poznatek, ktery zmensuje nebo odstraniuje nejistotu tykajici se
vyskytu urcitého jevu ze znamé mnoZiny moznych jev(.
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Aby bylo mozné informace prenaset sdélovacim kanalem nebo ukladat na néjaké pamétové
médium, musi byt informace néjakym zplsobem zakddovana, tedy pfizplisobena moznos-
tem tohoto sdélovaciho kandlu ¢i média. Kédovani kromé toho mize mit i fadu dalSich funk-
ci. Mlze slouzit ke kompresi dat, mGze dokonce umoZiiovat opravy prenosovych chyb. Za
specificky typ kddovani lze povazovat i Sifrovani dat.

1.2. Entropie ainformace

Motivacni priklad:

Mdame tfi osudi (jinymi slovy — tfi nahodné veli¢iny). V kazdém z nich je 10 listk( — nékteré
z nich jsou oznaceny symbolem , A“, ostatni symbolem ,,B“ (jinymi slovy — u nahodné veli¢iny
mUzZe nastat jedna ze dvou realizaci — ,A“ nebo , B“).

Vosudilje 5 listkds pismenem ,A“ a 5 listkl s pismenem ,B“
Vosudi2je 9listkG s pismenem ,A“ a 1listek s pismenem ,B“
V osudi 3 je 10 listkd s pismenem ,,A“ a 0 listkl s pismenem ,B“

Z kazdého osudi vytdhneme jeden listek. Pokusme se intuitivnhé porovndvat ,, miru prekvape-
ni“ z vysledku kazdého z tahu. Je zfejmé, Ze v pripadé osudi 1 budeme z vysledku ,A“ i ,B“
,prekvapeni stejné”. V pripadé osudi 2 nas vysledek ,A” pftilis nepfekvapi (viceméné jsme ho
ocekavali), o to vice budeme prekvapeni z vysledku ,,B“ (vidyt tento vysledek mél $anci jen
10%). Z vysledku tahu z osudi 3 nebudeme prekvapeni vibec (nic jiného nez ,A“ nebylo
mozné vytahnout).

Je zfejmé, Ze ,mira prekvapeni” z konkrétniho vysledku losovani souvisi s pravdépodobnosti,
s jakou tento vysledek mlze nastat — ¢im mensi pravdépodobnost, tim vétsi prekvapeni
a naopak. Kvantifikovat velikost prekvapeni v pfipadé nemozného vysledku nema smysl (le-
daze bychom je prohlasili za ,nekonecné velké”). Tuto zatim intuitivné chapanou ,miru pre-
kvapeni z konkrétniho vysledku“ zavedeme jako seridzni veli¢inu - elementdrni entropii pis-
mena x; (elementdrni neurcitost pismena x;), o které si pozdéji ukazeme, Ze souvisi
s kvantifikaci informace.

Elementarni entropie pismene H(x;) bude zfejmé funkci pravdépodobnosti tohoto pismene,
tedy

H(x) = f(p(x)

a bude funkci klesajici (¢im vétsi pravdépodobnost, tim mensi neurcitost), tedy
p1 <p2=f(p1) > f(p2) .

Uvédomme si, Ze v pripadé nezavislych jevd musi byt neurcitost aditivni, musi tedy platit

f1°p2) = f(p1) + f(p2),

protoze pravdépodobnost toho, Ze dva nezavislé jevy nastanou soucéasné, je rovna soucinu
jejich pravdépodobnosti.
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VySe uvedenym podminkam vyhovuje funkce f(x) = —log(x) pfi libovolném zakladu
vétsim nez 1.

Elementdrni entropii H (x;) pismena x; definujeme jako

H(x;) = —log, p(x;)

Jednotkou entropie je 1 bit.

Pozndamka 1: Je tfeba rozliSovat 1 bit jako jednotku entropie (,teoreticky bit“) a bit jako ele-
mentarni pamétovy prvek v paméti pocitace (,technicky bit“). Pozdéji uvidime, Ze 1 (,teore-
ticky“) bit bude i jednotku informace. Néktefi autofi misto jednotky 1 bit pouzivaji jednotku
1 Shannon. Jeji vyznam je stejny, 1 bit = 1 Shannon, ale novy ndzev se zatim pfilis neujima.

Poznamka 2: Néktefi autofi definovali entropii pomoci logaritmu s jinym zdkladem, a tedy
zavedli i jiné jednotky entropie, nicméné ani tyto pokusy se neujaly. Zminit mizeme 1 nat -
jednotku informace, pokud byl v definici pouzit pfirozeny logaritmus Inx a 1 Hartley (byl-li
pouzit dekadicky logaritmus log;, x).

Pozndmka 3 (pro ty, ktefi na kalkulacce nemaji funkci logaritmu s obecnym zdakladem):
K vypoctu lze pouzit vztah dfivéjsSim generacim zndmy ze stfedni Skoly:

log, x =

Elementdrni entropie se vztahuje kjednomu konkrétnimu pismenu, pravdépodobnosti
ostatnich pismen jeji velikost neovliviiuji. Vratme se nyni k vySe uvedenému motiva¢nimu
pfikladu a zkusme intuitivné porovnat, ,jak zajimavé” mize byt dlouhodobé sledovani loso-
vani zosudi 1, 2 a 3.

Je zjevné, Ze losovani z osudi 3 je naprosto nezajimavé, protoze nemuze byt vylosovano nic
jiného nez listek s pismenem , A“. Naopak losovani z osudi 1 je nejzajimavéjsi ze vsech, pro-
toze zadnému vysledku nemlzeme davat vétsi Sanci, oba maji stejnou pravdépodobnost 0,5.
Losovani z osudi 2 bude méné zajimavé, protoze ocekavanym vysledkem bude vytazZeni listku
se symbolem ,A“. Listek ,,B“ sice mlzZe byt také vytaZen, ale pravdépodobnost tohoto jevu je
jen 0,1, tedy dost mala. Tuto zatim jen intuitivné chapanou ,miru zajimavosti ze sledovani
losovani z konkrétniho osudi” bude reprezentovat veli¢ina H(X) - stfedni entropie (stfedni
neurcitost), ktera bude stfedni hodnotou elementdarnich entropii vSech pismen. Formalné:

Stredni entropii H (X) diskrétni ndhodné veli¢iny X definujeme jako
T
HX) = — Zp(xi) logz p(x;)
i=1
kde r predstavuje pocet realizaci nahodné veli¢iny X .

Jednotkou stfedni entropie je 1 bit.
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Poznamka: V pfipadé, Ze mda nékteré z pismen nulovou pravdépodobnost, nema vyraz
log, p(x;) uvnitf sumy smysl. Vtom pfipadé ¢len p(x;) - log, p(x;) nahradime jeho limi-
tou k nule zprava, tento ¢len souctu tedy bude nulovy ( ,ndhrada” 0.log, 0 = 0 je oviem
korektni pouze pro ucely nasi definice):

p(x;) =0 = p(x;)-log, p(x;) = xllr&(x log,x) =0

Navrat k motivacnimu prikladu:

Osudil: p(x;) =05 p(xy)=0,5
H(X) = —(0,5.log, 0,5 + 0,5.log,0,5) = — log, 0,5 = —(—1) = 1 [bit]

Osudi2: p(x;) =09, p(xy) =0,1
H(X) = —(0,9.10g, 0,9 + 0,1.log, 0,1) = —[0,9.(—0,152) + 0,1.(—3,322)] =
= —(—0,137 — 0,332) = 0,469 [bit]

Osudi3: p(x;) =1, p(xy) =0
H(X) = —(1log, 1+ 0.log, 0) = —(0+ 0) = 0 [bit]

(Konec motivacniho prikladu).

Velikost stfedni entropie je omezena, tj. stfedni entropie nem{ze nabyvat libovolnych hod-
not. Plati nerovnost

0 <HX) < log,r [bit]
kde r predstavuje pocet realizaci ndhodné veli€iny, tj. pocet pismen v abecedé zdroje.
Meznich hodnot dosahuje stfedni entropie ve specidlnich pripadech:

H(X) = 0 pravé tehdy, kdyZ mGze nastat pouze jedna realizace (mUze byt vygenerovano
pouze jedno pismeno). Pak pravé pro toto pismeno plati p(x;) =1, pravdépodobnosti
vSech ostatnich pismen je nulovd. Pro vSechna pismena s nulovou pravdépodobnosti
tip(x;) “log, p(x;) = xlirax -log, x = 0, pro realizaci s pravdépodobnosti p(x;) = 1 pak je

log, 1 = 0, takZe vSechny ¢leny v sumé z defini¢niho vztahu pro H(X) jsou nulové.

H(X) = log, r pravé tehdy, kdyZ maji vSechna pismena stejnou pravdépodobnost
T

1 11 1
y== V'=1,...,.PkHX=—Z—l Z= Clog,m= 1
p(xz) - l r a X) rngr ngr 08, T

i=1

Vsechny uvahy v této kapitole pracovaly s pojmem entropie (neurcitost). Informaci budeme
vnimat jako veli¢inu, kterd zmensuje (v idedlnim pfipadé odstraniuje) neurcitost. Presnéji:
velikost informace, kterou nam pfinesl ndhodny jev, jenz nastal (napf. konkrétni vysledek
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néjakého experimentu, pismeno vygenerované zdrojem informace, .....), je roven rozdilu ne-
urcitosti ve sledované veli¢iné pred tim, neZ jev nastal a po tom, co jev nastal.

U osudi z motivaéniho prikladu (i u jinych zdroja informace) ma smysl hledat odpovédi na
dvé otazky:

a) (po vylosovani pismene) Kolik informace ptineslo pismeno, které bylo vytazeno?
b) (pred vylosovanim pismene) Kolik informace muizZe pfinést pismeno, které bude vy-
tazeno?

V situaci ad a) zndme pismeno x;, které bylo taZeno, neurditost uz je tedy nulova (nenulova
neurcitost je aZz u pismena, které bude tazeno pfisté). Neurcitost v pismenu x; pfed jeho vy-
losovanim byla rovna jeho elementarni neurditosti H(x;) . Velikost informace, kterou nam
pismeno x; ptineslo, tj. I(x;) = H(x;) — 0 = H(x;) nazveme elementarniinformaci.

Elementdrni informaci I (x;) pismena x; definujeme jako

I(x;) = H(x;) = —log, p(x;)

Jednotkou elementarni informace je 1 bit.

V situaci ad b) nevime, jaké pismeno bude vygenerovano. Nebudeme-li z néjakého divodu
predjimat, jaké pismeno by mélo byt tazeno, mlizZeme velikost ,o¢ekdvané” informace vyjad-
fit pouze jako stfedni hodnotu elementarnich informaci pres vSsechna pismena abecedy. Ne-
urcitost v tazeném pismenu je tedy rovna stfedni entropii H(X).

Stredni informaci I (X) pfipadajici na jedno pismeno definujeme jako

100 = HOX) = = ) p(x) log, p(x)
i=1

Jednotkou stfedni informace je 1 bit.

V tomto pripadé odpovéd na otazku ,Kolik informace muze prinést pismeno, které bude
vytazeno?“ bude znit ,Ve stfedni hodnoté jedno pismeno pfinese informaci o velikosti I (X)“.

Vsituaci ad b) nékdy muze byt pouZit i jiny pfistup, kdy otazku trochu pozménime: ,Kolik
informace mlzZe maximalné pfinést pismeno, které bude vylosovano?“ Maximalni informaci
pfinese pismeno s nejmensi pravdépodobnosti vyskytu, tedy s nejvyssi elementarni entropii.
Budeme tedy predjimat, Ze bude tazeno pravé takové pismeno, a pro toto pismeno vypoci-
tame elementarni informaci 1(x;). Odpovéd v tomto pfipadé bude znit ,Jedno pismeno mu-
Ze pfinést maximalné informaci o velikosti I(x;)“, kde x; je pismeno s nejmensim pravdépo-
dobnosti vyskytu.

Odpovéd na otazku b) maze byt klicova pfi rozhodovani, napriklad pfi volbé vhodného expe-
rimentu, kterym se snazime potvrdit ¢i vyloucit néjakou hypotézu nebo dospét k jedinému
spravnému reseni z mnoziny moznych feseni néjaké ulohy. Kdy v takovych pripadech mame
pfi predikci pracovat se stfedni informaci I(X), kdy s maximalni elementarni informaci I (x;)?
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e stfedni informaci I(X) pouzijeme k predikci tehdy, je-li nase strategie takova, Ze se ,ve
stfedni hodnoté“ snazime , minimalizovat naklady” nebo ,ve stfedni hodnoté maxi-
malizovat zisk”

e elementarni informaci I(x;) nejméné pravdépodobného pismena pouzijeme k predikci,
pokud je nasi strategii maximalni riziko; tuto strategii lze popsat tak, zZe ,,volime cestu,
kterd mlze vést k maximalnimu moznému zisku“ (a pfitom ndm nevadi, zZe pravdépo-
dobnost, Ze takového zisku dosahneme, je minimalni)

Motivacni priklad — strategie vybéru experimentu:

Zadani: Mame dvanact okem nerozlisitelnych stejnych minci. Jedna z nich je fale$nd, od pra-
vych se lisi pouze hmotnosti. Neni ale znamo, zda je leh¢i nebo téZsi nez pravé mince.

K dispozici mame rovnoramenné vahy (dokazi rozlisit tfi stavy : ﬂ- , , J—j_ ).

Ukoly:

e Kolik vazeni potrebujeme k tomu, abychom zjistili odpovédi na dvé otdzky
o Kterda mince je falesna?
o Je faleSna mince leh¢i, nebo tézsi nez pravé mince?

e Dokazeme to s takovym poctem vazeni vidycky?

Reseni:

Nejprve vyhodnotime neurcitost H(X), ktera je v Gloze. Pokud si mince ocislujeme od 1 do
12, muze byt feSenim napfriklad tvrzeni "falesna je mince €. 5 a je leh¢i nez prava". Moznych
odpovédi ziejmé existuje 24, tj. dvanact minci krat dvé moznosti (lehci, tézsi). Neni dlivod
predjimat, ze néktera z odpovédi je pravdépodobnéjsi nez ostatni, proto rozloZeni pravdé-
podobnosti moznych odpovédi povaZujeme za rovhomérné a neurcitost v Uloze tedy je
H(X) = log, 24 = 4,585 bitl (hleddme jednu z 24 moznosti).

Informaci nam muze poskytovat pouze vdzeni na rovnoramennych vahach. Jaké mnozstvi
informace ndm muzZe poskytnout jedno vazeni? Mohou nastat tfi rlizné vysledky vazeni: rov-
novaha, vychyleni vah vpravo, vychyleni vah vlevo. Pokud postavime vazeni tak, Ze pravdé-
podobnost vSech tfi moznych vysledk( bude stejna, dava ndm toto vazeni (ve stfedni hodno-
té) maximalni informaci, tj I1(V) = log, 3 = 1,585 bitl. Je zfejmé, Ze smysl maji pouze ta-
kova vazeni, kde je na obou miskach vah stejny pocet minci. Pokud by tomu tak nebylo a na
levé misce bylo vice minci nez na pravé, jsou pravdépodobnosti tfi moznych vysledkd (1, O,
0), coz dava stiedni entropii H(X) = 0 a znamena to, Ze vazeni poskytne nulovou informaci.

Predpokladejme, Ze se kazdé méreni povede navrhnout tak, aby pfi jakémkoli vysledku po-
skytlo informaci I(V) = log, 3 . Pro hledany pocet vazeni n pak musi platit

. log, 24 _ 4,585 _
n-I1(V) =2 H(X), tedy n > Togs3 1585~ 2,893
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Pocet potrebnych vazeni by tedy mohl byt 3, ale (POZOR!) pouze za predpokladu, Ze se ndm
podafi jednotliva vaZzeni navrhnout tak, aby v souctu poskytla poZzadovanou informaci o veli-
kosti log, 24 = 4,585 bit(. Je vidét, Ze poZadavek na to, aby ve vech vdZenich mély viech-
ny tfi mozné vysledky stejnou pravdépodobnost 1/3, je v nasem pfipadé zbytecné prisny. Tri
idedlné postavend vazeni by poskytla celkovou informaci o velikosti 3 - log, 3 = 4,755 bitu,
neurcitost v Uloze je log, 24 = 4,585 bitd, existuje tedy ,rezerva na nerovhomérnost” o ve-
likosti rozdilu 3 - log, 3 — log, 24 = 4,755 — 4,585 = 0,17 bitu, nicméné je zfejmé, Ze na
to, aby stadila tfi vazeni, se musi rozlozeni pravdépodobnosti navrhovanych vazeni co nejvice
blizit rozloZeni rovhomérnému a v tuto chvili stale jesSté nemlzeme predjimat, zda se vSech-
na vazeni povede postavit takovym zplsobem. Jedinym zplsobem, jak rozhodnout, zda
ohadnuty pocet 3 vazeni staci k nalezeni reseni pti libovolné , konstelaci” je detailni analyza
procesu, ktery bude navrhovat jednotliva vazeni.

Stanoveni prvniho vaieni:

Jak postavit prvni vazeni? Prozkoumejme systematicky vSechny moznosti, které maji na
obou miskach vah stejny pocet minci. Nastane-li na vahach rovnovdha, znamena to, Ze se
faleSnd mince nezucastnila vazZeni, pravdépodobnost rovnovahy je tedy Umérna poctu minci,
které zGistanou mimo vazeni. Pravdépodobnosti vychylky vah na jednu ¢i druhou stranu jsou
stejné (v tuto chvili jesté nemame dlvod cokoli predpokladat o umisténi ani o vaze falesné
mince).

VSechny moZnosti pfipadajici do ivahy pro vybér prvniho vazeni popisuje tabulka:

Pocet minci P-sti moznych vysledkii
1 2 3

vlevo  vpravo ﬂ_ 1 _h e

0/12 12/12 0/12 0,000
1/12 10/12 1/12 0,817
2/12 8/12 2/12 1,252
3/12 6/12 3/12 1,500
4/12 4/12 4/12 1,585
5/12 2112 5/12 1,483
6/12 0/12 6/12 1,000

oOlOoI|~|WIN|[FL|O
oOlOI|~|WIN|FL|O

Chceme-li dokazat, Ze tfi vazeni stadi v kaidém pripadé, budeme vybirat vidy vazeni
s maximalni stfedni entropiii, v naSem pripadé tedy 4 mince na kazdé misce vah.

,Stav rfeseni Ulohy” budeme znazornovat obrazky, které ukazuji, kolik minci je , podezrelych”
z jaké ,,odlisnosti“. Sipka nahoru ukazuje, Zze mince muze (ale nemusi) byt lehdi, Sipka dol(, zZe
muze (ale nemusi) byt tézsi. Po celou dobu dale popisovaného postupu musi byt o kazdé

minci zifejmé, do které ze ¢tyr kategorii ( ) na zakladé dosud ziskané informa-

ce patfi. Pokud bychom mince rGznych kategorii béhem reseni ulohy pomichali, pfipravili
bychom se tak o informaci ziskanou dosud provedenymi vazenimi.
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Podivejme se na neurcitost v Uloze pifed provedenim prvniho vazeni a po prvnim vazeni, tedy
s informaci, kterou nam pfinesla znalost jeho vysledku.

Neurcitost pred prvnim vazenim:
ANNANAAAAAAA

H(X) = log, 24 (tj. H(X) pred experimentem)
A2 222222222

Neurcitost po prvnim vazeni po vysledku 2 .ﬂ_:

‘ NANANA
H(X) =log, 8 = 3 (tj. H(X) po experimentu)

A2

L P MIMO

Vyjadireme neurcitost v Uloze po znalosti vysledku 2 prvniho vazeni jako neurcitost pred ex-
perimentem zmensenou o velikost elementarni informace, kterou prinesl konkrétni vysle-
dek experimentu:

H(X)po = H(X)pred — I(v,) = log, 24 — (—log, 14—2) = log, 24 +log, 4 — log, 12 =
= log, = = log, 8 = 3 [bit].

Neurcitost po prvnim vazeni po vysledku 1 _ﬂ' nebo 3 lj_:

A A A A
‘ H(X) =log, 8 = 3 (tj. H(X) po experimentu)

\l/\l/\l/\v‘

L(P) P(L) MIMO

Vzhledem k tomu, Ze pravdépodobnosti p(v;),p(v,), p(vs) vsech vysledkl prvniho vazeni
byly stejné (% = %), bude stejny i vysledek vypoctu neurcitosti v Uloze po znalosti vysledku,
tj. 3 [bit] (viz vyse).

Stanoveni druhého vazeni po vysledku 2 .ﬂ.:

Mame k dispozici 4 mince ,, podezfelé na obé strany” a 8 minci, u kterych je jistota, Ze jsou
pravé. Prozkoumejme systematicky vSechny moznosti umisténi ,podezielych” minci na mis-
ky vah s tim, Ze na misky budeme muset doplfovat i pravé mince, aby na obou stranach byl
stejny pocet minci. Pravdépodobnost rovnovahy bude umérna poctu , podezielych” minci,

10
Vaclav Vais: Teoreticka informatika 2. ¢ast — Teorie informace a kddovani



které jsou mimo vazeni, pravdépodobnosti vychylky vah na jednu ¢i druhou stranu jsou opét
stejné. VSechny moZnosti pfipadajici v ivahu pro vybér druhého vazeni popisuje tabulka:

Pocet minci P-sti moZnych vysledku

N vlevo N vpravo a/-L b B H(X)
y Y LTHLi-1

4 0 0 4 1/2 0/4 1/2 1,000
3 0 1 2 1/2 0/4 1/2 1,000
2 0 2 0 1/2 0/4 1/2 1,000
3 0 0 3 3/8 1/4 3/8 1,561
2 0 1 1 3/8 1/4 3/8 1,561
2 0 0 2 1/4 1/4 1/4 1,500
1 0 1 0 1/4 1/2 1/4 1,500
1 0 0 1 1/8 3/4 1/8 1,061

Je zfejmé, Ze v tomto pfipadé neni mozné postavit vazeni s rovnomeérnym rozlozenim prav-
dépodobnosti vysledkl. Ze dvou moznosti s maximalni stfedni entropii mizeme vybrat libo-
volnou z nich, my jsme pro dalsi postup zvolili tu oznacenou.

Neurcitost pfed druhym vazenim po vysledku 2:

AAAA
A AR

H(X) = log, 8 (tj. H(X) pted experimentem)

Neurcitost po druhém vazeni (po vysledku b _,___I_ ):

A
‘ | H(X) =log, 2 =1 (tj. H(X) po experimentu)

\Z
L P MIMO

Neurcitost v Uloze po znalosti vysledku b druhého véazeni:

H(X)po = H(X)pred — I(v,) = log, 8 — (—log, i) =log, 8 +log, 1 — log, 4 =
= log,; = log, 2 =1 [bit].

Ulohu v tomto pfipadé dofedime tietim vazenim, v némZ proti posledni podezielé minci
poloZzime na druhou misku minci pravou. Podle toho, zda je miska s podezfelou minci tézsi ¢i
lehéi, rozhodneme o vdaze podezielé mince. RozloZeni pravdépodobnosti pfi tomto
poslednim vazeni je pak (1/2, 0, 1/2).
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Neurcitost v Uloze po znalosti vysledku tretiho vazeni (pro oba mozné vysledky) v tomto pfi-
padé:

1
H(X)po = H(X)pied — I(v;) = log, 2 — (—log, E) =log,2 — log,2=0

Po tretim vaZeni je neurcitost v Uloze nulova, uloha je vyreSena.

Neurcitost po druhém vazeni (po vysledku c lj_ ):

N AN /I\‘ |
H(X) = log, 3 (tj. H(X) po experimentu)

L P MIMO

H(X)po = H(X)pred —I(v.) = log, 8 — (—log, Z) = log, 8 +log, 3 — log, 8 =
= log, 3 [bit]

Neurcitost po druhém vazeni po vysledku a _ﬂ' bude stejna, vypocet bude analogicky.

Ulohu i v téchto pFipadech dofedime tietim vazenim. U viech t¥i zbyvajicich , podezfelych
minci“ vime, zda mohou byt leh¢i nebo tézsi. Na vahy proti sobé postavime dvé ze tfi , pode-
zfelych” minci. Pokud se vahy vychyli, prohlasime za faleSnou tu minci, kterd vyhovuje pred-
pokladu o vaze. Pokud se vahy nevychyli, je faleSnou minci ta, co byla mimo vazeni, jeji va-
hovou odchylku zname. RozloZeni pravdépodobnosti pfi poslednim vazeni je tedy (1/3, 1/3,

1/3).

Neurcitost v Uloze po znalosti vysledku tfetiho vazeni (pro vSechny tfi mozné vysledky):
1

H(X)po = H(X)pred — I(v;) = log, 3 — (—log, §) =log,3—1log,3=0

Po tretim vazeni je neurcitost v Uloze nulova, vime vse, co bylo poZzadovano, uloha je vyrese-
na.

Stanoveni druhého vazeni po vysledku 1 _ﬂ' nebo 3 lj_:

Mame k dispozici 4 mince ,podezielé” z toho, Ze jsou tézsi, 4 mince ,podezielé” z toho, Ze
jsou lehéi a 4 mince, u kterych je jistota, Ze jsou pravé. Opét budeme zkoumat vSechny moz-
nosti umisténi ,,podezielych” minci na misky vah s tim, Zze na misky budeme muset doplriovat
i pravé mince tak, aby na obou stranach byl stejny pocet minci. Pravdépodobnost rovnovahy
bude umérna poctu ,, podezielych” minci, které jsou mimo vazeni, pravdépodobnosti vychyl-
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ky vah na jednu ¢i druhou stranu budou Umérné poctu minci, které jsou podezrelé z toho, Ze
tento stav mohly navodit. Pravdépodobnosti vychyleni na jednu ¢i druhou stranu uZ tedy
nemusi byt stejné. Moznosti, které pfipadaji v iUvahu, je mnoho, popiseme proto obecny
princip, ktery umozni vytvofit vSiechny mozna vazeni a nalezenim toho z nich, které ma ma-
ximalni stfedni entropii pak dojde k nalezeni optimalniho vazeni. Vysledek bude vystupem
programatorkého reseni.

Abychom mohli popsat vSechna vazeni, kterd pripadaji v Uvahu, zavedeme tuto konvenci:
pismenem L budeme oznacovat pocty minci na levé misce vah, pismenem P pocty minci na
pravé misce. Typ mince z hlediska jiz ziskané informace pak budeme vyjadfovat indexem — T
(podezreld z toho, ze je tézsi), L (podezielad z toho, Ze je lehdi, nebo N (prava mince). Na
obé strany vah miZeme umistovat vSechny typy minci, samoziejmé musime dodrzZet to, Ze
na obou miskach je stejny celkovy pocet minci a Ze mince nepomichdme. Kazdé z moznych
vazeni bude reprezentovat Sestice (L, Ly, Ly, Pr, P, Py), ktera spliiuje nasledujici podminky:

LT+LL+LN=PT+PL+PN' LT+PTS4‘, LL+PLS4‘, LN+PNS4‘
Pocet rlznych sestav vazeni, které vyhovuji uvedenym podminkam, je vétsi nez 100.

Nyni pro obecné vézeni (L, Ly, Ly, Pr, P, Py) vyjadfime pravdépodobnosti moznych vysled-
ka:

Vysledek _ﬂ' muzZe zplsobit tézsi mince na levé misce nebo lehci mince na pravé misce.
Pravdépodobnost tohoto vysledku je tedy Umérna souctu Ly + P; .

Vysledek J‘j_ muZe zpUsobit leh¢i mince na levé misce nebo tézsi mince na pravé misce.
Pravdépodobnost tohoto vysledku je tedy Umérna souctu L; + Py .

Vysledek mUze zpusobit leh¢i mince nebo tézsi mince mimo vazeni. Pravdépodobnost
tohoto vysledku je tedy tmérna rozdilu 8 — (Lt + L, + Pr + P;) .

ProtoZe soucet vSech tfi pravdépodobnosti musi byt roven 1, znormujeme tfi vySe uvedené
vyrazy jejich celkovym souctem, tedy 8, a dostaneme pravdépodobnosti vysledku:

_ Lt+Pj, . _ 8—(LT+LL+PT+PL) . _ Ly +Pr
pL="% i POLE 8 PP T

Vystupem zminéného programu je 24 rdznych Sestic (L, L;, Ly, Pr, Py, Py), které reprezen-
tuji vazeni s maximalni stfedni entropii o velikosti 1,561 bit(i. Pravdépodobnostni rozlozeni
vysledkl téchto vazeni obsahuje hodnoty 1/4, 3/8, 3/8 (v rlizném poradi). Pro dalsi postup
vybereme vazeni (0,1,3,1,3,0), znazornéné v nasledujici tabulce, nicméné mohli bychom vy-

brat libovolnou ze zminénych 24 moznosti.
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Pocet minci P-sti moZnych vysledki
vlevo vpravo d e f
L+ L, Ly Pt PL PN H(X)
A i _fl_fl Il
V% V%
0 1 3 1 3 0 3/8 3/8 1/4 1,561

Neurcitost pred druhym vazenim:

AAA A

SR H(X) = log, 8 (tj. H(X) pfed experimentem)

Neurcitost po druhém vazeni (po vysledku e _,___I_):

H(X) =log, 3 (tj. H(X) po experimentu)

\ AR

L P MIMO

Neurcitost v Uloze po znalosti vysledku druhého vazeni:

H(X)po = H(X)pred — I(v,) = log, 8 — (—log, g) = log, 8 + log, 3 — log, 8 =
= log, 3 [bit]

Ulohu v tomto pfipadé dofesime tietim vaZzenim, v némi proti sobé poloZzime po jedné z po-
dezrelych minci. Vime, Ze faleSna mince je tézsi. Pokud nastane rovnovaha, je faleSna mince
mimo vazeni (a vime, Ze je tézsi). Pokud se vahy vychyli, je faleSna mince ta, ktera je na nizsi
misce. RozloZeni pravdépodobnosti pfi tomto poslednim vazeni je (1/3, 1/3, 1/3).

Neurcitost v Uloze po znalosti vysledku tfetiho vazeni (pro vSechny mozné vysledky):

1
H(X)po = H(X)pted — I(v;) = log, 3 — (—log, §) =log,3 —log,3=0

Po tretim vazZeni je neurcitost v Uloze nulova, uloha je vyreSena.

Neurcitost po druhém vazeni (po vysledku d _ﬂ' ):

NAA
H(X) = log, 3 (tj. H(X) po experimentu)
L P MIMO
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H(X)po = H(X)pied — I(vy) = log, 8 — (— logZZ) = log, 8 +log, 3 — log, 8 =
= log, 3 [bit].

Ulohu i v tomto pFipadu doFesime tfetim vaZzenim. O vech tFi zbyvajicich ,podezfelych min-
ci” vime, Ze mohou byt jen lehci. Na vahy proti sobé postavime dvé ze tfi ,podezielych” min-
ci. Pokud se vahy vychyli, prohlasime za faleSnou tu minci, ktera je na horejsi misce, pokud se
vahy nevychyli, je faleSnou minci ta, co byla mimo vazeni a je leh¢i. RozloZzeni pravdépodob-
nosti pfi poslednim vazeni je tedy (1/3, 1/3, 1/3).

Neurcitost v Uloze po znalosti vysledku tretiho vazeni (pro vSechny tfi mozné vysledky):

1
H(X)po = H(X)pied — I(v;) = log, 3 — (—log,

3 =log,3— log,3=0

Po tretim vazeni je neurcitost v Uloze nulova, uloha je vyreSena.

Neurcitost po druhém vazeni (po vysledku f ij_ ):

A
‘\l/ ‘ H(X) =log, 2 (tj. H(X) po experimentu)
L P MIMO

H(X)po = H(X)pred — I(vf) = log,8 — (— logzi) =log, 8 — log, 4 = logzg =
=log, 2 =1 [bit].

Ulohu i v tomto pFipadu dofesime tietim vaZzenim. Na vahy proti sobé postavime jednu , po-
deztelou” minci, tfeba tu, kterd muze byt lehci, a proti ni postavime pravou minci. Pokud se
vahy vychyli, prohlasime za falesSnou tu minci, ktera je na hofejsi misce, pokud se vahy nevy-
chyli, je faleSnou minci ta posledni podezreld, co byla mimo vazeni a je tézsi. RozloZeni prav-
dépodobnosti pfi poslednim vazeni je tedy (0,1/2, 1/2).

Neurcitost v Uloze po znalosti vysledku tfetiho vazeni (pro oba mozné vysledky):
1
H(X)po = H(X)pred — I(v;) = log, 2 — (— logzz) =log,2—log,2=0

| vtomto pripadé je po tfetim vazeni neurcitost v Uloze nulova, vime vSe, co bylo poZadova-
no, uloha je vyresena.

Vyse uvedenym postupem jsme dokazali, Ze k nalezeni faleSné mince a urceni jeji odchylky
stadi tfi vaZeni a staci ve vSech pripadech. To vSe samoziejmé za predpokladu, Ze béhem tfi
vazeni maximalné vyuzivame jiz ziskanou informaci, tj, skupiny ,,stejné podezrelych” minci

udrzime béhem celého procesu oddélené a nepomichame je.
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Predstavme si ted, Ze bychom méli ukol zadany jinak: Najdéte odpovédi na obé otazky
s mensim poctem nez tfi vazeni ....... napfiklad s dodatkem , pokud se vam to podafi, ziska-
te doZivotni (a doZivotné valorizovanou) rentu” nebo (jak je béZné v orientalnich pohadkach)
»pokud se vdm to nepodafi, prijdete o hlavu”.

Je zfejmé, Ze vySe uvedeny postup, ktery garantoval, Zze jsme k odpovédim dosli v kazdém
pfipadé po trech vazienich, je vtomto pripadé nepouzitelny. Je vibec mozné dobrat se

k odpovédim na méné nez tfi vazeni?

Vratme se k tabulce, na jejimz zédkladé jsme urcili sestavu prvniho vazeni:

Pocet minci P-sti moznych vysledku
1 2 3

vlevo  vpravo _ﬂ_ 1 J_E e

0/12 12/12 0/12 0,000
1/12 10/12 1/12 0,817
2/12 8/12 2/12 1,252
3/12 6/12 3/12 1,500
4/12 4/12 4/12 1,585
5/12 2/12 5/12 1,483
6/12 0/12 6/12 1,000

OO~ lWIN|IFL|O
OO~ fWIN|F|O

Nyni oznaceny radek tabulky se vyznacuje tim, Ze obsahuje nejmensi nenulovou pravdépo-
dobnost (1/12) z celé tabulky. Pokud bychom postavili takové vazeni a jeho vysledkem by
byla nerovnovaha, prineslo by ndm toto vazeni informaci vétsi, nez vazeni s rovhomérnym
rozloZzenim pravdépodobnosti.

Neurcitost poté, co pfi vazeni ,jedna proti jedné” nastala nerovnovaha ( ﬂ. nebo lj_ ):

\l/| /I\‘ H(X) =log, 2 (tj. H(X) po experimentu)

L(PYP(L) MIMO

I(vy) =1(v3) = —10g21—12 = log,12 = 3,585 =
H(X)po = H(X)pted — I(v,) = log, 24 — (—log, %) = log, 24 — log, 12 =
=log, = = log, 2 =1 [bit].

Ulohu v tomto pfipadé dofesime druhym vazenim. Na véhy proti sobé postavime jednu ,po-
dezrelou” minci, tfeba tu, kterd muize byt lehci, a proti ni postavime pravou minci. Pokud se
vahy vychyli, prohlasime za faleSnou tu minci, kterd je na horejsi misce, pokud se vahy nevy-
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chyli, je faleSnou minci druha podezreld, co byla mimo vazeni, a je tézsi. RozloZeni pravdépo-
dobnosti pfi poslednim vazeni je tedy (0, 1/2, 1/2).

1
H(X)po = H(X)pied — I(v;) = log, 2 — (— logzz) =log,2 — log,2=0

| vtomto pfipadé je uloha vyreSena a to dokonce po dvou vazZenich.

Tento postup odpovida strategii maximadlniho rizika, kterd v tomto pfipadé muze prinést vy-
sledek jiz po dvou vazenich, ale pravdépodobnost toho, Ze se to podafi, je omezena vysled-
kem prvniho vazeni.

S pravdépodobnosti 10/12 vysledek prvniho vaZeni nebude takovy, ,jaky potfebujeme*:

AANANNANANNANANA . ,
‘ | H(X) = log, 20 (tj. H(X) po experimentu)

A A2 22 AR AR
L(PIP(L) MIMO

I(vy) = —logzg = log, 12 — log, 10 = 0,263 =

H(X)po = H(X)ptred — I(v,) = log, 24 — (—log, g) = log, 24 — log, 12 +

+ log, 10 = log, > =1log; 20 = 4,322 [bit].
Jedind moznost, ktera v tomto pfipadé jesté dava nadéji na vyfeseni ulohy druhym vazenim
je takova, Ze na jednu misku ddme jednu z deseti ,,podezielych” minci a na druhou jednu ze
dvou minci pravych. Nastane—li nerovnovana, mame vyhrano — faleSna mince je na konkrétni

misce vah a jeji vdhova odchylka je zfejma. Pravdépodobnost, Ze nenastane rovnovaha, je
ale pouze 1/10 (kaZdé z obou vychyleni ma p-st 1/20). Pak

H(X)po = H(X)pted — I(v;) = log, 20 —log, 20 = 0 [bit].
S pravdépodobnosti 9/10 ovSsem nastane rovnovaha, takze uz o 3 mincich budeme védét, ze
jsou pravé, zbylych 9, které se jesté nezucastnily Zadného vazeni, bude ,,oboustranné pode-
zfelych”. Neurcitost v uloze tedy bude log, 18 [bit].

9 10 .
I(v;) = —10825 = logz? = 0,152 [bit] =

H(X)po = H(X)pted — I(v;) = log, 20 — (—log, 1%) = log, 20 + log, 9 —
— log, 10 = log, == =log, 18 = 4,170 [bit].

V tomto pfipadé jsme tedy dvéma ,nevydafrenymi” vazenimi pocateéni neurcitost v Uloze
v hodnoté 4,585 [bit] snizili o ,pouhych” 0,415 [bit].
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Zavér k modifikovanému zadani ,najdéte odpovédi na obé otdzky s mensim poctem nez tfi
vazeni“ : Dokazali jsme, Ze pfi volbé takové strategie, ktera bude volit experiment, jehoz
néktery vysledek nabizi nejmensi nenulovou pravdépodobnost, mohou nastat situace, které
umozni nalezeni odpovédi po dvou vazenich. To, Ze se povede otazky zodpovédét po dvou
10 1

—=0,25.

v y e s y . 2
vazenich, ovSsem neni jisté, pravdépodobnost toho je pouze o + 5 1o

(Konec prikladu strategie vybéru experimentu)

1.3. Matematicky model sdélovaci soustavy

Informace mlzZe byt vyjaddifena rlznou formou (text, obraz, fecovy signal, hodnoty néjaké
fyzikalni veli¢iny, Fidici povel pro néjaké zafizeni, ....). Cilem m{iZe byt tuto informaci , prenést
v prostoru” (pak mluvime o prenosu dat) nebo ,pfenést v ¢ase” (pak mluvime o zaznamu dat
na pamétové médium). Informace proto musi byt vhodnym zptisobem zakédovana a repre-
zentovana néjakou fyzikalni veli¢inou, ktera umozni dalkovy pfenos nebo zapis do paméto-
vého média. MUzZe to byt napf. elektricky nebo svételny signal nebo elektromagnetické viné-
ni (pro prenos dat) nebo elektricky naboj, zmagnetizovana doména ¢i prohluben nebo ploska
na odrazné ploSe optického disku (pro uchovavani dat). Fyzikalni podstata zdroje zprav i sdé-
lovaciho kandlu pro nas ale v tuto chvili nebude podstatna.

Nasledujici obecné schéma sdélovaci soustavy predstavuje abstraktni model, ktery vyhovuje

jak prenosu dat, tak i procesu zapisu na pamétové médium a nasledného ¢teni uloZené in-
formace.

[ & ]

&(t)
U(t) V(t) v Vi(t) U'(t)
pA| » K |——>» kanA/mEDiuM |——»| D » Pl
Vyznamy jednotlivych blokd ve schématu:
Z ... model zdroje informace
K ... kodér
kanal/médium ....... model sdélovaciho nebo zdznamového prostiedi
D ... dekodér
PI ... prijemce informace
R ... model ruseni (nezadouci vnéjsi plisobeni na sdélovaci kanal/zaznamové prostredi)
u(t), V(t), V(t), U‘(t), &(t) ....... matematické modely pribéh( pfislusnych signalli (obecné

jsou to ndhodné procesy)
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Pouze v pfipadé nulového ruseni &(t) plati V‘(t) = V(t). Pokud je ruseni nenulové, rovnost
neplati. Cilem pfenosu je samoziejmé to, aby platilo U‘(t) = U(t). Soucasti kodéru a dekodéru
proto byvaji vhodné mechanizmy pro eliminaci (nebo alesport minimalizaci) dlsledkd ruseni.

Poznamka: Ndhodny proces (stochasticky proces) je matematicky pojem, jehoz presna defini-
ce presahuje ramec tohoto materidlu. K pochopeni vyse uvedeného modelu nam postaci
predstava, Ze nahodny proces je zobecnénim pojmu ndhodna veli¢ina, znamého napt.
z predmétu KMA/PSA nebo (ve specidlnim pripadé) z kapitoly 1.3.1 tohoto textu. Realizaci
nahodné veliiny je Cislo (obecnéji prvek z néjaké mnoZiny moznych realizaci), realizaci na-
hodného procesu je (spojitd nebo diskrétni) funkce jedné proménné (¢asu). Nahodny proces
je tedy funkci ,,ndhody“ a ,,Casu”. ,Zastavime-li“ ndhodny proces v ¢ase (tj. zvolime-li pevnou
hodnotu nezdvislé proménné ,c¢as”), ziskdme tim ndhodnou veli¢inu. Nahodné procesy se
obecné popisuji nastroji pravdépodobnosti a statistiky, jako jsou napft. distribuéni nebo auto-
kovarianéni funkce. Cas mGZe byt chapan spojité (v tom piipadé je realizaci ndhodného pro-
cesu spojitd funkce) nebo diskrétné (realizaci je pak posloupnost), stejné tak mohou byt dis-
krétni nebo spojité stavy ndhodného procesu.

Zdroj informace mUze byt diskrétni nebo spojity. Diskrétni zdroj generuje informaci v dis-
krétnich ¢asovych okamzicich, zprdva je pak reprezentovana fetézcem prvkd nad danou
mnozinou. U spojitého zdroje je zprava reprezentovana spojitou funkci ¢asu.

Také sdélovaci kandl muze byt diskrétni nebo spojity. Diskrétni sdélovaci kanal prenasi pouze
znaky z néjaké konec¢né mnoziny, zatimco spojity sdélovaci kanal je schopen prenaset spojity
signal s charakteristikou v urcitém omezeném rozsahu (v ptipadé, Ze modelujeme metalicky
spoj, je takovym omezenim napfriklad frekvenéni charakteristika kanalu). Pamétova média
jsme dnes zvykli vnimat jako diskrétni (pamét RAM, pevny disk, DVD, .....), ale nesmime za-
pominat na analogové zdznamy na magnetickych paskach (nejen zvuk a obraz, ale i zaznamy
z méficich magnetofonu).

Funkci kodéru je transformovat zpravy generované zdrojem tak, aby byly prfenositelné sdélo-
vacim kanalem. To mlzZe predstavovat operace rizného typu podle charakteru zdroje zprav
a prenosového kanalu. Mohou nastat tyto situace:

e diskrétni zdroj informace, diskrétni sdélovaci kanal - mnozina znak{ zdroje a mnozZina
znaku, které prenasi kanal, jsou obecné rlizné a nemusi mit stejny pocet prvka. Kodér
v tomto pripadé fesi kddovani znakl abecedy zdroje do fetézcl znakl abecedy kana-
lu. Timto typem kédovani se budeme zabyvat v kapitolach o kédech.

e spojity zdroj informace, spojity kanal — frekvencni spektrum signalu generovaného
zdrojem nemusi odpovidat frekvenénimu pdsmu prenasenému kanalem. Kodér
v tomto pripadé fesi prelozeni frekvenéniho pasma — provadi spojitou analogovou
modulaci (principielné maze byt amplitudova, frekvencéni nebo fazova podle toho, ja-
ky parametr nosného harmonického signalu se signdlem zdroje moduluje).

e diskrétni zdroj informace, spojity sdélovaci kanal - kodér v tomto pripadé fesi modu-
laci ,hranatého” signalu, reprezentujiciho posloupnost znakd generovanou zdrojem
do frenkvencni oblasti kanalu. Redlnym pfikladem takového kodéru (i dekodéru) byl
modem pro pripojeni pocitace na analogovou telefonni pripojku.

19
Vaclav Vais: Teoreticka informatika 2. ¢ast — Teorie informace a kddovani



e spojity zdroj informace — diskrétni sdélovaci kanal — kodér v tomto pfipadé resi vzor-
kovani (v ¢ase) a kvantizaci (v Urovnich) spojitého signalu (redlnym prikladem takové-
ho kodéru je pulzné kédova modulace PCM). Nyquistlv (Shannontv, Kotélnikoviyv)
vzorkovaci teorém fika, Ze dokonald rekonstrukce spojitého signadlu je mozna pouze
tehdy, kdyzZ je vzorkovaci frekvence vétsi nez dvojnasobek maximalni frekvence obsa-
Zené ve spektru vzorkovaného signalu. Pocet Urovni, do kterych Ize signal kvantovat,
je pak omezen kapacitou sdélovaciho kanalu.

Priklad: PCM pro prenos signdlu z analogového telefonniho pfistroje diskrétnim
sdélovacim kanalem s prenosovou rychlosti 64 kbit/s .

standardni frekvencni pasmo telefonniho signalu 300 Hz — 3400 Hz
maximalni frekvence obsazena v signalu fmax = 3,4 kHz
dvojnasobek maximalni frekvence 2 X frax = 6,8 kHz
frekvence vzorkovani stanovend normou pro PCM fi.=8kHz > 2 X fmax
perioda vzorkovani Tw.=125us=1/1,

To znamena, Ze kazdych 125 us bude do sdélovaciho kandlu odesilan jeden ,za-
kddovany vzorek”.

prenosova rychlost kanalu c = 64 kbit/s
pocet bitd, které Ize prenést v jedné periodé vzorkovani n =8 bitd =c/f,,
pocet Urovni, do kterych lze signal kvantizovat u=256=2"

P¥iklad: Zaznam signdlu na audio CD podle specifikace Red Book.

vzorkovaci frekvence f,, =44,1 kHz
pocet bitl v zakédovaném vzorku n =16 bitd
pocet Urovni, do kterych Ize signal kvantizovat u= 65.536=2"

kapacita média potfebnd k zdznamu 1 minuty stereo nahravky:

c = 2 (kanaly) x 60 (s) x 16 (bitt)/ 8 (bt v bytu) x 44,1 x 10 (vzorkd/s) =
=10.584.000 bytt = 10,584 MB

Funkci dekodéru je principielné provést inverzni operaci ke kddovani kodérem. V nékterych
pfipadech dekodér navic mliZze i minimalizovat aZ eliminovat dopady ruseni.

V dalSim textu v této kapitole se omezime pouze na pro informatiky nejdulezitéjsi a matema-
ticky nejjednodusseji popsatelny pfipad — model prenosu informace z diskrétniho zdroje dis-
krétnim sdélovacim kanalem bez paméti.
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1.3.1. Model diskrétniho zdroje informace

Diskrétnim zdrojem informace bez paméti budeme rozumét takovy zdroj, kde vysilani jednot-
livych znak( tvofi nezdvislé jevy. To, jaky znak je vyslan zdrojem v diskrétnim ¢asovém oka-
mziku T, je statisticky nezavislé na tom, jaké znaky zdroj vyslal v okamzicich T; azT,_; .

Takovy zdroj informace budeme popisovat pomoci diskrétni ndhodné veli¢iny X. MnoZinou
realizaci veli¢iny bude abeceda zdroje (tedy mnoZina znakd, které zdroj mlzZe generovat).
Kazdd realizace (tj. kazdé pismeno x; abecedy zdroje) bude mit pfifazenu svoji pravdépo-
dobnost p(x;), kde 0 < p(x;) < 1, stim, Ze soucet pravdépodobnosti pfes viechny realizace
bude roven 1 (zdroj nékteré z pismen abecedy zdroje urcité vygeneruje, sjednocenim ele-
mentarnich jev( je tedy jev jisty s pravdépodobnosti 1). Formalné:

Diskrétni zdroj informace X je popsan diskrétni ndhodnou veli¢inou

X = {02t} POO = (pG),pCe), -0 () o ) p) =1
i=1

Elementdrni entropii H(x;) pismena x; definujeme jako

H(x;) = —log, p(x;)
Stredni entropii H (X) diskrétniho zdroje informace X definujeme jako

HOO = = ) p(x) log, p(x)
i=1

Elementdrni informaci I (x;) pripadajici na pismeno x; definujeme jako

I(x;) = H(x;) = —log, p(x;)

Informaéni vydatnost 1(X) diskrétniho zdroje informace X definujeme jako stfedni in-
formaci pfipadajici na jedno pismeno

100 = HOO = = ) plx)log, p(x)

Jednotkou entropie i informace je 1 bit.

DuleZitou charakteristikou diskrétniho zdroje informace je jeho redundance (nadbytecnost).
Tato velicina je jednoznacné uréena poctem pismen abecedy zdroje a jeho stfedni entropii.
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Redundanci (nadbytecnost) p diskrétniho zdroje informace X definujeme jako

H(X)
log, r

p=1-

Redundance je bezrozmérna veli¢ina. Casto se uddva v procentech. Meznich hodnot nabyva
v situacich, kdy dosahuje svych meznich hodnot stfedni entropie zdroje H(X) :

p =0 pravé tehdy, kdyz ma diskrétni ndhodnd veli¢ina X rovnomérné rozloZeni, tj.
H(X) =log,r. Pak p=1— logoT =1—-1=0.

log, r

p = 1 praveé tehdy, kdyz je diskrétni ndhodna veli€ina X nabyva pouze jedné hodnoty, je
tedy veli¢inou deterministickou, tj. H(X) = 0.Pak p =1 — L

log, r

llustracni priklad (redundance):

Mame zdroj informace generujici pismena z abecedy {0,1}, kaZdé z nich s pravdépodobnosti
0,5. Zprava bude pfendsena nespolehlivym kanalem s abecedou {0,1} a pro zvyseni pravdé-
podobnosti jejiho spravného vyhodnoceni pfijemcem bude kazdy znak ,,zakdédovan” trojna-
sobnym opakovanim. Jakd je redundance zdroje a jaka je redundance po zakdédovani?

Pfed zakddovanim: X = {0,1}, p(x;) = 0,5, p(x,) =0,5 , H(X) = 1bit (viz ptiklad
L =1 —% = 0. Nadbytecnost zdroje je tedy nulova.

vySe).Pak p=1-— Togs2

Po zakddovani: Znaky jsou kédovany do trojic. Nad dvouprvkouvou abecedou je takovych
trojic 8: Y ={000,001,010,011,100,101,110,111}. Zakédovanim ale mdzeme ziskat pou-

ze dvé trojice, a to 000 s p(000) = 0,5 a 111 s p(111) = 0,5. Pravdépodobnosti vyskytu
1 2

v TS . , . 1
vSech zbyvajicich trojic jsou nulové. Tedy H(X) = 1 bit,,p =1 — o5, 8 =1- 373
2
Hodnota vysledné redundance je ,v souladu se zdravym rozumem*, protoze na prvni pohled
vidime, Ze dva ze tfi znakd ve zpravach jsou nadbytecné (z hlediska zakédované informace,
nikoli ovSem z pohledu zvySeni pravdépodobnosti spravného vyhodnoceni zpravy po preno-

su nespolehlivym sdélovacim kandlem).

(Konec ilustra¢niho prikladu)

1.3.2. Model diskrétniho sdélovaciho kanalu

Budeme uvaZovat diskrétni staciondrni sdélovaci kanal bez paméti. Pfenosové charakteristi-
ky kanalu jsou konstantni, s Casem se neméni (stacionarita). Znak na vystupu kandlu zavisi
pouze na znaku, jenz byl do kandlu vyslan a nezavisi na dfive pfenesenych znacich (,bezpa-
métovost”).
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Takovy diskrétni kanal budeme popisovat pomoci vstupni abecedy kandlu , vystupni abecedy
kandlu a matice prfenosu. Matice prenosu udava, ,jak dobfe” se jednotliva pismena vstupni
abecedy prenaseji kanalem, respektive s jakymi pravdépodobnostmi jsou pismena vstupni
abcedy vlivem $umu ,kanalem pFfepsana“ na pismena vystupni abecedy. Radky matice odpo-
vidaji pismenlm vstupni abecedy, sloupce pak pismen(im vystupni abecedy. V pozici (i, )
matice je podminénd pravdépodobnost p(y;/x;), tedy pravdépodobnost toho, Ze (pokud je
do kanalu vyslano pismeno x;) se na vystupu objevi pismeno y; . Soucet pravdépodobnosti
v libovolném fadku je 1. Formalné:

Diskrétni sdélovaci kandl je definovan trojici K = (X,Y, P), kde

X = {x,%0, e, X} i vstupni abeceda kanalu
Y= {y, Y2, e, Vs} o vystupni abeceda kanalu
P(Y/X) = [p(y;/x)] eoonee matice pfenosu kanalu, pro kterou plati

Zp(yj/xi) =1 vi=1,...,r

j=1

llustracni priklad: Je dan diskrétni sdélovaci kanal

X = {123} ... vstupni abeceda kanalu
Y = {1,2,3,4} ... vystupni abeceda kanalu

1 2 3 4

1708 0,0 01 0,1
P(Y/X)= 2 [0,1 0,6 0,2 0,1] matice prenosu kanalu
310,0 0,0 1,0 0,0

Hodnoty v matici prfenosu interpretujeme takto:

Bude-li do kanalu na vstupu vloZzen znak 1, s pravdépodobnosti 0,8 bude na vystup
pfenesen spravné, s pravdépodobnosti 0,1 bude v disledku Sumu pfenesen na vystup jako
znak 3 a se stejnou pravdépodobnosti bude prepsan na znak 4.

Bude-li do kandlu na vstupu vloZen znak 2, bude prenesen spravné s pravdépodobnosti
pouze 0,6, s pravdépodobnosti 0,2 bude v dlsledku Sumu ptrepsan na znak 3, s prevdépo-
dobnost 0,1 bude pfepsan na 1l a se stejnou pravdépodobnosti na znak 4.

Bude-li do kanalu vloZen znak 3, bude vidy pfenesen bezchybné, na vystupu se vidy
objevi znak 3.

Poznamka: Je zfejmé, Ze matice pfenosu idealniho kanalu bez ruseni je jednotkova matice.

Ulohou ,pozorovatele na vystupu kanalu“ je z pismena y na vystupu zpétné uréit pismeno x ,
které bylo do kanalu vloZzeno. Z matice prenosu je zfejmé, Ze pouze v pfipadé, Ze se na vy-
stupu kanalu objevi znak 2, uréi pozorovatel vloZzené pismeno jednoznacné (znaku 2 na vy-
stupu odpovida druhy sloupec v matici prenosu; ten obsahuje jediny nenulovy prvek, coz
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znamena3, Ze 2 na vystupu mohla ,vzniknout” jedinym moZnym zplsobem; nenulovy prvek je
v fadku odpovidajicim znaku 2 na vstupu, vloZen tedy byl znak 2). V ptipadé znak(l 1, 3, 4 na
vystupu uz pozorovatel nemuUzZe rozhodnout jednoznacné, protoZe tato pismena mohou
yvzniknout” také v disledku ruseni pfi pfenosu.

Je zfejmé, Ze znaky na vystupu kanalu nesou (néjakou) informaci o znacich, které jsou do
kanalu vkladany, v naSem ptipadé to ale neni informace uUplnd (ne vidy jsme schopni

z pismena na vystupu jednoznacné urcit pismeno, které bylo vlioZzeno na vstupu).

(Preruseni ilustra¢niho prikladu)

Budeme-li znat rozloZeni pravdépodobnosti pismen vstupni abecedy P(X) (tedy popis zdro-
je, ktery znaky do kanalu vklada), budeme moci z tohoto rozloZeni a z matice prenosu kanalu
P(Y/X) spocitat i aposteriorni rozloZeni pravdépodobnosti vstupni abecedy, tady pravdépo-
dobnosti typu p(x;/y;) (ti. pravdépodobnosti, Ze bylo do kanalu vloZeno pismeno x; za
predpokladu, Ze se na vystupu objevilo pismeno y;).

Na zékladé definice podminéné pravdépodobnosti  p(y;/x;) = p(x;,y;)/p(x;), kde
p(x;,y;) je simulténni pravdépodobnost, tedy pravdépodobnost, Ze bude sou¢asné na vstu-
pu kandlu pismeno x; a na vystupu pismeno y; , miZeme spocitat matici simultdnnich prav-
dépodobnosti P(X,Y) :

P(X,Y) = [p(xi, )] kde p(x;,y)) = p(x) - p(y;/x)

Radkové soucty matice P(X,Y) pak odpovidaji vychozimu pravdépodobnostnimu rozloZeni
abecedy zdroje P(X), sloupcové soucty pak urcuji rozloZzeni vystupni abecedy kanalu P(Y) :

r

S
Zp(xi'yj) =ply) Vi=1..,r Zp(xi'Yj) =p(y) Vi=1,..,s
=1

i=1
Soucet vsech prvk( matice P(X,Y) je roven 1:
T N
Z z p(x,y;)) =1
i=1j=1

Nyni jiz mGzeme spoditat i matici aposteriornich rozloZeni vstupni abecedy P(X/Y) :

P(X/Y) = [p(xi/¥;)] ,kde p(xi/v;) = p(x.%;)/p(¥;) =

= P(xi;}’j)/i p(xy))
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(Navrat k ilustraénimu prikladu)

Zadani rozsitime o pravdépodobnostni rozlozeni abecedy zdroje P(X) :

1 2 3 4 1 2 3

1708 0,0 01 0,1
PY/X)= 2 [0,1 0,6 0,2 0,1]
3100 0,0 1,0 0,0

P(X)= (0,5, 0,3, 0,2)

Nejprve spocitame matici simultannich pravdépodobnosti P(X,Y) :

Napf. prvek p(x;,y;) spocitéme jako p(xq,y,) = p(x1) *p(y1/x) =0,5-0,8=04,
prvek p(x,, ¥3) spocitdme jako p(x,,¥3) = p(x2) -p(y2/x3) =03 - 0,2 =10,06

Kompletni matice P(X,Y) je pak

1 2 3 4
1704 0,0 0,05 0,05
P(X,Y) = 20,03 0,18 0,06 0,03 Kontrola:  Yi_; ¥5-1p(x;,y;) =1

3L00 00 02 00

Sloupcové soucty matice P(X,Y) pak urc€uji pravdépodobnostni rozlozeni abecedy na vystu-
pu kandlu

1 2 3 4
P(Y)= (043, 0,18, 0,31, 0,08) Kontrola: Yi_;p(y;) =1

Nyni mzZeme pfistoupit k vypoctu matice aposteriornich pravdépodobnosti pravdépodob-
nosti P(X/Y) :

NapF. prvek p(x;/y1) spotitame jako p(x;/y1) = p(x1,¥1)/p(y1) = 0,4 /0,43 = 0,93,
prvek p(x;/y3) spocitdme jako p(xz/y3) = p(xs,y3)/p(y3) = 0,06 /0,31 = 0,19

Kompletni matice P(X/Y) je pak
1 2 3 4
110,93 0,0 0,16 0,63
P(X/Y)= 20,07 1,0 0,19 0,38
30,0 00 065 0,0
Kontrola: 1,00 1,00 1,00 1,00 (sloupcové souéty matice P(X/Y) )
j-ty sloupec matice P(X/Y) pak predstavuje aposteriorni rozlozeni vstupni abecedy kanalu
za predpokladu, Ze byl na vystupu kanalu zpozorovan symbol y; , a umozni tak zpétné od-

hadnout pismeno, které vstoupilo do kanalu.

(Preruseni ilustracniho prikladu)
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1.3.3. Prenos informace diskrétnim sdélovacim kanalem

V dalSim bude nasim ukolem kvantifikovat mnoZstvi informace, které kandl ,prenese ze
vstupu na vystup”.

Zname-li pravdépodobnostni rozloZeni abecedy zdroje P(X), miZeme spocitat stfedni en-
tropii zdroje pfipadajici na jedno pismeno H(X) (viz 1.3.1), kterd pfedstavuje neurcitost
ve vstupni abecedé pred vyslanim pismene do sdélovaciho kanalu.

Pfedpokladejme, Ze se po vyslani znaku x; do kanalu na jeho vystupu objevi konkrétni pis-
meno y; . Jak vyjadfime neurcitost v pismenu x; na vstupu kanalu po objeveni y; na vystu-
pu? Tak, Ze entropii spolitdme na zakladé aposteriorniho rozdéleni pravdépodobnosti
vstupni abecedy, tedy na zakladé prvku p(x;/y;) matice P(X/Y) :

Elementarni entropie vstupniho pismene x; podminénd vystupnim pismenem y; je definova-
na jako
H(x;/y;) = —log, p(x:/v;)

Jeji stfedni hodnotou pres vstupni abecedu X je podminénd entropie vstupni abecedy X pfi
znédmém vystupu y; . Hodnota H(X/yj) se spocitd z j-tého sloupce matice P(X/Y). Udava
neurcitost, kterd zbyva ve vstupni abecedé X po objeveni konkrétniho pismena y; na vystu-
pu kandlu.

r

H(X/y)) = — Zp(xi/yj)logZ p(xi/y;)

i=1

Spocitame-li stfedni hodnotu podminéné entropie vstupni abecedy X pfes vSechna pismena
vystupni abecedy, ziskdme strfedni podminénou entropii vstupni abecedy pfi zndmem vystu-
pu, kterou oznacujeme jako H(X/Y):

Jj=1 j=1

=1

WO — zs:p(y,-) H(X/y)) = Zs:p(yj) .<_Zr:p(xi/yj)-logzp(xi/Yj)) -

B _iip(yf) p(xi/y;)logz p(xi/yy) = —in(yj) p(xi/ ) logz p(xi/y;) =

j=1i=1 i=1j=1

= — Zr: ZS: p(x:,y;) -1og, p(xi/y;)

i=1j=1
H(X/Y) udava primérnou neurcitost ve vstupnim pismenu pfi znalosti pismena na vystupu

kanalu.
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Na zakladé Uvah prezentovanych v kapitole 1.2 budeme informaci, kterou nam prinasi vy-
stup kanalu o jeho vstupu, chapat jako rozdil neurcitosti ve vstupu pred znalosti vystupu a po
znalosti vystupu.

Elementarni vzajemnou informaci I(xi,yj) tedy vyjadfime jako rozdil elementarni entropie

pismene Xx; vstupni abecedy pred objevenim pismene na vystupu a po objeveni konkrétniho
pismene y; na vystupu, tedy jako

(e y) = HGe) — H(x/y,)

Tato elementarni vzajemnd informace nam vyjadfuje velikost informace, kterou prindsi kon-
krétni pismeno y; na vystupu kanalu o tom, ze bylo do kanalu vloZzeno pismeno x; .

Nasledujici odvozeni dokazuje, Ze je tato informace vzajemnd, tj. plati I(x;,y;) = (v, %) :

I(xi,y,-) = H(x;) — H(xi/yj) = —log; p(x;) — (— log, p(xi/yj)) =

p x.’y.
= —log, p(x)) + logzu = —log, p(x;) + log, p(x;,y;) —log, p(y;) =
p(v)
P(xi'yj)
= —log,p(y;) + logzm = —log,p(y;) — (—log,p(y;/xi)) =
L

H(y;) = H(yi/x:) = 1(y,%:)

Pismeno na vystupu kanalu tedy nese o vstupnim pismenu stejné mnozstvi informace, jako
vstupni pismeno o vystupnim pismenu.

Spocitame-li stfedni hodnotu elementarni vzajemné informace I(xi,yj) pres X ipresY, zis-
kame stredni vzdjemnou informaci I(X,Y):

1X,7) = iip(xi,yj) 1(xy,y5)

i=1 j=1

Stfedni vzajemnad informace predstavuje primérnou hodnotu ,uzitecné” informace prene-
sené ze vstupu na vystup jednim prfenesenym pismenem. ProtoZe jsou elementarni vzajem-
na informace i simultanni pravdépodobnost komutativni, tj. I(xi,y]-) = I(y]-,xl-)
a p(xi,yj) = p(yj,xl-), je komutativni i stfedni vzajemna informace, plati tedy

IX,7) = I(Y,X).

Stfedni vzajemnou informaci lze (samoziejmé) také vyjadfrit ,standardnim zplsobem®, tedy
jako rozdil stfednich entropii ,pred a po“ :
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I(X,Y) =H(X)— H(X/Y) ,respektive I(X,Y)=H()— H(Y/X)

V kapitole 1.3.1 jsme konstatovali, Ze jedno pismeno vygenerované zdrojem informace nese
(ve stfedni hodnoté) informaci o velikosti I(X) = H(X) . Co se s touto informaci stane pfi
pfenosu sdélovacim kanalem? Dosadime-li do prvniho ze vztah( v pfedchozim odstavci 1(X)
za H(X) a (zatim jen formalné, bez vysvétleni) I(X/Y) za entropii H(X/Y), dostaneme po
Upravé vztah

1X) =1(X,Y) + 1(X/Y),

jenz budeme iterpretovat takto: z informace I(X), kterou nese pismeno vstupujici do kana-
lu, se na vystup pfenese pouze jeji ¢ast I(X,Y), ¢ast informace o velikosti I(X/Y) se pfi pre-
nosu ztrati. Tuto informaci I(X/Y) proto nazyvame stfedni ztracena informace. Tato ztrace-
na informace odpovida ,zbytkové neurcitosti”, tedy neurcitosti, kterd zlstava ve znalosti
vstupu pti znalosti vystupu kanalu, tedy pravé entropii H(X/Y).

Analogicky mizZeme prepsat i druhy vztah jako

I(V)=I1X,Y)+I1(Y/X),
a konstatovat, ze vystupni informace I(Y), kterou nese pismeno na vystupu kanalu, neni
tvofena pouze ,uZite¢nou prenesenou informaci I1(X,Y), jez vypovida o vstupu, ale sklada
se i zinformace o velikosti I(Y /X), kterd je dusledkem ruseni. Tuto informaci I(Y /X) proto
nazyvame stredni rusivd informace a odpovidd neurditosti, ktera je na vystupu kandlu pfi

znalosti jeho vstupu.

(Navrat k ilustraénimu prikladu)

Rekapitulace zadani + dosud spocitané veli¢iny:

1 2 3 4 1 2 3
1708 0,0 01 0,1
P(Y/X) = 2[0,1 06 0,2 0,1] P(X)= (0,5, 0,3, 0,2)
310,0 0,0 1,0 0,0
1 2 3 4
1[04 00 005 0,05
P(X,Y) = 2[0,03 0,18 0,06 0,03]
3100 00 02 00

1 2 3 4
P(Y) = (043, 0,18, 0,31, 0,08)

1 2 3 4

170,93 00 0,16 0,63

P(X/Y) = 2[0,07 1,0 0,19 0,38]
3100 00 065 00
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Z téchto matic a vektorl jiz mGzeme na zakladé definic pojmU z této kapitoly spocitat vSech-
ny vySe uvedené stfedni entropie a informace:

I(X) = 1,4855 I(Y) = 1,7842 I(X,Y) =0,8519 I(X/Y)=0,6335 I(Y/X) = 09322
Platnost vztahG I(X,Y) = H(X) — H(X/Y) a I(X,Y) = H(Y) — H(Y/X) je snadné ovéfit.

(Konec ilustrac¢niho ptikladu)

Souvislost rusivé a ztracené informace s matici pfenosu nazorné ukaze nasledujici pfiklad.

llustracni priklad (souvislost ztracené a rusivé informace s matici prenosu)

Sdélovacimi kanaly s maticemi pfenosu P;(Y/X)a P,(Y/X) jsou pfenaseny znaky genero-
vané zdrojem s rozlozenim pravdépodobnosti P(X):

1 2 3 4 1 2 3

11,0 0,0 0,0 0,0
P(Y/X) = 2[0,0 1,0 0,0 0,0]
310,0 0,0 05 0,5

P(X)= (0,5, 0,25, 0,25)

Vypocétem podle vyse uvedenych vzorcl dospéjeme k nasledujicim vysledkiim:
IX=15 IY)=175 IXY)=15 IX/Y)=0 I(Y/X)=025

Z téchto hodnot je zfejmé, Ze je ztracena informace I(X/Y) nulovda, veskera vstupni infor-
mace se tedy dostane na vystup. Lze to ukazat i na matici prfenosu, z niZ je zfejmé, Ze lze z
vystupniho pismena vzdy jednoznacné urcit pismeno vstupni (v kazdém sloupci je pravé jed-
na nenulova hodnota).

1 2 1 2 3
17,0 0,0

P,(Y/X) = 2[0,0 1,0] P(X)= (0,5, 0,25, 0,25)
310,0 1,0

V pfipadé tohoto kanalu vypoctem zjistime:

I(X)=15 IY)=10 IXY)=10 IX/Y)=05 I(Y/X)=0
V tomto pfipadé je nulova rusiva informace I(Y /X), coz je dano tim, Ze lze vidy ze vstupniho
pismena jednoznacné urcit pismeno vystupni (v kazdém fadku matice prenosu je praveé jedna

jednicka). Cést vstupni informace se oviem ztrati, protoZe z vystupu nelze jednoznaéné uréit
vstup.

(Konec ilustra¢niho prikladu)
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Prenos informace diskrétnim sdélovacim kanalem mazeme znazornit jednoduchym schéma-
tem:

1(X/Y)
i) vy 7
I(Y/X) *

1.3.4. Kapacita diskrétniho sdélovaciho kanalu

Pfenos informace od zdroje k ptijemci, by mél byt co nejefektivnéjsi, coz Ize vyjadfrit poza-
davkem prenést za jednotku ¢asu maximalni mnozstvi informace pfi minimalnim poctu chyb.
Zavedme do nasich Uvah ¢as prostrednictvim konstanty t [sec], kterd bude predstavovat ¢as
potrebny k pfeneseni jednoho pismena sdélovacim kandlem.

Maximalni mnozstvi informace, které muze byt kandlem preneseno za jednotku ¢asu, pak Ize
vyjadrit jako

C = %maxp(x) I(X,Y) = %maxp(x) [H(Y) —H(Y/X)] [bit/sec] ,

kde se maximum hleda pres vSechna pravdépodobnostni rozloZeni vstupni abecedy kanalu.
Hodnota vyrazu v hranatych zavorkach totiz zavisi jak na parametrech kandlu (tj. na matici
pfenosu P(Y/X) ), taki na pravdépodobnostnim rozlozeni vstupni abecedy kanalu P (X).

Zamysleme se nad obecnou ulohou, jak najit k danému sdélovacimu kandlu takové rozlozZeni
vstupni abecedy, které by za jednotku ¢asu umoznilo prenést maximalni mnozstvi informace.
V kapitole 1.3.1 jsme ukazali, Ze (ve stfedni hodnoté) maximalni mnozstvi informace vygene-
ruje zdroj s rovhomérnym rozlozenim pravdépodobnosti pismen abecedy. Je takové rozloze-
ni vstupni abecedy kanalu feSenim nasi ulohy? Obecné nikoli, protoze sdélovaci kandl ne-
musi prenaset vsechny znaky stejné kvalitné, mize to byt nesymetricky sdélovaci kandl. Pak
by zfejmé preneseni vétSiho mnozstvi informace umoznilo takové vstupni rozlozeni, které
(velice volné tfeceno) ,vice vyuziva pismena, jez kanal prendsi Iépe, a naopak”. Rozlozeni
vstupni abecedy kanalu lze ovlivnit vhodnym kédovanim.

Symetrickym kandlem rozumime kandl, jehoz matice prenosu spliuje obé nasledujici pod-
minky:
e vsechny radky matice obsahuji stejny soubor hodnot pravdépodobnosti, radky se na-
vzajem lisi pouze poradim, v jakém jsou hodnoty sefazeny
e vSechny sloupce matice obsahuji stejny soubor hodnot pravdépodobnosti, sloupce se
navzajem lisi pouze poradim v jakém jsou hodnoty sefazeny
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U symetrického kanalu se maximalniho mnoiZstvi prenesené informace dosahne praveé pfi
rovnomeérném rozloZeni pravdépodobnosti pismen na vstupu kanalu.

Obecné reseni ulohy nalézt optimalni rozloZeni vstupni abecedy pro nesymetricky kanal neni

jednoduché. Pro nesymetricky kanal, ktery pfendsi pouze dva znaky, lze tlohu pomérné jed-
noduse vyfesit numericky.

llustraéni priklad (optimalni rozlozeni vstupnich pismen pro nesymetricky binarni kanal)

Je dan sdélovaci kanal s matici pfenosu P(Y /X). Najdéte takové rozloZeni pravdépodobnosti
vstupnich pismen kandlu, které umozni pfenos maximalniho mnozstvi informace I1(X,Y) .

1 2
PO/O=1 105 ol PO =00 =p, ) =1-p)

Na zakladé jiz dfive pouzivanych defini¢nich vztahl dospéjeme numerickou optimalizaci
(napf. v Excelu) k ndsledujicim vysledkim:

p; = 0,51755742 p, = 0,48244258
I(X) = 0,9991 [I(Y) = 0,9888 I(X,Y)=0,3978 [(X/Y)=0,6014 I(Y/X)=0,5910

Vysledky ,,nejsou v rozporu se zdravym rozumem®. Vstupni rozlozeni je ,lehce vychyleno” ve
prospéch znaku 1, coz respektuje, Zze znak 1 je kandlem prenasen ,,0 néco |épe” nez znak 2.

Pokud bychom do stejného kanalu vkladali pismena s rovhomérnym rozloZzenim pravdépo-
dobnosti, ziskali bychom tyto vysledky:

p1 = 0,5 pz = 0,5
I(X) = 1,0000 I(Y)= 09928 I(X,Y)=0,3973 [(X/Y)=0,6027 I(Y/X)=0,5955

Z porovnani vysledkl pfi dvou rdznych vstupnich rozlozenich je vidét, Ze rovhomérné rozlo-
Zeni pismen na vstupu sice do kandlu vlozi ve stfedni hodnoté vice informace na jedno pis-
meno neZ nalezené optimalni rozloZeni, nicméné je ziejmé, zZe v dlsledku nesymetrické chy-
bovosti kandlu je vtomto pripadé vétsi jak ztracend, tak i rusiva informace pfipadajici na
jedno pismeno, takze ve vysledku se pfi rovnomérném rozlozeni jednim pismenem
v priméru prenese méné uzitecné informace ze vstupu, neZ pri nalezeném sice nerovno-
mérném, nicméné pro tento kanal optimalnim vstupnim rozloZzenim.

(Konec ilustra¢niho ptikladu)
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2. Kodovani

2.1. Uéel kédovani

V této kapitole se budeme zabyvat vyhradné kédovanim znakovych fetézcli pro prenos dis-
krétnim sdélovacim kanalem, jak jiz bylo naznaceno v 1.3. Primarnim dlivodem pro kédovani
je prizpusobeni zdrojovych fetézcli vstupni abecedé kanalu. Typickym prikladem kodu, kte-
ry plni tento ukol, je kdd ASCII (American Standard Code for Information Interchange), jenz
reprezentuje znaky anglické abecedy a fadu dalSich (nejen) textovych znakl pomoci sedmibi-
tovych (v rozsifenych variantdch osmibitovych) znacek tvorenych znaky 0 a 1. ASCII kéd tak
(stejné jako rada podobnych dfive ¢i pozdéji standardizovanych kédd) umozniuje textovou
informaci prenaset prostfednictvim binarnich sdélovacich kanall a ukladat v dvoustavovych
pamétovych prvcich pocitace.

Kromé zminéného ptizplUsobeni zdrojové abecedy sdélovacimu kandlu maze kédovani sou-
bézné resit i dalsi ulohy, jako je napfriklad efektivnéjsi vyuziti pfenosového kanalu ¢i paméto-
vého média nebo zvyseni odolnosti pfendsenych nebo uklddanych zprdv proti ruseni. Za spe-
cificky druh kédovani pak Ize povaZovat Sifrovani zprav.

Teorie kédovani je zajimavou aplikaci fady matematickych disciplin, jako je nap¥. kombina-
torika, linedrni algebra, teorie Cisel, teorie grup, Galoisova teorie téles, apod.

V nasledujicim textu se budeme zabyvat dvéma skupinami kédd, a to
e koédy pro kanal bez Sumu (tj. pro ,,stoprocentné spolehlivy” kanal bez ruseni)
e kody pro kanal se Sumem (tj. pro sdélovaci kanal, ktery neni ,,stoprocentné spolehli-

vy’ll)

Kody pro kandl bez Sumu jsou konstruovany tak, aby byla efektivné vyuZita kapacita sdélova-
ciho kanalu, respektive pamétového média. Takové kddy umoznuji bezeztratovou kompresi
dat. Maji smysl tam, kde jsou data produkovana zdroji s vétsi redundanci. Princip takovych
kddovani spociva ve snizovani redundance, takZze je v zakddované zpravé nizsi redundance
nez ve zpraveé zdrojové. Dekddovaci algoritmus pak je schopen zdrojovou zpravu zrekonstru-
ovat, a to vidy, protozZe (podle predpokladu) je kandl bezSumovy. POZOR! — nezaménovat
s kompresemi, jez se pouzivaji pro uklddani obrazovych a zvukovych zdznamf, které jsou
ztratové, coz znamena, Ze dekodér neni schopen zrekonstruovat vysilanou/ukladanou zpravu
sjedna ku jedné”. V pripadé zminénych aplikaci je ale ztrata urcitého objemu informace
(smyslovym vnimanim obvykle jen tézko rozpoznatelnd) vyvazena vyraznym zmensenim ob-
jemu komprimovanych dat.

Kody pro kandl se Sumem naopak do zprav pridavaji redundandni informace, které (za urci-
tych pravdépodobnostnich predpoklad(l) dekodéru umoini prenosové chyby detekovat (tj.
zjistit, Ze pfi prenosu doslo k néjaké chybé - detekcni kédy) nebo dokonce tuto chybu lokali-
zovat a opravit (samoopravné kody). V zakdédovanych zpravach je tedy vétsi redundance nez
ve zpravach zdrojovych. Skupina kédud pro kanal se Sumem byva souhrnné nazyvana bezpec-
nostni kody .
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2.2. Kody pro kanal bez Ssumu

2.2.1. Koédovani znaku, jednoznac¢na dekodovatelnost fetézcu

Motivacni priklad: Binarni kodovani dekadickych Cislic.

A= {0,1,2,3,4,5,6,7,89} ...... abeceda zdroje
B = {0,1} e, (vstupni) abeceda kanalu

Kodovani kazdému zdrojovému znaku pfiradi fetézec tvoreny znaky z abecedy kanalu.

Nékolik standardizovanych feSeni pfedstavuje nasledujici tabulka:

Zakddovany znak (kédova znacka)
Zdrojovy znak BCD BCD Excess 3 POSTNET

8421 2421 74910
0 0000 0000 0011 11000
1 0001 0001 0100 00011
2 0010 0010 0101 00101
3 0011 0011 0110 00110
4 0100 0100 0111 01001
5 0101 1011 1000 01010
6 0110 1100 1001 01100
7 0111 1101 1010 10001
8 1000 1110 1011 10010
9 1001 1111 1100 10100

,Resenim prvniho ndpadu” je samoziejmé kéd BCD 8421, ktery kazdé dekadické ¢isli-
ci ptiradi jeji pfimou Ctyrbitovou binarni reprezentaci (bez znaménka). Tento kéd je kéd vd-
hovy, rozsifujici ¢ast nazvu (8421) predstavuje vahy jednotlivych bitl v kddové znacce.

Dekadickou hodnotu zdrojového znaku muizieme u vahového kodu vyjadrit jako
a=2Y; b;v;. Znacka 0111 vBCD 8421 tedy predstavuje znak, jehoZz dekadickou hodnotu
spocitame jako a = byv; + byv, + b3+ b, =084+ 1-44+ 1-2+ 1-1=7. Mod-
ré znaky predstavuji jednotlivé bity znacky, ¢ervené jsou vahy jednotlivych pozic vahového
kodu.

Kéd BCD 2421 je rovnéz vahovy a je modifikaci predchoziho kédu. Diky nastaveni vah
ma tu vlastnost, Ze obrazy komplementarnich dekadickych cifer (tj. dvojic cifer, jejichz soucet
je 9) jsou komplementarni. Napt. znak 3 je zakddovan jako 0011. Kddova znacka odpovidajici
znaku 6 (tj. ,doplnku” 3 do 9) proto bude ,negaci bit po bitu” kdodové znacky 0011, tedy
1100.

Koéd Excess-3 (nékdy oznacovany jako BCD + 3) vahovy neni. Kédova znacka se vytvofri
tak, Ze se binadrné zakdduje dekadické Cislo o 3 vétsi nez kédovany znak. Napf. znak 8 zaké-
dujeme tak, zZe k 8 pficteme 3, tedy 8 + 3 = 11 a Cislo 11 vyjadiime v pfimé Ctyrbitové binarni
reprezentaci jako 1011.

BCD (Binary Coded Decimal) kéd (i jeho vySe zmifiované modifikace) byl pouzivan
zejména na pocatku vyvoje samocinych pocitacli, kdy bylo jejich kliCovym pouZitim zpraco-
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vani financ¢nich dat. Instrukéni soubory salovych pocitacll, jako byly IBM/360, PDP, VAX ale
tfeba i mikroprocesori Motorola 68000 obsahovaly instrukce pro operace s daty ve formatu
BCD, ktery (na rozdil od binarnich reprezentaci ve formatu pohyblivé radové ¢arky) mimo
jiné odstranoval komplikace vyplyvajici ze zaokrouhlovani desetinnych ¢asti.

Kéd POSTNET 74910 je prikladem kédu, ktery lze charakterizovat jako kéd ,2 z 5“.
V kazdé znacce jsou pravé dvé jednicky a 3 nuly. Znacek s touto vlastnosti lze vytvofit
(g) = 2?—;' = zjzzi = % = 10, takZe kazdé dekadické Cislici lze pfiradit jedine¢nou kédo-
vou znacku a naopak kazdd znacka se dvéma jednickami bude mit pfifazenu svoji zdrojovou
dekadickou cislici. Kéd ,,2 z 5“ ma délku znacky 5, zatimco vSechny prfedchozi kody mély dél-
ku znacky 4. Za to ovSem ziskdvame urcitou vyhodu - je zfejmé, Ze pti prenosové chybé
v jednom bitu znacky prijemce pozna, Ze pti pfenosu doslo k chybé (pfijatd pétice bude mit
bud' jednu nebo tfi jednicky, nespliuje tedy vlastnost ,,2 z 5“). V pfipadé kanalu bez Sumu je
tato vlastnost samoziejmé nadbytecna, nicméné tento fakt nijak nesnizuje to, ze i kéd ,,2 z 5
je feSenim naseho zadani.

Vyse uvedenad tabulka definuje (pro kazdy ze zminovanych kdédl) kédovdni znakd |, Je
ziejmé, ze kazdému zdrojovému znaku musi byt pfifazena jedineéna znacka. Jak bude pro-
vadéno kddovdni retézcl? Tak, ze budeme retézec kédovat ,znak po znaku”. TakZze napf.
vstupni fetézec 2591 v kéddu BCD 8421 zakdédujeme jako 0010010110010001.

Dekddovani fetézce bude probihat tak, zZe ptijemce pftijaty retézec ,rozseka” na ctve-
fice bitl a ke kazdé Ctvefici prifadi zdrojovy znak podle kdédovaci tabulky.

VSechny vySe zmifnované kody patfi mezi blokové kddy, tedy mezi kddy, kde maji
viechny kddové znacky stejnou délku. To ale neni nutnou podminkou. V zadani pfikladu jsme
se nedozvédéli nic o pravdépodobnostnim rozloZeni pismen zdrojové abecedy, predpokladali
jsme tedy, Ze je rovnhomérné. Pokud bychom napfiklad védéli, ze Cislice 0 ma vétsi pravdépo-
dobnost vyskytu neZ ostatni Cislice a naopak Cislice 8 a 9 maji pravdépodobnost vyskytu ve
zpravach mensi, nez ostatni, mélo by smysl, aby kédovani vypadalo napftiklad takto:

Zdrojovy znak ’Kédova' zna(“:lfa
Kad 1 Kod 2

0 0 0
1 0001 1000
2 1001 1001
3 0101 1010
4 1101 1011
5 0011 1100
6 1011 1101
7 0111 1110
8 01111 11110
9 11111 11111

Budeme pracovat s kddem 1 a zakdédujeme napfr. zdrojovy retézec 016058. Vysled-
kem bude retézec 0000110110001111110 . Délka tohoto retézce je 19 znakl. Kdybychom
kodovali BCD kddem, méla by zakddovana zprava 20 znakd, kédovanim s nestejnou délkou
znacek jsme tedy u této zpravy ,usetfili“ jeden prenaseny znak. Pti predpokladaném nerov-
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nomérném rozloZeni pravdépodobnosti pismen ve zpravach tedy bude vhodné zvoleny kéd
s nestejné dlouhymi kéddovymi znackami efektivnéjsi, nez blokovy kdd.

Do potizi se ovSsem dostaneme pti dekédovani fetézce. Protoze vSsechny znacky nema-
ji stejnou délku, nemizeme fetézec 0000110110001111110 mechanicky ,rozsekat” na kédo-
vé znacky odpovidajici jednotlivym zdrojovym znaklm a znacky pak dekdédovat samostatné.
Pokusme se fetézec dekddovat intuitivné. Pti dekddovani se budeme snazit zacatek nezpra-
cované Casti fetézce interpretovat jako kédovou znacku s tim, Ze ,priorita znacek” je déna
jejich poradim v kédovaci tabulce. Pokud se dostaneme do situace, kdy Zadna takova znacka
neexistuje (Cervené otazniky), znamena to, Ze tento pokus k cili nevedl, musime tedy zkusit

jiny.

0/0j0]0|1 101]1 0001 111110
Pokus 1 0000 4 7?

010/0/0 110110001 111110
Pokus 2 0 0 0 2?72?9227

00001101 10001 111110
Pokus 3 00 5 0 ?7?7?22277?

00001101 1]0/0j0|1 111 1|10
Pokus 4 0 1 6 000 9 ?7?

oO)[o001|2 01 1|0]J]0021 1|1 1110
Pokus x 0 1 6 0 5 8
Je zfejmé, Ze dekddovani retézce, jehoz reSeni metodou , pokus — omyl” jsme nazna-
¢ili, by v pfipadé algoritmizace vyZadovalo metodu zaloZzenou na backtrackingu, nebylo by
tedy pfilis efektivni.

Zakédujeme stejny zdrojovy fetézec 016058 kddem 2. Vysledkem bude fetézec
0100011010110001111 . Pokusime se opét o dekddovani:

0/1000|110 1|0|1100]|01111
Pokus 1 0 1 6 0 5 8

Vidime, Ze pfi dekdédovani stejnym postupem, jaky jsme pouzili u kddu 1, jsme se ne-
dostali do situace, kdy by zacatek dosud nezpracované ¢asti fetézce nebylo mozné interpre-
tovat jako kdédovou znacku, na dekddovani ndam tedy stacil jediny pokus. Tato jednoznacnost
vyplyva z toho, Ze (na rozdil od kddu 1) u kédu 2 Zzadna kédova znacka neni zacatkem jiné
kédové znacky. Kody s touto duleZitou viastnosti se budeme vice zabyvat v kapitole 2.2.2.

(Preruseni motivacniho prikladu)

Nyni jiz mizeme formalnéji definovat nékteré zakladni pojmy z teorie kddovani.
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Necht
A ={aq,a,,...,a,} jeabeceda zdroje (obsahuje r prvk)
B = {by, by, ....,bs} je (vstupni) abeceda kandlu (kédovd abeceda) (obsahuje s prvku)

Bez ujmy na obecnosti budeme predpokladat r > s (pokud by tomu tak nebylo, ko-
dovani neni tfeba fesit, protoze kanal je schopen prenaset pfinejmensim tolik znaka, kolik
prvkll ma abeceda zdroje; kazdy zdrojovy znak tedy bude kédovan jednim znakem abecedy
kanalu).

Kédovdnim znaktd rozumime prosté (injektivni) zobrazeni K : A — B*, kde B pfed-
stavuje mnozinu vSech neprazdnych retézcl vytvorenych z prvkd abecedy kanalu B. Kazdy
zdrojovy znak je tedy jednoznacné zakédovan do neprazdného fetézce znakl kddové abece-
dy.

Blokovym kdédovdnim délky n rozumime prosté (injektivni) zobrazeni K: A — B",
kde n je stejna délka vSech kddovych znacek a B™ je mnozina vsech fetézct délky n z prvkd
abecedy B. Kaidy zdrojovy znak je tedy jednoznaéné zakédovan do n —tice znakl kdédové
abecedy.

Kédovanim retézcl (zprdv) rozumime zobrazeni K*: A* — B*, jei je jednoznacné
uréeno kédovanim znakl K takto

K*(aiay....a;) = K(a;)-K(ay) " ee.wo ... K(ay) , K'(e)=e

Kde A* (B*) predstavuje mnozinu vSech retézcd vytvorenych z prvk( abecedy A (B) véetné
prazdného retézce a operace - predstavuje zietézeni znakovych retézcu.

Injektivnost zobrazeni K nestaci k tomu, aby byl kéd jednoznaéné dekddovatelny.
Podminka jednoznacné dekddovatelnosti: Kddovani fetézcl K™ je prosté zobrazeni.

Kazdy blokovy kéd je jednoznaéné dekddovatelny.

llustracni priklad (nesplnénd podminka jednoznacné dekddovatelnosti):

Zdrojovy znak | Kédova znacka
A 0
B 1
C 01

Je ziejmé, ze zakdédovanim rfetézce AB vznikne kddovy fetézec 01, ovSem stejny reté-
zec vznikne i zakédovanim znaku C, nejsme tedy schopni fetézec 01 jednoznacné dekddovat.
V tomto pripadé neni splnéna podminka jednoznacné dekddovatelnosti, tabulka tedy ne-
predstavuje pouZzitelny kod.

Konec ilustracniho prikladu
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Terminologické poznamky:

1. Obecny pojem kdd byva Casto pouzivan ve dvou vyznamech — jednou jako oznaceni
pro zobrazeni K (kédovani znakll) , podruhé jako oznaceni pro mnoZinu viech kédo-
vych znacek, tedy jako obor hodnot zobrazeni K .

2. Misto pojmu kddovd znacka se €asto pouziva pojem kddoveé slovo.

2.2.2. Prefixové kody

Prefixovy kdd je kdd, v némz zadnd kodova znacka neni prefixem jiné kddové znacky.

Kazdy prefixovy kdd je jednoznacné dekddovatelny. Prefixové kédy lze dekddovat
»,znak po znaku” jiz béhem prenosu, neni tfeba ¢ekat na dokonceni prfenosu celé zpravy.
K dekddovani staci konecny automat s vystupni funkci Mealyho typu.

(Navrat k motivaénimu ptikladu)

Na zadkladé vyse uvedené kddovaci tabulky kédu 2, jenz je prefixovy, zkonstruujeme konecny
automat Mealyho typu, ktery bude modelem dekodéru.

MnoZinou vstupnich symbol( automatu bude kédova abeceda 2 = {0,1}, mnoZinou vystup-
nich symboll bude abeceda zdroje rozSitend o symbol u (mezera = neutralni znak), tedy
0 ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,u}.

MnoZina stavlli automatu bude odpovidat prefixim (pfedpondm) kédovych znacek s vyjim-
kou kédovych znacek samotnych.

Pocatecnim stavem bude stav S, ktery odpovida pfedponé e (tj. prdzdnému retézci).

Tabulku prechodové a vystupni funkce zkonstruujeme takto: Pokud je zpracovan takovy
vstupni znak, jenz ,doplni“ pfedponu reprezentovanou aktualnim stavem na néjakou kédo-
vou znacku, provede automat prechod do pocatecniho stavu S s tim, Ze na vystupu bude
vygenerovan zdrojovy znak odpovidajici této znacce. Pokud ,, doplnénim* aktualni predpony
o vstupni znak nevznikne kédova znacka, ale jind predpona, automat provede prechod do
stavu odpovidajiciho této nové predponé a na vystupu bude generovan neutralni symbol u
(jeho vyznam — dekodér jesté o vystupnim symbolu nemuze jednoznacné rozhodnout).

Vychozi kddovaci tabulka a tabulka reprezentujici vysledny automat:
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Pfechodova a vystupni tabulka

Kédovaci tabulka dekodujiciho Mealyho automatu Poznamka
Zdrojovy Kédova Stav Vstupni znak Prefix reprezen-

znak znacka 0 1 tovany stavem

0 0 -85 S/0 A/u e

1 1000 A B/u C/u 1

2 1001 B D/u E/u 10

3 1010 C F/u G/u 11

4 1011 D S/1 S/2 100

5 1100 E S/3 S/4 101

6 1101 F S/5 S/6 110

7 1110 G S/7 H/u 111

8 11110 H S/8 S/9 1111

9 11111

(Konec motivacniho ptikladu)

Z podminky injektivnosti zobrazeni K vyplyva omezeni vztahujici se na délky kédovych zna-
Cek. Pri zadaném poctu prvkd abecedy zdroje a abecedy kédu neni mozné vytvorit , libovolné
kratké” kddové znacky — viz nasledujici priklad.

llustraéni priklad: Navrhnéte tfiznakovy prefixovy kdd, ktery umozni zakédovat Sestiprvko-
vou zdrojovou abecedu tak, Ze dvé kédové znacky budou mit délku 1 a zbylé Ctyfi znacky
budou mit délku 2. Tedy

Z={AB,C,D,E,F} ... abeceda zdroje
X=1{01,2} e kddova abeceda

Kdédovaci tabulku zaéneme vytvaret tak, Ze prvni dva zdrojové znaky A a B zakdédujeme zna-
ky 0 a 1. Kéd ma byt prefixovy, znaky 0 a 1 proto nemohou byt prefixem zadné jiné kédové
znacky, vSechny ctyfi zbylé znacky tedy musi zacinat znakem 2 . Pomoci tfi znak(l kédové
abecedy ovsem nedokazeme na uzZ jen jedné ,,zadanim povolené” pozici rozliSit zbyvajici Ctyfi
zdrojova pismena. Prefixovy kod vyhovujici zadani tedy nejde vytvofit. Zadani se ,nejvice
blizi“ prefixovy kéd Kv poslednim sloupci tabulky, posledni dvé kédové znacky ovsem pre-
kracuji pozadovanou délku znacky.

Zdrojovy Pcziadmfana’ Pokus o ' Korc:':ktnl’l
nak délka kédo- konstrukci prefixovy
vé znacky dle zadani kod K
A 1 0 0
B 1 1 1
C 2 20 20
D 2 21 21
E 2 22 220
F 2 2? 221

(Preruseni ilustracniho prikladu)
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Vztah mezi délkami kédovych znacek, poctem prvk( zdrojové abecedy a poctem prvkd kédo-
vé abecedy popisuje Kraftova nerovnost:

sTh 457% ...+ 57% <1, kde s je pocet prvkd kéddové abecedy
d; jedélkai —té kddové znacky
r je pocet prvk( zdrojové abecedy

Je-li nerovnost splnéna, Ize sestrojit prefixovy kdd s predpokladanymi délkami kédovych zna-
Cek d;. Pokud nerovnost splnéna neni, prefixové kédovani s pfedpokldadanymi délkami zna-
Cek neexistuje.

(Navrat k ilustraénimu prikladu)

Pro hodnoty ze zadani spocitame levou stranu Kraftovy nerovnosti:

sTh 4 7% 5743 4 g7 5745 4 g7 =371 4 371 4 3724 372 4 372 4 372 =

1 1 1 1 1 1 3+3+1+1+1+1 10
=4t =
3 3 9 9 9 9 9 9

Vidime, Ze Kraftova nerovnost splnéna neni, coZ odpovidd tomu, Ze jsme kéd se zadanymi
délkami znacek nebyli schopni vytvofit.

Ovérime, Ze Kraftova nerovnost plati pro prefixovy kéd K, ktery vznikl jako vedlejsi produkt
pfi pokusu o konstrukci kédu s (nevhodné) zadanymi délkami znacek:

sThs7h p g7 p g p g7 4 g% =371 4371 4372 4372433433 =
_1+1+1+1+1+1_9+9+3+3+1+1_26
33 9 9 27 27 27 27

Hodnota levé strany je mensi nez 1, Kraftova nerovnost tedy je splnéna. Hodnota levé strany
neni rovna 1, coz souvisi s tim, ze nas kéd nevyuzil vSechny kédové kombinace (neni vyuzita
,potencidlné mozna“ kédova znacka 222). Kdyby méla zdrojova abeceda o jeden znak vice
(tedy G), byl by zakdédovan jako 222. V souctu na levé strané nerovnosti by pak pribyl jesté

jeden ¢len %, soucet levé strany by pak byl 1.

(Konec ilustra¢niho prikladu)

POZOR ! Kraftova nerovnost je formulovana jako implikace (jestlize délky znacek vyhovuji
Kraftové nerovnosti, pak existuje prefixovy kéd s takovymi délkami znacek). V Zddném pfri-
padé nelze implikaci obratit a vyvozovat, Ze kdd spliujici Kraftovu nerovnost je prefixovy
a/nebo jednoznacné dekddovatelny!!

Ukazuje se, zZe prefixové kédy jsou dostatecné obecnou a reprezentativni podtfidou jedno-
znacné dekddovatelnych kodu.

Mc Millanova véta: Kazdé jednoznacné dekddovatelné kédovani splfiuje Kraftovu nerovnost.
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Primym dasledkem Mc Millanovy véty je, Ze ke kazdému jednoznacné dekddovatelnému
kodu Ize sestrojit prefixovy kdd, ktery bude mit stejné délky kéddovych znacek (v tom smyslu,
Ze kazdé znacce vychoziho jednoznacné dekddovatelného kédu bude jednoznacné pfifazena
znacka prefixového kédu se stejnou délkou). Vzhledem k tomu, Ze prefixové kdédy maji nej-
jednodussi mechanismus dekdédovani, budeme je chapat jako reprezentanty (vSech) jedno-
znacné dekddovatelnych kodl a kddy, které nejsou prefixové, se proto zabyvat nebudeme.

2.2.3. Huffmanova konstrukce prefixového kédu

Dosud jsme se ve svych Uvahach o prefixovych kédech zabyvali pouze tim, zda Ize kéd sestro-
jit a jak kod dekddovat. Zatim jsme se nesnazili zformulovat Zadna , kritéria kvality”, na je-
jichz zakladé bychom dokdzali vybrat optimalni kdd, natoz tim, jak takovy kéd zkonstruovat.
Pozadavek na efektivni vyuzZiti sdélovaciho kanalu nebo pamétového média vede k prosté
myslence, kterou si uvédomil uz tviirce Morseovy abecedy: zdrojovym znakdm, které se ve
zpravach vyskytuji s vétsi pravdépodobnosti, by mély pfisluset kratsi kddové znacky nez pis-
menlm, jejichZ vyskyt ma mensi pravdépodobnost.

Exaktnim ukazatelem, ktery umozni kédy vzdjemné porovnavat ve vySe uvedeném smyslu, je
stredni délka kddové znacky. Abychom ovSem byli schopni tuto (v podstaté statistickou) veli-
¢inu vyjadfit, musime znat rozlozeni pravdépodobnosti znak( zdrojové abecedy, tedy

'
A= {al, a, ----;ar} ) P(A) = (p(al):p(az): ----;p(ar)) ) Zp(al) =1
i=1
Stredni délka kédové znacky kédu K je pak definovana jako
T
d(K) = ) plap - d(K (@)
i=1

Objasnéni symbolu v definici stfedni délky kodové znacky:

d(K) .. stfedni délka kéddové znacky kodu K

a; ... pismeno zdrojové abecedy
p(a;) ... pravdépodobnost vyskytu pismena a; zdrojové abecedy ve zpravach
K(a;) ... kdédova znacka pfislusejici pismenu a; zdrojové abecedy

d(K(ai)) . délka kédové znacky pfislusejici pismenu a;

Takto definovana stfedni délka kédové znacky ndm pro dané rozloZeni pravdépodobnosti
zdrojové abecedy umoznuje z mnozZiny jednoznacné dekddovatelnych kodl vybrat ten
s minimalni stfedni délkou. Takovy kéd bude nejefektivnéjsi, protoze jim kddované zpravy
zaberou ze vSech kdédUl nejmensi kapacitu sdélovaciho kandlu nebo paméti. Tohoto principu
vyuzivaji vSechny statistické metody bezeztrdtové komprese.
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Otazku, jakym zplGsobem k danému rozloZeni pravdépodobnosti kdd s minimalni stfedni dél-
kou zkonstruovat, vytesil v roce 1952 David Albert Huffman.

Huffmanova konstrukce prefixového kddu s minimalni stfedni délkou kodové znacky

Vstupy algoritmu: zdrojova abeceda A o r prvcich a jeji pravdépodobnostni rozlozeni P(A)

kodova abeceda B o s prvcich

Vystup algoritmu: prefixové kédovani K : A — B takové, ie E(K) je minimalni (tj. nee-

xistuje jiné kédovani K , pro které by platilo d(K) < d(K))

Algoritmus:

1. Prvky zdrojové abecedy A sefadime podle jejich pravdépodobnosti p(a;) do neros-
touci posloupnosti.

2. Takto sefazené prvky rozdélime do skupin. Zac¢indme od prvk( s nejvyssi pravdépo-
dobnosti. Skupiny budou mit s — 1 prvkd. Vyjimkou mizZe byt posledni skupina, ktera
muze mit od 2 do s prvkd.

3. Sdruzime prvky v posledni skupiné a nahradime je sdruZenou skupinou, kterou zara-
dime podle jeji souctové pravdépodobnosti na sprdvné misto do posloupnosti. Roz-
déleni provedené v bodé 2 v tuto chvili zanika.

4. Sdruzime poslednich s prvk( v posloupnosti a nahradime je sdruzenou skupinou, kte-
rou zatadime podle jeji souctové pravdépodobnosti na spravné misto do posloupnos-
ti.

5. Bod 4 opakujeme tak dlouho, dokud neziskame jedinou sdruzenou skupinu se souc-
tem 1.

6. Zpétnym chodem po vétvich s —arniho stromu vytvoreného v bodech 3 az 5 ptiradi-

me kdédové znacky listim stromu, tj. znak(im zdrojové abecedy.

llustraéni ptiklad: Do ¢tyfprvkové abecedy X = {0,1,2,3} zakddujte zdrojovou abecedu

Z = {A,B,C,D,E.F}srozloienim P(Z) = ( ______

8’8’g8’g8’8’s

3/8 o 0
1
1 2/8 A
, f88=1
2 2/8 B
3
3 1/8 ¢
00
00 1/8 D
o1 3/3
01 1/8
02
02 1/8
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Poznamky ke konstrukci kédu v ilustracnim pftikladu:

1. Délenim podle bodu 2 algoritmu vznikly dvé skupiny znak( — obé o tfech prvcich.

2. Sdruzenim prvka v posledni (tj. druhé) skupiné vznikl objekt — sdruzena skupina
s pravdépodobnosti 3/8, kterou jsme zaradili podle jeji souc¢tové pravdépodobnosti
na zacCatek posloupnosti. Posloupnost ted' tvofi 4 objekty — skupina DEF, prvek A, pr-
vek B, prvek C s pravdépodobnostmi (v uvedeném poradi) 3/8, 2/8, 2/8, 1/8.

3. Sdruzenim poslednich ctyr ¢len( posloupnosti (DEF, A, B, C) ziskame skupinu s celko-
vym souctem pravdépodobnosti 8/8 = 1.

4. Objekty posledniho slouceni rozlisSime symboly kddové abecedy: DEF0,A 1,B 2, C3.

5. Skupina DEF se sklada z objektl, které musime navzajem rozlisit. VSechny objekty
skupiny ptebiraji jako prefix kdd pritazeny skupiné, navzajem se rozlisi dalSim symbo-
lem, takZze D bude zakdédovano 00, E 01, F 02.

6. Protoze tim mame pfifazeny kddové znacky vsem zdrojovym symbollim, zpétny chod
kondi.

Pro vétsi nazornost uvedeme jesté i béznéjsi zplsob grafické reprezentace stromu, na ném?z
bude lépe vidét pfifazovani kddovych pismen hrandm stromu zpétnym chodem. Pismena
zdrojové abecedy se nachazi v listech stromu, kédova znacka pfislusejici konkrétnimu zdro-
jovému pismenu je pak ohodnocenim cesty od korene stromu ke konkrétnimu listu:

(Konec ilustracniho prikladu)

PFi kédovani zprav Huffmanovym kédem dochazi k redukci redundance, redundance po za-
kddovani je tedy mensi nez redundance ve zdrojové abecedé. Huffmanovo kédovani tak
provadi urcitou kompresi dat. Redukci redundance ilustruje ndasledujici priklad.

llustraéni p¥iklad: Do dvouprvkové abecedy X = {0,1} zakddujte zdrojovou abecedu
Z = {A,B,C,D} srozlozenim P(Z) = (0,5, 0,2, 0,2, 0,1) .
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0 05 A
1 1
0,5
10
0,3 0,5
11
11 0,2 B
100
100 02 C 03
101
101 01 D

Poznamka: Pfi kéddovani do dvouprvkové abecedy nema déleni do skupin (bod 2 vyse po-
psaného algoritmu) vyznam. Zacind se rovnou sloucenim poslednich dvou prvka.

Nejprve spocitdme stiedni entropii a redundanci ve zdrojové abecedé:

H(Z)= —-(0,5-log,0,5+0,2-log,0,2+0,2-log,0,2+0,1-log,0,1) = 1,76

2= 1 - 220,12

p(Z) =1- log, 4 2

Pro vypocet pravdépodobnostniho rozloZeni kédové abecedy vyjadfime N, (stfedni pocet
znakd 0 ve znadce), N (stfedni pocet znakl 1 ve znaéce) a stiedni délku znacky d . Pravdé-
podobnosti pismen zdrojové abecedy, jejich kddovani a pocet nul a jednicek ve znackach
jsou uvedeny v tabulce:

Zdrojovy | P-st Kédova | Délkakédo- | Pocetznaki
znak znaku znacka vé znacky 0 1
A 0,5 0 1 1 0
B 0,2 11 2 0 2
C 0,2 100 3 2 1
D 0,1 101 3 1 2
Stfedni hodnota: 1,8 1,0 0,8

d = 051+02:2+0,2-3+0,1-3=1,8

No= 05-1+02-0+ 02-2+0,1-1= 1,0 poz%:%:g
Ny= 05-0+02-2+02:1+01-2=08 p===2=:
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Nyni jiZ mUZeme spocitat stfedni entropii a redundanci v kédové abecedé:

22— 1 - 22=0,01

5 5 4 4
HOO = = (3-logag+5logzg) = 099 p(N) = 1 ~ Togy2

Redundance 12% ve zdrojovych zpravach se tedy Huffmanovym kédovanim zredukovala na
pouhé 1%.

(Konec ilustra¢niho ptikladu)

Nejjednodussi metoda komprese zalozend na Huffmanové konstrukci probiha ve dvou fazich.
V prvni fazi (prvni prlichod zdrojovym souborem) se vytvofi statistika ¢etnosti zdrojovych
znakd a z ni pak ,kodovaci strom”. Ve druhém prlichodu zdrojovym souborem pak dochazi
ke kédovani (kompresi) vstupnich dat.

Pozndmka: Mezi statistické metody bezeztratové komprese patfi také Shannonovo-Fanovo
binarni kédovani. Od Huffmanova kdédovani se lisi pouze konstrukci (binarniho) stromu.
MnoZina znakl je rekurzivné délena vidy na dvé podmnoziny tak, aby soucet vyskytl znaka
v obou podmnozinach byl , pfiblizné stejny”. Shannon - Fandv kdd ale (na rozdil od Huffma-
nova kddovani) nemusi byt optimalni (tj. nemusi mit minimalni stfedni délku kddové znacky),
proto mu neni tfeba vénovat vice pozornosti.

2.3. Bezpecénostni kédy

2.3.1. Modelové dusledky Sumu

Pfendsend a uchovavana data mohou byt ovlivnéna negativnimi vlivy vnéjSiho prostredi
(v modelu z kapitoly 1.3 Sumem). Tomu lze €elit vhodnym kédovanim, které bude do zprav
pridavat redundandni informace, jez (za urcitych pravdépodobnostnich predpoklad() umozni
dekodéru vyskyt pfenosové chyby detekovat nebo dokonce tuto chybu lokalizovat a opravit.

Budeme predpokladat dva mozné dasledky Sumu:

e zameénu vyslaného znaku za jiny znak
e poruseni synchronizace (tj. ztrata znaku nebo vytvoreni ,faleSného znaku®)

Zaménu vyslaného znaku za jiny znak mUZeme matematicky popsat metodami z kapitoly
1.3.2 . Realnou pric¢inou téchto chyb mlze byt napfiklad vnéjsi elektromagnetické ruseni pfi
prenosu dat na metalickém spoji, kosmické zareni, ale tfeba i tepelny Sum v elektronickych
soucastkach.

Pri¢inou poruseni synchronizace mlze byt napfiklad chyba komunikacéniho adaptéru nebo
chyba nékterého jiného ¢lanku prenosové cesty. Chyby tohoto typu jsou jiného charakteru
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nez zdmeéna vyslaného znaku — vznikaji prevazné nespravnou funkci komponent prenosové-
ho kandlu. Tyto stavy jsou v redlnych prfenosovych systémech rychle diagnostikovany a opra-
veny. Sum typu ,porudeni synchronizace” tedy budeme povaiovat za ,mimofadnou uda-
lost”, kterou je tfeba resit jinymi ndstroji nez kdédovanim.

V dalSich dvahéach tedy budeme predpokladat pouze Sum typu ,,zdména vyslaného znaku”.

Budeme pracovat pouze s blokovymi kddy, tedy s kdédy, kde vSechny kédové znacky maji
stejnou délku. Délku znacky budeme oznacovat n . Budeme pouZzivat termin, kod délky n .

2.3.2. Hammingova vzdalenost a jeji vyznam pro zabezpecéeni

Motivacni priklad: Binarni kddovani hexadecimalnich Eislic.

Z = {0,1,2,3,4,5,6,7,89,A,B,C,D,E,F} ... abeceda zdroje
X = {0,1} e abeceda kanalu

Kédovani kazdému zdrojovému znaku pfifadi fetézec tvoreny znaky z abecedy kanalu.
Vsechny znacky kddu budou mit stejnou délku. Priklady dvou kédovani jsou v tabulce :

Zdrojovy znak Kédova znacka

Kéd 1 Kod 2
0 0000 00000
1 0001 00011
2 0010 00101
3 0011 00110
4 0100 01001
5 0101 01010
6 0110 01100
7 0111 01111
8 1000 10001
9 1001 10010
A 1010 10100
B 1011 10111
C 1100 11000
D 1101 11011
E 1110 11101
F 1111 11110

Kod 1 predstavuje ,,standardni“ reprezentaci Sestnactkovych cifer ¢tveficemi z nul a jednicek.
Lze vytvorit 16 rliznych Ctveric, potfebujeme zakddovat 16 zdrojovych znakd, vSsechny ctvefi-
ce jsou tedy vyuZzity jako kodové znacky. Dlsledkem je to, Ze pfi prenosu libovolné kddové
znacky a pfi libovolné chybé Ize vidy ,chybou ovlivnénou” ctvefici bitl interpretovat jako
kéddovou znacku, po dekddovani tedy prijemce neni schopen zjistit, Ze pfijal jiné zdrojové
pismeno, nez bylo vyslano. Kéd 1 tedy nema Zadnou zabezpeéovaci schopnost.
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Koéd 2 vznikl z kédu 1 tak, Ze kazda ctyrbitovd kddova znacka byla rozsifena o paritu, tedy
o paty bit, jenz byl zvolen tak, aby celkovy pocet jedni¢ek ve znacce byl sudy. Na péti bitech
Ize vytvotit 32 rliznych pétic, ovSem pouze 16 z nich je vyuZito jako kéddové znacky. Mnozina
vSech pétic z nul a jednicek tedy byla rozdélena na dvé (v naSem pripadé stejné pocetné)
podmnoziny: mnozinu kédovych znacéek a mnoZinu nekddovych kombinaci. Disledkem je to,
Ze pfri prenosu libovolné kédové znacky a pti chybé v jednom prvku prendsené znacky de-
kodér rozpozn3, Ze pocet jedni¢ek ve znacce neni sudy, a detekuje pfenosovou chybu. Kéd 2
tedy ma schopnost detekovat jednoduchou chybu, neni ovSsem schopen tuto chybu opravit.
Napf. nekddova kombinace 11111 mohla vzniknout jednoduchou chybou z kédovych znacek
01111, 10111, 11011, 11101, 11110, mohla vzniknout i vicenasobnou chybou z jinych zna-
cek, nelze tedy jednoznacné rozhodnout o tom, jakd kddova znacka byla do kandlu vlozena.

_y 1o log, 16 11

Snadno spocitame redundance obou kéd: p(K;) =0, p(Ky)=1-— mz;sz =1- =
2

Je zfejmé, Ze nenulova redundance kddu souvisi s tim, Ze pro kddové znacky neni vyuZita

celd mnozina vsech n-tic ze znakd 0 a 1.

(Pferuseni motivacniho prikladu)

Predpokladejme blokovy kéd K délky n nad kddovou abecedou T, tedy
KcT" | kde
T" = {t;ty, ....t,| t; €T Vi=1,1,..,n} je mnoZina vsech slov délky n nad T

Pak existuje dvoublokovy rozklad mnoziny T" na kédové znacky K a nekddové kombinace
T —K.

Kodér na strané zdroje dat do sdélovaciho kandlu vklada kédové znacky z mnoziny K , de-
kodér na strané prijemce z kanalu pfijima obecné slovaz T™ .

Prijeti nekddové kombinace, tedy slova z T™ — K znamena, Ze pfi prenosu doslo k chybé,
jinak fe€eno - pfijemce detekuje chybu.

Prijeti kddové kombinace, tedy slova z K znamena presné to, ze bud’ pfi pfenosu nedoslo
k chybé, nebo Ze doslo k takové chybé, kterou dekodér prijemce neni schopen detekovat.

Pfi Uvahach o bezpeénostnich kédech budeme pouzivat formulace typu ,kéd K detekuje t-
nasobné chyby”, respektive ,kdéd K opravuje t-nasobné chyby“. Proto je tfeba jednoznaéné

popsat, co rozumime pod pojmem ,,t-ndsobnd chyba“.

t-ndsobnou chybou rozumime (libovolnou) chybu, kde je pocet chybné prenesenych prvki
mensi nebo roven t .

Nyni jiz miZzeme formulovat odpovéd na otazku Kdy kdd detekuje t-nasobnou chybu?
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Kod K detekuje t-nasobnou chybu praveé tehdy, jestlize je pfi vyslani libovolné kédové znac-
ky a libovolné t-ndasobné chybé prijata vidy nekddova kombinace.

Dasledkem vyse uvedené interpretace pojmu t - nasobna chyba je fakt, Ze napft. z tvrzeni
,kod K detekuje ctyrndsobné chyby” plyne, Ze detekuje i vSechny chyby nizsi nasobnosti,
tedy trojité, dvojité a jednoduché. Jinak feceno — pokud kdd nedetekuje napf. dvojndsobné
chyby, nem(zZe detekovat ani zadné chyby vyssi ndsobnosti.

(Navrat k motivaénimu pfikladu)

V mnoziné kdédovych znacek koédu K, jsou napfiklad znacky 01111 a 10111. Vyslana znacka
01111 se mUze jednoduchou chybou zménit na nekddovou kombinaci 11111, stejné tak se
muzZe 10111 jednoduchou chybou zménit na stejnou nekédovou kombinaci 11111. Je to
mozné proto, Ze se znacky 01111 a 10111 lisi pravé ve dvou prvcich (prvnim a druhém). Je
zfejmé, ze o tom, jaké chyby je kdd schopen detekovat, rozhoduje pocet prvkd, v nichz se
navzajem lisi dvé ,nejblizsi“ znacky. V mnoziné kédovych znacek kédu K, bychom nasli néko-
lik takovych dvojic, jez se lisi pravé ve dvou prvcich, ale nenasli bychom tam zadnou dvojici
znacek, kterd se navzajem lisi v jediném prvku (to nam zajistuje parita).

(Konec motivaéniho prikladu)

Hammingovou vzddlenosti slov u a v (stejné délky n ) se rozumi pocet pozic, v nichZ se slova
u a v lisi. Formalné:

u = u1u2 .un
v = vle .....Un
d(u,v) = card{i | u; #v;,i =1,2,...,n}

Poznamka: Symbol card predstavuje mohutnost mnoziny, v nasem pripadé mohutnost ko-
necné mnoziny, tedy pocet jejich prvka.

MinimdIlni Hammingovou vzddlenosti kodu K se rozumi nejmensi Hammingova vzdalenost
mezi dvéma rdznymi kédovymi znackami kédu K. Formalné:

do(K) = min d(u,v)

u,v €K, u#v

Je zfejmé, Ze o tom, jaké chyby je schopen kdd detekovat, rozhoduje minimalni Hammingova
vzdalenost kddu. Ukazeme si to na nasledujicim nazorném prikladu.

llustracni ptiklad: Bindarni kédy vybrané z {0,1¥ (,navlékani kédu na krychli).

Budeme se zabyvat tfemi bindrnimi kéddy zadanymi mnozinami kédovych znacek:

K, = {000,001,010,011,100,101,110,111}
K, = {000,011,101,110}
{000,111}

&
I
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V nasledujicim obrazku mame vsechny tfi kody graficky zndzornény. Cervené vybarvené vr-
choly krychli predstavuji kddové znacky, bilé vrcholy predstavuji nekédové kombinace.

Z obrazk( jsou zfejmé minimalni Hammingovy vzdalenosti vSech tfi kédu:

do(Ky) = 1 do(Kz) = 2 do(K3) = 3

Z obrdazk( Ize vypozorovat, Ze:

e Kd&d K; nedetekuje Zadné chyby (vSech osm kombinaci je vyuzito jako kédové znacky)

e Koéd K, detekuje jednoduché chyby (neexistuji dvé kddové znacky, které by se lisily
jen v jednom prvku, tj. lezely na jedné hrané krychle; pfi vyslani libovolné kédové
znacky a jednoduché chybé v libovolné pozici vidy vznikne nekddova kombinace)

e Koéd K; detekuje dvojité chyby (Hammingova vzdalenost mezi jedinymi dvéma znac-
kami je 3; trojita chyba uz by z kddové znacky vytvofila jinou kédovou znacku)

Kod K5 je prikladem opakovaciho kédu, v tomto pfipadé s délkou 3.

Je ziejmé, Ze pro delsi kédové znacky a kddové abecedy s vétsim poctem prvkil jiz nejsme
schopni celou mnozZinu kédovych i nekddovych kombinaci srozumitelné znazornit, proto by-
va zvykem v Uvahdch o zabezpecovacich vlastnostech kodl zndzornovat pouze ,,nejuzsi misto
kodu”, tedy praveé ty dvé znacky, které urcuji minimalni Hemmingovu vzdalenost a vSechny
nekddové kombinace lezZici na nejkratsi cesté mezi nimi:

(Preruseni ilustracniho prikladu)
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Zobecnéni:
Blokovy kéd K s minimalni Hammingovou vzdalenosti d, detekuje vSechny chyby s nasob-
nosti t <d, .

Dusledky:
Paritni kéd detekuje jednoduché chyby.
Opakovaci kod délky n detekuje vSechny chyby s ndsobnosti t < n.

Za urcitych pfedpokladt Ize pfenosové chyby nejen detekovat, ale i opravovat.

Budeme predpokladat symetricky binarni sdélovaci kanal s bitovou chybovosti (Bit Error Ra-
te) p a statisticky nezavislé pfenosové chyby. Vyskyt pfenosové chyby vi —tém pfenaseném
prvku n —prvkové znacky tedy nezavisi na tom, zda se chyba vyskytne v jinych pfenasenych
prvcich znacky.

Chybovost p predstavuje pravdépodobnost, Ze pfi pfenosu jednoho konkrétniho prvku doslo
k chybé. Na realnych pfenosovych kanalech chybovost zavisi zejména na odstupu signdlu od
sumu (Signal to Noise Ratio). Za chybovost dostate¢nou k béZznému datovému prenosu, je
povazovana hodnota p = 107% . Kvalitni metalické spoje maji chybovost v fadup ~ 1078,
na optickych vlaknech je dosahovano chybovostiv Fadech p ~ 1071 a7 p = 10712,

Oznaéme symboly py, p1, P2, ..., Py Pravdépodobnosti toho, Ze pfi pfenosu znacky délky n
dojde k bezchybnému prenosu, k jednoduché chybé, dvojité chybé atd., az k chybé ve vSech
n prvcich.

Za vysSe uvedenych predpoklad(i pak mizeme vyjadrit

pravdépodobnost bezchybného pfenosu py:  po = (1 —p)™

pravdépodobnost jednoduché chyby v jednom konkrétnim (i-tém) bitu: p- (1 —p)* 1!
pravdépodobnost chybného pFenosu jednoho bitu ve znaéce p;: p;=n-p- (1 —p)*?
pravdépodobnost dvojité chyby v konkrétni dvojici bitd (i,j): p?- (1 —p)" 2
pravdépodobnost chybného prenosu dvou bitli ve znaéce p,: p, = (72‘) p?2-(1—p)*2

pravdépodobnost chyby s ndsobnosti t : p; = (?) pt-(1—-p)nt

Ndasledujici tabulka ukazuje pravdépodobnosti t — ndsobnych chyb na osmiprvkovych znac-
kach pri chybovostech redlnych komunikacnich kanall zminénych vyse:
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N&asobnost bitova chybovost p
chyby t 1,0E-06 1,0E-08 1,0E-10 1,0E-12
0 0,99999200 0,99999992 1,00000000 1,00000000
1 0,00000800 0,00000001 1,0000E-10 1,0000E-12
2 2,8000E-11 1,0000E-16 1,0000E-20 1,0000E-24
3 5,6000E-17 1,0000E-24 1,0000E-30 1,0000E-36
4 7,0000E-23 1,0000E-32 1,0000E-40 1,0000E-48
5 5,6000E-29 1,0000E-40 1,0000E-50 1,0000E-60
6 2,8000E-35 1,0000E-48 1,0000E-60 1,0000E-72
7 8,0000E-42 1,0000E-56 1,0000E-70 1,0000E-84
8 1,0000E-48 1,0000E-64 1,0000E-80 1,0000E-96

Z tabulky je zfejmé, Ze pravdépodobnosti chyb mensich nasobnosti jsou o mnoho rada vétsi,
nez pravdépodobnosti chyb vysSich ndsobnosti. Tabulka tak ilustruje opradvnénost opravova-
ni chyb na principu nalezeni ,nejblizsi“ kddové znacky ve smyslu Hammingovy vzdalenosti.
Pokud Ize ,nejblizsi“ kédovou znacku uréit jednoznaéné, lze prijatou nekddovou kombinaci
opravit na nalezenou kédovou znacku. Pokud je ,nejblizSich” znacek nékolik, nelze pfijatou
nekddovou kombinaci jednoznaéné opravit.

Muzeme tedy formulovat odpovéd na otdzku Kdy kéd opravuje t-nasobnou chybu?
Kod K opravuje t-ndsobnou chybu pravé tehdy, jestlize pti vyslani libovolné kédové znacky
v e K a pfrilibovolné t-nasobné chybé ma prijaté slovo w e T™ Hammingovu vzdalenost

od vyslané kddové znacky v mensi, nez od libovolné jiné kddové znacky, plati tedy
VxeK: x #v = dv,w) <d(x,w)

Graficky Ize opravovani na principu nalezeni ,nejblizsi“ kddové znacky zndazornit tako:

Obréazek zobrazuje ,nejuzsi misto” kédu. Cervené je znazornéna dvojice kdédovych znacek,
ktera definuje minimalni Hammingovu vzdalenost kédu, bila kole¢ka ohrani¢end plnou ¢arou
predstavuji nekédové kombinace mezi témito kédovymi znackami, tedy ,v nejuzs§im misté”
kddu. Kolecka ohrani¢ena prerusovanou ¢arou naznacuji existenci dalSich nekédovych kom-
binaci na ,cestach kjinym kédovym znackam“. Modré ovaly predstavuji mnoziny vSech
n — tic, které prijemce opravi na stejnou kddovou znacku. Tyto mnozZiny jsou tvoreny vidy
jednou kédovou znackou a vSemi nekddovymi kombinacemi, které jsou této kddové znacce
blizsi nez k jinym kédovym znackam. V pfipadé kddu s minimalni vzdalenosti dy= 5 jsou to
vSechny vSechny kombinace, které maji od kddové znacky vzdalenost mensi nebo rovnu 2.
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Ne vzdy lze vSem nekddovym kombinacim priradit jednoznacné kédové znacky, jak ukazuje
ilustracni obrazek pro kéd se sudou minimalni Hammingovou vzdalenosti:

Zelené zvyraznéna nekddova kombinace ma stejnou Hammingovu vzdalenost od obou kddo-
vych znacek, proto ji neni mozné opravit.

Zobecnéni:

Blokovy kéd K s minimalni Hammingovou vzdalenosti d, opravuje vSechny chyby s nasob-
nosti t < d, /2 . Jinak feceno — ma-li kéd opravovat t — ndsobné chyby, musi mit minimalni
Hammingovskou vzdalenost dy > 2-t+ 1.

Dusledek:
Opakovaci kéd liché délky n opravuje vSechny chyby s ndsobnosti t < (n—1)/2, opako-
vaci kéd sudé délky n opravuje vSechny chyby s ndsobnosti t < (n—2)/2 .

Poznamka: Vyse popsany zpusob opravovani chyb je zalozen na tom, Ze nepredpokladame
vyskyt chyb s vy$si ndsobnosti, nez opravujeme. Znamena to, Ze pokud by pfi pfenosu doslo
k poruseni vétSiho poctu bitl neZz opravujeme, mohlo by dojit k ,,chybné opravé” v tom
smyslu, Ze pfijemce opravi pfijatou nekédovou kombinaci na jinou kédovou znacku, nez byla
odeslana. Prijemce muze (Cisté teoreticky) zvolit i smiSenou strategii, kdy neopravuje viech-
ny chyby, které mu minimalni Hammingova vzdalenost umoznuje. Tim zvysi pocet chyb, kte-
ré je schopen detekovat. Priklad riznych strategii opravy/detekce pro kdd s minimalni vzda-
lenosti dy = 5 znazornuje ndasledujici obrazek:

do=5

3 2
® 0000 @
>

do=5
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5008

do =5

Nevybarvena kolecka uvnitf modrych ovall predstavuji nekédové kombinace, které budeme
opravovat, kolecka mimo tyto ovdly predstavuji nekédové kombinace, které detekuji chybu,
ale nebudou opravovany. Je zfejmé, Ze existuje zavislost mezi ndsobnosti chyb, jez budeme
ve smiSené strategii opravovat a které budeme pouze detekovat. Konkrétné pro dy =5
vidime, Ze budeme-li dvojité chyby opravovat, nelze uz zddné dalsi chyby detekovat, tedy
napf. trojitou chybu muze prijemce opravit Spatné. V pfipadé opravy pouze jednoduchych
chyb ziskdvame moznost detekce trojitych chyb, nebudeme-li opravovat zadné chyby, mu-
Zeme detekovat chyby ¢tyfndsobné.

Nyni jiz mdzZzeme prejit k matematické formulaci toho, co budeme povaZovat za opravovani
chyb (budeme je nazyvat dekddovdni):

Dekddovanim s opravou t — nasobnych chyb budeme rozumét parcidlni funkci
§: T" -» K takovou,7e §(w)=v & dw,v)<t

Samoziejma vlastnost fukce §: § (v) =v VwveK (dekddovani neménikddové znacky)

Poznamka 1: Parcidlni funkci f : A - B se rozumi funkce, u které, na rozdil od (totdini)
funkce, nemusi byt funkéni hodnota definovana pro vSechny prvky mnoziny A.

Poznamka 2: Termin dekddovdni byva zvykem pouzivat i v jiném vyznamu, a to jako ,ex-
trakce” informacni ¢asti ze zakddované znacky, jak uvidime pozdé;ji.

Je zfejmé, Ze dekddovaci funkce § jednoznacné definuje rozklad mnoziny vsech n —tic T™" :
TTl = {Kl' Kz, ey KCCLT’d K KD}I kde

card K je pocet kddovych znacek

K = {v,,v,,....,V.qra k } j€ MnoZina kédovych znacek

K; je mnozina vSech n—tic, které se opravuji na kédovou znacku v;
(Vi=1,2,..,card K)

Kp je mnoZina vSech n —tic, které pouze detekuji chybu a neopravuji se

Prvkem kazdé tfidy rozkladu kromé tfidy K, je pravé jedna kédova znacka a s ni jsou prvky
této tridy i vSechny nekddové kombinace, které se na tuto kdédovou znacku opravuji.
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(Navrat k ilustraénimu pftikladu ,navlékani kédu na krychli“):

V nasledujici tabulce jsou uvedeny dekddovaci funkce & pro vsechny tfi dfive uvedené kédy:

PFijaté trojice w Dekodovaci funkce o
Kéd 1 Kéd 2 Kéd 3
w; 000 v; 000 v; 000 v; 000
w, 001 Vv, 001 X 000
w3 010 V3 010 X 000
w, 011 vy 011 Vv, 011 111
w; 100 Vs 100 X 000
Wi 101 Vs 101 Vs 101 111
w; 110 v, 110 Vs 110 111
Wi 111 Vs 111 X v, 111

Dekddovaci funkce pro kédy 1 a 3 jsou (totalni) funkce, kazdé pfrijaté trojici je jednoznacné
pfifazena kdédova znacka. U kodu 1, ktery pro kodové znacky vyuziva vSechny trojice, je de-
kddovaci funkci identita, u kodu 3 je funkéni hodnota uréena znakem, ktery ma v prijaté tro-
jici vétSinu. Dekddovaci funkce kodu 2 je pouze parcialni funkci, nékteré prijaté trojice nema-
ji pfifazenu hodnotu (kddovou znacku), coz vyjadifuje symbol X na misté funkéni hodnoty.
Podbarvené hodnoty predstavuji kddové znacky, jez pti dekddovani vznikly opravou ptijaté
nekddové kombinace.

Dekddovaci funkce z tabulky jednoznacné definuji rozklady mnoZiny vSech trojic:

Kod 1:
Kazda znacka je samostatnou tfidou rozkladu, K; = {w;} Vi =1,2,...,card K, K, = 0.

Kod 2:
K, = {000} , K, = {011}, K; = {101}, K, = {110} , K, = {001,010,100,111}

Kod 3:
K, = {000,001,010,100} , K, = {011,101,110,111} , K, = 0.

(Konec ilustracniho prikladu ,navlékani kodu na krychli“):

V predchozich odstavcich jsme formulovali podminky, které musi byt spinény, aby kéd opra-
voval nebo detekoval t — nasobné chyby, zatim jsme ale nefesili, jak detekci/opravu realizo-
vat. Obecné Ize konstatovat, Ze porovnavani ptijaté n — tice se vSemi kddovymi znackami je
neefektivni, navic pro kazdou znacku trva rGznou dobu. Jednu z takovych cest naznacuje na-
sledujici algoritmus. Pozdéji se ale seznamime s tfidami kédd, u kterych lze detekci/opravu
chyb realizovat mnohem efektivnéji.
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Algoritmus dekodovani s opravou t-nasobnych chyb na principu nalezeni ,,nejblizsi“ kodo-
vé znacky

Vstupy algoritmu: pfijata n —tice w e T", mnoZina kédovych znacek K, ndsobnost opra-
vovanych chyb t (t < dy(K) /2)

Vystup algoritmu: kédova znacka v € K ,,nejblizsi“ prijaté n —tici w (pokud existuje), tako-
va, ze d(w,v) <t aje minimalni (tj. neexistuje jina kédova znacka
v e K, pro kterou by platilo d(w,?) < d(w,v))

Algoritmus:

1. Pro kod 0 do t provedeme kroky 2 a3
2. Vytvofime mnoZinu 0, < T" jako mnoZinu vsech n—tic ueT™ takovych, Ze
dluw) =k.
3. Pokud je prvkem mnoziny O kédova znacka (tj. 0, N K = {v}), je znacka v vystu-
pem algoritmu, algoritmus konéi.
4. Hledana kédova znacka neexistuje, algoritmus kondi.

2.3.3. Obecné viastnosti linearnich kédu

Detekce nebo opravovani chyb neni principielné nic jiného, neZ rozhodnuti, zda n-tice
weT™ je, ¢i neni prvkem néjaké mnoziny (tj. bud prvkem mnoziny kédovych znacek K,
nebo prvkem néjaké tfidy rozkladu K; ve smyslu kapitoly 2.3.2). Jeden z pfistupu k realizaci
opravovani chyb naznacil vyse uvedeny algoritmus, jinym pristupem muze byt tfeba ,prokla-
dané” prohledavani tabulek, v nichz budou uloZeny (sefazeny podle pravdépodobnosti)
jednotlivé prvky tfid rozkladu T" = {Ky, Ky, ..., K|, Kp}. JiZ dFive jsme oviem konstatova-
li, Ze takové pristupy nejsou optimalni vzhledem k relativni ¢asové narocnosti a nestejné dél-
ce vyhledavacich operaci.

Béhem studia matematiky jsme se ovSem jiz setkali s oblastmi, v nichZ jsme schopni otazku
typu Je x prvkem mnoziny A? rozhodnout ,vypocetné®, tj. s konstantni délkou zpracovani

pro vsechna x , pro které tato otdzka ma smysl.

Motivacni priklad z analytické geometrie v prostoru:

Rovina p prochazejici po¢atkem soustavy soufadnic O je uréena normalovym vektorem 71 .
Ddle je dan bod A . Rozhodnéte, zda bod A lezZi v roviné p .

Reseni: Vytvorfime vektor d jako pravodi¢ bodu A , tedy d = A — 0. Pokud bod A lezi
vroviné p , je jeho privodi¢ d@ kolmy na normalovy vektor 71, skaldrni soudin d@ -7 tedy
bude nulovy. Pokud bod A v roviné p neleZi, svira jeho pravodic¢ s normdalovym vektorem jiny
Uhel neZ pravy, skaldrni souéin d - 7 je proto nenulovy. Plati tedy

Aep © axy'ny+a, n,+a,'n, =0

Zobecnéni: Na tuto geometrickou Ulohu se mizZeme podivat obecnéji, ¢imz uvedeny pfristup
k Feseni rozsifime na Sirsi tfidu aplikaci: MnoZina vsech (realnych) tfiprvkovych vektor( tvori
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linedrni prostor R3. Rovina p prochazejici pocatkem predstavuje linedrni podprostor
L c R3 . Dimenze podprostoru L je 2. Prvky podprostoru L jsou vektory (v nasi geometric-
ké interpretaci pravodice vSech bodU lezicich v roviné p). K podprostoru L existuje ortogo-
nalni doplnék L dimenze 1. Do L patfi viechny takové vektory, je? jsou ortogondlni na
(véechny) prvky podprostoru L (v nasi geometrické interpretaci do L patii viechny vektory
kolmé na rovinu p). Normalovy vektor 7 je pak bazi ortogonalniho doplfiku L.

Z linearni algebry vime, Ze vektor a je prvkem linedrniho podprostoru L pravé tehdy, je-li
ortogonalni na viechny prvky ortogonalniho dopliiku L, co? je pravé tehdy, je-li ortogonaini
na viechny prvky baze prostoru L (a presné to v naéi geometrické interpretaci vyjadfuje ska-
larni soudind - 1 ).

Zavér: Pokud bychom dokazali konstruovat mnoziny kddovych znacek jako linearni prostory,
mohli bychom rozhodovat o tom, zda je pfijata n—tice kédovou znackou, na zakladé ,vypo-

cetniho kritéria“.

Konec motivacniho ptikladu

Linearni prostory jsou konstruovdny nad ciselnymi télesy. Prvnim krokem ke kédlm, které
budou linedrnimi prostory, musi byt ,pfeména“ kédové abecedy T vtéleso. Znamena to
nadefinovat nad prvky abecedy T operace + (secitani) a - (ndsobeni), které budou mit vlast-
nosti télesa (pripomenuti latky z predmétu KMA/LA):

VabeT: 3a+beT (kekaidym dvéma prvkim existuje soucet, je uréen jednoznacné)
VabeT: 3a-beT (ke kaidym dvéma prvkim existuje soucin, je uren jednoznacné)
Vab,c eT: (a+b)+c=a+ (b+c) (asociativnost operace secitani)

Vab,c €T: (a-b)-c=a-(b-c) (asociativhost operace nasobeni)

VabeT: (a+b)=(b+a) (komutativnost operace secitani)

Va,beT: (a-b) =(b-a) (komutativhost operace nasobeni)

Vab,ceT: a-(b+c)=a-b+a-c (distributivhost nasobeni vzhledem ke s¢itani)
30eT VYaeT: a+0 =a (0=neutrdlni prvek vzhledem k secitani; je uréen jednoznacné)
31eT VaeT: a -1 =a (1=neutralni prvek vzhledem k ndsobeni; uréen jednoznacné)
VaeT 3—aeT: a+ (—a) =0 (opacné prvky; jsou uréeny jednoznacné)

VaeT, a#=0 3a eT: a-a!=1 (inverzni prvky; jsou uréeny jednoznaéné)

V pfipadé binarnich kédl vytvorime téleso zavedenim téchto operaci:

+ 0 1 0 1
0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

Opacnym prvkem k O je tedy 0, opacnym prvkem k 1 je 1, inverznim prvkem k 1 je 1.

MnozZina {0,1} s takto definovanymi operacemi seéitdni a ndsobeni byvd oznadovana jako
téleso Z, .
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Abychom mohli mnoZinu kédovych znacek konstruovat jako linedrni prostor, musime nad
n—ticemiz L <T™ nadefinovat operaci @ (secitani prvkl z T™ ) a operaci ® (nasobeni prvku
z L < T™ skaldrem z télesa T), které budou splfiovat podminky kladené na linearni prostor
(dalsi pfipomenuti):

Va,beL: 3a®belL (kekaidym dvéma prvkim v L existuje soucet; a to jednoznacné )
Vab,c eL: (a®b)®c=a®(b®c) (asociativnost operace seéitani)

Va,beL: (a®b)=(b®a) (komutativhost operace seéitani)

d30eL VaeL: a®0 = a (0=neutrdlni prvek vzhledem k secitani; uréen jednoznacné)
VaeL 3—acL: a® (—a) = 0 (opatné prvky; jsou uréeny jednoznacné)

VaeL VteT: 3t®a €L (ndsobenivektoru skaldrem, soucin je urcen jednoznacné)
VabeL Vs, teT: t3(a®b)=t®a ®t®b

VaeL Vs teT: (s-t)®a=5® (t®a)

VaeL Vs teT: (s+t)®a=sQa ® t®a

VaeL : 1®a=a,kdeljejednotkovy prvek télesa T

VaeL : 0®a =0, kde 0 je nulovy prvek télesa T

Je zfejmé, Ze v pripadé souctu dvou n—tic vznikne vyslednda n—tice soucty ,bit po bitu®, Cili
c=a®b © Vi=12 ..,n ¢ = a;+ b; ,kde + je operace secitani nad télesem T.

Poznamka 1: V dalSim textu jiz nahradime oznaceni operatori @ a ® klasickym + a -, pro-
toZze z kontextu bude vidy zfejmé, zda secitdme znacky nebo Cisla (tj. vektory nebo skalary).

Poznamka 2: U mnoziny kddovych znacek prejdeme od oznacdeni K k symbolu K, protoze
kodové znacky jiz nebudou tvofit pouhou mnoZzinu, ale linearni prostor. Analogicky misto

T™ budeme pouzivat T"

Po zavedeni operace secitdni nad znackami mlzeme zacit popisovat kody rovnicemi.

llustracni ptiklad: Paritni kéd a opakovaci kod.

Vratime se ke kdédu 2 z kapitoly 2.3.2 (pouZivané nazvy - paritni kéd nebo také kdd celkové
kontroly parity). Tento kod kdduje hexadecimalni cifry do bindrnich pétic takovym zpUso-
bem, Ze prvni Ctyfi bindrni znaky odpovidaji ,standardni reprezentaci” hexadecimalni cifry
vahovym kdédem 8421, paty (kontrolni) znak je pak zvolen tak, aby celkovy pocet jednicek ve
znacce byl sudy. Pfipomerime nékolik kddovych znacek: 01111 (7), 10100 (A), 11101 (E).

ProtoZe je ve znacce sudy pocCet jednicek, lze je ,posCitat po dvou”. V télese Z, plati
1+ 1 =0, kazda kédova znacka v € K tedy spliuje podminku v; + v, + v3 + v, + v5 = 0.

Dale uvaZujme binarni opakovaci kéd délky 5. Kod obsahuje dvé kédové znacky — 00000
a11111. Protoze jsou vSechny znaky ve znacce opakovanim znaku v, , spliuje kazda kédova
znacka v e K podminky v; = v,, vy = v3 ,v; = vV, , V; = Vs. Tyto rovnice mlZeme
prictenim pravych stran rovnic k obéma stranam rovnic prevést na homogenni rovnice
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snulovou pravou stranou: vy + v, =0, vy +v3=0,v; +v,=0, v + v5=0
(protoZe vtélese Z, plati0O+0=0 al+1=0,platitaké v; + v; = 0).

Jak paritni, tak i opakovaci kdd jsme popsali soustavami homogennich linearnich rovnic —
paritni kod jednou rovnici, opakovaci kéd ¢tyfmi rovnicemi. Tyto rovnice budeme nazyvat
kontrolnimi rovnicemi. Je zfejmé, Ze opakovaci kéd délky n by byl popsan n — 1 rovnicemi;
paritni kod se znackou délky n by mél stdle jen jednu kontrolni rovnici. Pocet kontrolnich
rovnic tedy odpovida poctu znakd, které jsme do znacky ke znaklm, jez ,nesou informaci”
(k informacnim znakdm) ptidali pro dosazeni zabezpecdovacich vlastnosti (pocet kontrolnich
rovnic tedy odpovida poctu kontrolnich znak).

Kédové znacky obou kéda jsou tedy reSenim prislusnych kontrolnich rovnic (jedné rovnice
v pfipadé paritniho kddu a soustavy rovnic v pripadé opakovaciho kodu).

Pfipomenuti ddleZitého poznatku z linedrni algebry: Re3eni soustavy homogennich linear-
nich rovnic o n proménnych tvofi linearni prostor, jenz je podprostorem linearniho prosto-
ruT".

MnoZziny znacek paritniho kédu a opakovaciho kédu tedy tvofi linearni prostory, patfi mezi
linedrni kédy. Dimenze prostoru je dana poctem prvk(, které ve znace mizeme libovolné
volit (tedy téch, které ,,nesou informaci“). Dimenze paritniho kédu délky 5 je tedy 4, dimenze
opakovaciho kédu bez ohledu na délku kédu je 1. n—tice z T™ je kédovou znackou pravé
tehdy, pokud vyhovuje soustavé kontrolnich rovnic.

(Preruseni ilustracniho prikladu)

Binarni kdd K je linedrnim kédem K, jestlize je podprostorem linearniho prostoru Z," .
Dimenzi k linedrniho kédu nazyvame poctem informacnich znakd. Pro linedrni kédy s k in-
formacnimi znaky pak pouzivame nazev linedrni (n, k) kdd.

Dusledky:

Soucet libovolnych dvou kédovych znacek linedrniho kédu je také kédova znacka.

Skalarni nasobek libovolné kédové znacky linedrniho kédu je také kédova znacka (u binarnich
kod( je tento dlsledek nezajimavy).

Soucasti kazdého linearniho kédu je nulova znacka 00....0 .

Vilustraénim prikladu s paritnim a opakovacim kédem jsme poutZili terminy informacni znaky
a kontrolni (zabezpecovaci) znaky. U téchto kodU je rozdéleni znak(i na informacni
a kontrolni zfejmé: paritni kod délky n ma prvnich n — 1 znakl informacnich, posledni, tj.
n — ty znak je zabezpecovaci; opakovaci kdd délky n ma prvni znak informacni, dalSichn — 1
znaku je zabezpecovacich. Jsme tedy schopni informacni a zabezpecovaci znaky rozlisit.

POZOR! Obecné tomu tak byt nemusi. Tvrzeni ,kéd ma k informacnich znak(“ totiz nemusi
znamenat, Ze ve znacce dokazeme rozlisit, které znaky jsou informacni a které zabezpecova-
ci. Pojem ,k informacnich znak(“ vyjadfuje néco obecnéjsiho:
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Blokovy kéd K < T™ délky n ma k informacnich znaki (a n — k kontrolnich znak() pravé
tehdy, jestlize existuje prosté zobrazeni ¢ mnoZiny vSech slov délky k na mnoZinu kéddovych
znacek K , tedy : T* — K.

PouZivana terminologie a znaceni:
Q: T* — K nazyvame kddovdni informacnich znakd
u € T* nazyvame informacni édst
veEK, v= @(u) je kédovd znacka
(n, k) kod je kéd s k informacnimi an — k kontrolnimi znaky

Lze dokazat souvislost mezi minimdlni Hammingovou vzddlenosti kédu d,(K) a poctem kon-
trolnich znaki (n — k) ve znackach: dyo(K) <n—k+1.

Poznamka: Pojmy informacni znaky, kontrolni znaky, (n,k) kdéd jsou obecné, tykaji se
i kédu, které nejsou linedrni.

Paritni kéd délky n je (n,n — 1) kdd, opakovaci kéd délky n je (n,1) kéd. Pozdéji (napf.
v kapitoldch 2.3.6 a 2.3.7) uvidime, Ze existuji kody, u nichZ nékteré informacni znaky nejsou
ve znacce obsazeny ,explicitné”, ale vyskytuji se tam pouze ve formé linearnich kombinaci
s jinymi informacnimi znaky.

Terminologicka poznamka k dekddovani: V kapitole 2.3.2 jsme zavedli pojem dekdédovaci
funkce jako zobrazeni & : T™ — K definované tak, Zze umozrniuje opravy t — nasobnych
chyb. Terminy dekddovdni, respektive dekddovaci funkce byvaji pouzivany i pro funkci
@ 1 K > Tk , kterd zkdédové znalky ,extrahuje” informacni ¢ast. Zpracovani ptijaté
n — tice tedy lze (v idedlnim pfipadé, kdy neexistuji ,neopravitelné” n — tice) popsat takto:

uw =9 (6w)) , kde

w € T™ je pfijata n — tice (ovlivnéna Sumem)
6(w) € K je pfijatda n — tice po opravé chyby (tedy kddova znacka)
u’ € Tk je informaéni ¢ast extrahovana z pfijaté n — tice po opravé chyby

Pripomenuti dalSich dllezitych poznatk( o linearnich prostorech:

Kazdy linedrni prostor je jednoznacné urcen svoji bazi.
Kazdy prvek linearniho prostoru je v dané bazi jednoznacné urcen svymi souradnicemi.

V pripadé linedrnich kédl dimenze k bude bazi tvofit k linearné nezavislych znacek a kazda
kdédova znacka bude jednoznacné urcena svymi souradnicemi, tedy k — prvkovym vektorem,
ktery predstavuje informacni znaky, jez jsou ve znadce zakdédovany. Kodovani informacni
¢asti ¢ ma pak u linedrnich kédu tvar linedrni kombinace bazovych prvk(, kde jako koeficien-
ty kombinace pouzijeme informaéni znaky: v =¢@u) =uy- by +uy- by + -+ uy- by.

Pfi kédovani informacni ¢asti i pfi kontrole prijaté n —tice v linedrnich kédech budeme pra-
covat s vektory a maticemi. PouZivané znaceni vektoru a jejich rozméry:

u typu k/1 (sloupecek o k prvcich) je informacni ¢ast (vektor informacnich znaku)
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v typun/1 (sloupeéek o n prvcich) je kédova znacka (tj. zakédovana informacni
Cast)

e typun/1 (sloupecek o n prvcich) je chybovy vektor

w typun/1 (sloupecek on prvcich) je pfijatd n —tice (w=v +e)

s typu (n — k)/1 (sloupecek o n — k prvcich) je syndrom (vysledek kontroly pfijaté
n —tice)

Vektory budeme obvykle zapisovat ve formé transponovanych fadk@, napt. u = [001110]7
nebo v = [vV; .o.... V|7 .

Kazda kédova znacka linearniho (n, k) kédu K musi byt FeSenim soustavy n — k kontrolnich
rovnic. Matici této soustavy ve tvaru s nulovou pravou stranou nazyvame kontrolni matice
a oznaCujeme ji H . Kontrolni matice H je typu (n — k)/n a jeji fadky jsou bazovymi prvky
ortogonalniho dopliiku k linearnimu kédu K.

Vlastnosti kontrolni matice:

e Radky kontrolni matice jsou linedrné nezavislé
e Slovo w je kédovou znackou praveé tehdy, kdyz jeho soucin s kontrolni matici H - w je
nulovy

Vysledkem kontroly pfijaté znacky kontrolni matici je syndrom s =H -w , ktery je nulovy
pravé tehy, kdyz w € K. Formidlné weK < H -w =0, kde symbol 0 pfedstavuje
»vektorovou nulu“, tj. jeden sloupec o (n — k) fadcich.

Usporadame-li prvky baze linedrniho kédu do matice tak, Ze kazdy bazovy prvek bude rad-
kem této matice, vytvorime tak generujici matici G typu k/n :

b,

] [bn bln]
by bxi i bgn

Potom lze kédovani informaéni ¢asti v =uq- by +uy - by + -+ uy - by vyjadrit ve
formé maticového nasobeni v=GT -u .
Vlastnosti generujici matice:

G =

e Kazdy radek generujici matice je kddovou znackou

e Radky generujici matice jsou linedrné nezavislé

o Kazdé kédové slovo je linedrni kombinaci fadkl generujici matice a je jednoznacné
urceno informacénimi znaky

Vztah mezi kontrolni matici H a generujici matici G

Matice jsou maticemi bazovych prvkd dvou linedrnich prostor(, které jsou navzdjem ortogo-
nalni (G — baze kédu, H — baze jeho ortogonalniho doplriku). Kazdy radek matice H je tedy
ortogonalni na kazdy fadek matice G . Vyjadieme-li toto maticové, plati H - GT = 0, kde
symbol 0 predstavuje nulovou matici typu (n—k)/k.
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Polozme si nyni otazku: Jak k zadané generujici matici G nalézt kontrolni matici H?

Budeme hledat obecny fadek matice H ve tvaru h = [hqh, .......h,] . Skalarni souéin to-
hoto radku s libovolnym z k fadkd matice G musi byt nulovy, ziskdme tak k homogennich
rovnic pro n nezndmych. Re$enim této soustavy je linedrni prostor dimenze (n — k), jinak
feceno ,,(n — k)-parametrické feSeni”. Vhodnou (tj. linearné nezavislou) volbou (n — k) pa-
rametr( ziskdme prvky baze, které pak umistime do radkd matice H . Z uvedeného je zfejmé,
Ze kontrolni matice existuje vidy, neni ale uréena jednoznacné, tj. k jedné generujici matici
muZe existovat vice kontrolnich matic.

(Navrat k ilustraénimu ptikladu Binarni paritni kéd a bindrni opakovaci kod):

Télesem T, nad nimzZ je linedrni kdd konstruovan, je téleso Z, . Zkonstruujeme bazi paritni-
ho kodu délky 4. Pfirozenou cestou je vytvofit ji zakddovanim kanonické bdaze linedrniho
prostoru T¥ , tedy prostoru viech informacnich ¢asti. Do kanonické baze prostoru T patfi
vSechny k —tice, které obsahuji pravé jednu jednicku. Kédova znacka paritniho kédu musi
obsahovat sudy pocet jednicek, kazda znacka baze paritniho kédu tedy bude mit pravé jednu
jednicku v informacnich prvcich a jedni¢ku v kontrolnim prvku:

by = [10001], b, =[01001], bz =[00101], b, = [00011] .

Uk&zka zakddovani informaéni ¢asti u = [1010] prostym vytvofenim linedrni kombincie
bazovych prvki:

Uq b1 + uZ'bz + Uus - b3 + Uy b4_ =
1-[10001] +0 -[01001]+ 1 - [00101]+ 0 -[00011] = [10100]

v

Usporadani bazovych prvkl do generujici matice:

by1 byy bys byy bys 01001
b1 b3z b3z b3y b3s 00101

b4 bi1 b1z b13 by bys 10001
b,|
b, by1 byp baz bay bys 00011

Ukazka zakédovéni informaéni ¢asti u = [1010] maticovym nasobenim v=GT - u :

Vybrané
radky
10007 47 [ 100017 [11 10001
v=GT-u = 8(1)(1)8 19 = |(1)| Prakticky postup: |2L001] (0
oot ] 11 1o YPOstUp: no101| (1] oo101
1111 0 0 00011110
G u [10100] v
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Vypocet v = GT - u se nejsnaze provede tak, 7e se za generujici matici G zapi$e informacni
vektor u jako sloupecek. Pak se sectou ty radky matice G, u kterych je v informacnim vek-
toru znak 1 (viz levd strana fadku s vypoétem v = GT - u).

Kontrolni matice H je matici soustavy homogennich kontrolnich rovnic. Paritni kod délky 5
ma jedinou kontrolni rovnici v; + v, + v3 + v, + vs = 0, kontrolni matice proto bude

H=[11111] .

Dale ukdZzeme kontrolu pfijaté znacky v pfipadé kédové znac¢ky v = [10100]"a jednoduché
chyby ve tfetim prendseném znaku, tj. vypocet syndromu s=H -w :

e = [00100]7T w=v+e= [10100]" + [00100]T = [10000]T

w [10000]T
s=H -w =[11111] - [10000]T = [1] Prakticky postup: H [11111]
Vybrané sloupce [1 ] | [1] s

Vypocet s = H-w lze prakticky provést podobné jako vypolet v = GT - u . Nad kontrolni
matici H se zapiSe prijaty vektor w jako radek. Pak se sectou ty sloupce matice H ,
u kterych je v ptijatém vektoru znak 1 (viz leva strana radku s vypoétem s =H-w).
Syndrom s neni roven nulovému vektoru, z ¢ehoZ pfijemce pozna, Ze pfi pfenosu znacky do-
Slo k chybé.

Stejnym zpUsobem vytvorime bazi opakovaciho kodu délky 5. Kéd ma jeden informacni znak
(k = 1). Kanonickou bazi prostoru T tedy tvofi jediny prvek, a to [1]. Kédové znacka opa-
kovaciho kédu opakuje prvni znak ve viech nasledujicich, jedinym prvkem baze opakovaciho
kédu tedy bude zna¢ka by = [11111]7

Do mnoziny kédovych znagek pak patfi pouze znagéky 0- by = 0-[11111]7 =[00000]7
al-b,=1-[11111]" = [11111].

Pfipomenuti kontrolnich rovnic: v; + v, =0, vy + v3 =0 ,v; + v, =0, vy + v5=0
Matici této soustavy je tedy kontrolni matice H.

11000
10100
10010
10001

UkdZeme kontrolu pfijaté znacky v pfipadé prenasené kédové znatky v =[11111]T
a dvojité chybé ve tfetim a ¢tvrtém prendseném znaku:

e= [00110]" w=v+e= [11111]" + [00110]" = [11001]T

[11001]
11000 11000 0
_|10100] r r 10100 |1
s=H w=|] 00| [11001]" = [0110] o1l 5= 14
10001 10001 0
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Syndrom s neni roven nulovému vektoru, pfi pfenosu znacky tedy doslo k chybé.

(Konec ilustra¢niho prikladu)

V dalsim textu a prikladech jiz nebudeme barevné odliSovat kontrolni prvky znacek, protoze
(jak jsem uZ konstatovali) informacni a kontrolni znaky nemusi byt ,explicitné” oddéleny,
v nékterych kédech mohou nékteré prvky mit soucasné obé role. Barevné oznaceni bude
dale pouzivdno pouze ke zvyraznéni popisovanych souvislosti.

llustracni priklad — podrobnéjsi pohled na generujici matici:

Binarni linedrni kdd je zadan generujici matici

b, 1000011
b,| _ [o100101
~ |[o010110
0001111

Radky matice G4 jsou na prvni pohled linedrné nezavislé, matice je tedy korektni matici ba-
zovych prvku linearniho prostoru dimenze 4. Linearni (7,4) kéd K generovany matici G4 je
linedrnim obalem radkd matice Gy :

K= {V|v=u1 b1+u2' b2+U3' b3+ Uy b4,, vul,uz,u3,U4 € Zz}

Z definice s¢itani vektord (v naSem pfipadé v; = uq - by + Uy - by +uz - bz +uy- by ) je
zfejmé, Ze j —ty sloupec generujici matice definuje, sectenim kterych informacnich prvkd
vznikne j —ty prvek kédové znacky w. Jinak fe¢eno — podle sloupcli generujici matice Ize
napsat ,vytvorujici rovnice” pro jednotlivé prvky kédové znacky v. V nasem pfipadé

V1 = Uq B Vy = Uy ) V3 = U3 , Vg = Uy
Vg = Uy +u3+U4 , Ve = Uq +U3+u4 , V7 = Uq +u2+u4_

Pokud je na pravé strané ,vytvofujici rovnice” prvku v; jediny prvek u;, je zfejmé, ze je
v prvku v; ,Cisté” pfenasen informacni prvek u;. Pokud je na praveé strané soucet vice infor-
macnich prvkd, je prenasena linearni kombinace informacnich prvka.

Uvazujme jiny linedrni (7,4) kod generovany matici G, :

b, 1101000

G = bz‘__lo110100
2 ~ loo11010
0001101

| u této matice jsou radky zjevné linearné nezavislé, matice je tedy korektni generujici matici
linedrniho kodu. Podle sloupcli matice G, napiSeme , vytvorujici rovnice” vektoru v:

V1 = U ) v2=u1+u2 B V3 = U, +u3 ) Vg = Uq +u3+u4
Vg = Uy +u4_ , Vg = Uz , V7 = Uy
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Z rovnic je zfejmé, Ze v prvcich vy, Vs, v, jsou pfenaseny informacni znaky ,pfimo“, je ale
vidét i to, Ze informacni znak u, neni ve znaéce obsazen ,v Cisté podobé”“, pouze je pfenasen
ve trech linearnich kombinacich. Pfesto ovsem fikame, Ze tento kéd ma ctyfi informacni zna-
ky, protoZe je Ize jednoznaéné zakddovat (existuje zobrazeni T* — K). Nap¥. informaéni ¢as-

ti u =[1110] bude odpovidat znacka

1101000] [1 1101000
0110100( |1 0110100
0011010 |1 0011010
0001101110

=

v=-Gr-u=

[1000110]7

Tento kod je prikladem cyklického kodu (viz 2.3.7), dekédovanim znacek se v tuto chvili za-
byvat nebudeme.

(Konec ilustracniho prikladu)

Velky prakticky vyznam maji systematické kody, coz jsou kddy, kde jsou informacni znaky
umistény na zacatku znacky pfi zachovani jejich poradi, platitedy v, =u;, v, =uy, ........ ,
vV, = Uy . Generujici matice systematického kodu ma tedy tvar

10.....0 b11b12 ....-bl(n—k)]

01 O b21b22 .....bz(n_k)l
| = [I.|B] ,

[
I
G = |
100 ...1 brybiz - Bgnoro )
kde I, je jednotkovd matice fddu k a matice B typu k/(n — k) predstavuje blok, ktery
generuje kontrolni prvky tak, Ze pro i > k plati v; =uy - by +uy - by + - +uy - by,.

Vyhodou systematickych kédu je to, Ze vypocet kontrolnich prvkd mUze probihat paralelné
s vysilanim informaéni €asti, a snadnd realizace zobrazeni ¢ ™1 (extrakce informaéni &asti =
odfiznuti kontrolnich prvk(). Lze dokdzat, Ze k systematickému kodu s generujici matici ve
tvaru G = [I, | B] je jednou z kontrolnich matic matice ve tvaru H = [-BT|I,,_;] . Tento
tvar je u systematickych kédl povazovan za standardni tvar kontrolni matice.

Poznamka: Pro binarni kédy nad télesem Z, je znaménko — u matice BT nadbyteéné (kazdy
prvek télesa Z, je opacny sam k sobé) nicméné tento tvar kontrolni matice je obecny pro
linearni kody nad jakymkoli kone¢nym télesem, a pro ta uz tvrzeni v zavorce neplati.

Vtextu kapitoly 2.3.2 jsme definovali minimalni Hammingovu vzdalenost kdédu jako
do(K) = min,, ex wzy d(u,v), tedy jako vzdalenost dvou ,nejblizSich” kédovych znacek.
Pokud bychom méli z mnoziny kddovych znacek zjistit minimdlni Hammingovu vzdalenost,
stacil by na to jednoduchy algoritmus, ktery by dvojitym cyklem prochazel vSechny navzajem
razné dvojice znacek a jejich vzdalenost by porovndval s dosud nalezenou minimalni vzdale-
nosti.
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Pokud bychom védéli, Zze kéd je linearni, mohl by diky linearité byt algoritmus jesté jedno-
dussi:

Pfedpoklddejme, Ze u a v jsou praveé ty dvé kddové znacky, které urcuji minimalni vzdale-
nost dy,(K). Protoze je kdd linearni, jsou kodovymi znackami i ,opacnd” znacka -u
a ,souttovd znatka“ v+ (-u) = v—u. Plati

do=dwu,v)=dlu—uw,v—u)=d0,v—u)=|lv—u| , kde

|lv —ul|| predstavuje pocet nenulovych prvkd ve znaéce v — u, tj. Hammingovu vdhu
znacky v —u

llustrace platnosti vztahu d(u,v) = d(u+x, v+ x) :

u = [110101]7 x = [101110]7 u+x = [011011]7

v = [010110]T v+x = [111000]"
Rozdily: I Lo
d(u,v) =3 dlu+x,v+x)=3

Vidime, Ze pficteme-li ke dvéma znackdm stejnou n — tici, liSi se ,,souctové znacky” stdle ve
stejnych pozicich, Hammnigova vzdalenost tedy z(stava stejna.

Zavér: Minimalni Hammingova vzdalenost linearniho kédu je rovna minimalni vaze nenu-
lové znacky.

K nalezeni minimalni Hammingovy vzdalenosti z mnoziny kédovych znacek by tedy stacil jed-
noduchy cyklus, ktery by prosel vSechny nenulové kédové znacky a jejich vahu by porovnaval
s dosud nalezenou minimalni vahou.

Opravovani chyb pomoci syndromu

Pfi kontrole pfijaté n—tice nds zatim zajimalo pouze to, zda je syndrom s = H - w nenulovy,
coz by znamenalo, Ze pfi pfenosu doslo k chybé. V nasledujicich Uvahach budeme zkoumat,
zdy by nebylo mozné vyuzit hodnoty syndromu k lokalizaci (a tedy i k ndsledné opravé) chy-
by. Pfijata n—tice vznikne z vysilané kédové znacky pri¢tenim chybového vektoru (ten pred-
stavuje abstraktni popis konkrétniho projevu Sumu). V dasledku linearity kodu pak plati:

s=H-w=H-(v+te)=H-v+ H-e=0+H-e=H-e
Soucin H - v je nulovy, protoZze v je kédovou znatkou (W€K < H -v=0) .

Zavéry: U linearnich kédl syndrom zavisi pouze na chybovém vektoru a nezavisi na prena-
Sené kodové znacce.

Linearni kéd neni schopen odhalit chyby s chybovym vektorem ve tvaru kédové
znacky.

Prvni zavér nabizi lakavou myslenku - podle syndromu urcit chybovy vektor. Budeme néso-
beni chybového vektoru e matici H chapat jako zobrazeni w takové, ze w(e) = H- e . De-
finiénim oborem zobrazeni w je pak mnoZina vSech chybovych vektord o n prvcich, oborem
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hodnot mnoZina viech syndrom@l o n —k prvcich, tedy w: T™ — T" % . Chceme-li ze
syndromu ,,zpé&tné“ uréit chybovy vektor, potfebujeme k tomu inverzni zobrazeni w™?! . Uvé-
domime-li si oviem, Ze defini¢ni obor ma v pfipadé binarniho kédu 2™ prvk(, obor hodnot
2™k prvkd, vidime, ze ma definiéni obor vice prvk( nei obor hodnot, zobrazeni tedy neni
injektivni a inverzni zobrazeni ™! neexistuje.

llustracéni priklad :

Binarni linearni kdd je zadan kontrolni matici

H = {0110011

1010101

0001111]

Spocitame syndromy pro rGzné chybové vektory — nejprve pro vSechny jednoduché chyby:

e = [1000000]" s =[001]T
e =[0100000]7 s =[010]T
e = [0010000]" s =[011]T
e = [0001000]" s =[100]T
e =[0000100]7 s =[101]T
e = [0000010]7 = [110]
e =[0000001]7 s=[111]T

Budeme pokracovat syndromy dvojitych chyb:

e =[1100000]7 s =[011]T
e = [1010000]7 s =1[010]T

Vidime, Ze syndromy, které jsou generovany jednoduchymi chybami, jsou jedineéné a tvori
mnoZinu vsech nenulovych syndrom( (POZOR! Neni to obecna vlastnost linedrnich kédd, je
to dano konkrétni kontrolni matici ze zadani). Dvojité chyby (ani Zddné chyby vyssi ndsobnos-
ti) tedy uz nemohou vygenerovat zadny ,,novy“ syndrom.

Pokud bychom se v predpokladech omezili jen na jednoduché chyby s tim, Ze chyby s vyssi
nasobnosti nemohu nastat, bylo by mozné ze syndromu jednoznacné uréit chybovy vektor.

(Preruseni llustracniho prikladu)

Na zdkladé ilustra¢niho prikladu mizeme konstatovat, Ze zobrazeni w jednoznacné definuje
rozklad mnoziny vSech chybovych vektorli na n — k tfid. Kazdému syndromu odpovida jed-
na tfida, do niz patfi vSechny chybové vektory, které tento syndrom generuji. Z kazdé tridy
vybereme chybovy vektor é} s nejmensi Hammingovou vahou (budeme jej nazyvat repre-
zentant chybové tridy). Vzhledem k pravdépodobnostnim predpokladim zdlvodnénym
v kapitole 2.3.2 je reprezentant chybové tfidy nejpravdépodobnéjsim chybovym vektorem.
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Za téchto predpokladil Ize zobrazeni w™?! jednoznaéné definovat tak, Ze syndromu pfifadi
reprezentanta prislusné chybové tridy:

Zobrazeni w™1:

Syndrom: S, S, S3 . S
Reprezentant: el e, e; SRR - S

Opravu chyby pak provedeme takto:
s=H-w=s; , 9vP=w-owl(s))=w—¢ , kde

¥ je opravena kddova znacka (z praktického pohledu nejpravdépodobnéji odesilana kddova
znacka)

Je zfejmé, Ze tfidou odpovidajici nulovému syndromu je mnozina kédovych znacek K a jejim
reprezentantem je nulova znacka.

(Navrat k llustraénimu ptikladu)

Je zfejmé, Ze reprezentanty chybovych tfid jsou nulovy vektor (pro tfidu odpovidajici nulo-
vému chybovému vektoru) a vSechny chybové vektory s Hammingovou vahou 1.

(Konec llustraéniho prikladu)

PFi opravovani chyb na zakladé syndromu musi mit mnoZina vSech moznych syndrom( pfine-
jmensim stejné prvkl, jako ma mnozina vsech pripustnych chybovych vektor(.

Uvazujeme-li binarni linearni kéd, existuje 27K riiznych syndromd.

Chceme-li opravovat jednoduché chyby, potifebujeme k jejich lokalizaci jeden (nulovy) syn-
drom pro nulovy chybovy vektor (tj. bezchybny prenos) a n dalSich rlznych syndrom( pro
rozli§eni chybovych vektor( s vahou 1. Musi tedy platit nerovnost 2" >1 4 n.

Chceme-li opravovat dvojité chyby, potfebujeme jeden syndrom pro bezchybny prenos, n
syndromU pro rozliSeni chybovych vektord s vahou 1 a (721) dalsich rGznych syndrom( pro
rozli$eni chybovych vektord s vahou 2. Musi tedy platit 2°°X > 14+ n + (721)

Analogicky mizZeme vztah pro pocet syndromu (a tedy i pocet kontrolnich znakt) potfebnych
pro opravu obecnych t —nasobnych chyb: 2% X > 1 4+ n + (’21) + o+ (’Z) .

Vyse uvedené vztahy dokladuji, Ze pocet kontrolnich prvkl je determinovan poctem infor-
macnich prvkl a nasobnosti opravovanych chyb.
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2.3.4. Hammingovy kédy

Hammingovy kody jsou kddy, které opravuji jednoduché chyby a pfitom maji minimalni re-
dundanci.

Pfedpokldadejme, Ze pti prenosu kédové znacky v doSlo k jednoduché chybé repre-
zentované chybovym vektorem e; = [0...010 ...0]7 s jedni¢kou v i-tém znaku. Pfijatou n-
tici w pak lze vyjadrit jako w =v + e; aplati

s=H -w=H-(v+e)=H-v+ H-e,=0+H-e;= H,; , kde
H,; predstavuje i-ty sloupec kontrolni matice H .

V pfipadé jednoduché chyby v i-tém prvku ma tedy syndrom hodnotu i-tého sloupce kon-
trolni matice (ndsobime-li matici vektorem s jedinym nenulovym prvkem, jenz ma hodnotu
1, je vysledkem ,vybrand” fada matice).

Dusledek: Vlastnosti kontrolni matice kédu pro opravu jednoduchych chyb

e nesmi obsahovat nulovy cloupec H.,; #0 vi=12,..,n
e nesmiobsahovat stejné sloupce H.,; #H,; Vij= 1,2,..,n, i #]j

Je zfejmé, Ze v pripadé nedodrzieni prvni podminky by ptijemce nerozliSil chybu v i-tém prv-
ku od bezchybného prenosu, v pfipadé nedodrieni druhé podminky by pfijemce nedokazal
rozlisit chybu v i-tém prvku od chyby v j-tém prvku.

Hamminguv kdéd je binarni kéd, jehoz kontrolni matice obsahuje ve sloupcich (pravé jen)
vSechna nenulovad slova dané délky a Zadné z nich se neopakuje.

Pro zkraceni zapisu budeme pro pocet kontrolnich prvkd pouzivat symbol r (r = n — k). Pfi
daném poctu kontrolnich prvk( r ma tedy kontrolni matice Hammingova kédu 2F — 1 (rdz-
nych) sloupct (2" je pocet vsech binarnich slov délky 7, musime ale odpoditat nulové slovo,
které byt sloupcem kontrolni matice nemuze). Pocet sloupcli kontrolni matice je stejny jako
pocet znakd v kédové znacce, tedy n = 2" — 1 . Z celkového poctu n znakl ve znacce jich
ovéem je r kontrolnich, informacnich znakd tedy bude k=n—r=2"—1—1r (lastéji
byva tento vztah uvddénvetvaru 2" =k+r+1 ).

Na zakladé vyse uvedenych vztahi mazeme zadit pocitat parametry (n, k) Hammingovych
koda (je vidét, Ze s rostoucim r roste informacni pomér k /n, tedy efektivita kodu):

2 n k (k) k/n
8 7 4 (74) 057143
16 15 11 (15,11) 0,73333
32 31 26 (31.26) 0,83871
64 63 57 (63,57) 0,90476

o b w (R

atd.
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llustraéni priklad (Hammingav kéd (7,4) )

S kontrolni matici Hammingova kdédu jsme se jiz setkali v poslednim ilustraénim pfikladu
v kapitole 2.3.3 :

H = {0110011

1010101

0001111]

Na poradi sloupct v kontrolni matici nezalezi. VysSe uvedena kontrolni matice je matici ne-
systematického kddu, ktery ma tu vlastnost, Ze v pfipadé jednoduché chyby je syndrom bi-
narnim vyjadrenim &isla sloupce, v ném# chyby vznikla. Cast&ji se s Hammingovym kédem
(7,4) potkdvame jako s kddem systematickym s maticemi ve tvaru

1000 011 0111 100
0100 101

G= H = 11011010
0010 110 1101 001
0001111

respektive v podobé cyklického Hammingova kédu (7,4) (o cyklickych kédech pojednava
kapitola 2.3.7):

1000101 1110 100
0100111

G= H = 10111010
0010 110 1101 001
0001 011

(Konec ilustracniho prikladu)

Vytvoreni generujicich a kontrolnich matic systematickych Hammingovych kéda je obecné
velmi jednoduché. Pro zadany pocet kontrolnich prvkl r zrovnosti 2' = k +r + 1 spodi-
tame pocet informacnich znakll k . Generujici matice tedy bude mit k radkd a k + r sloup-
cd. V ,levé ¢asti“ generujici matice bude blok I, jednotkové matice fadu k . ,Pravou ¢ast”
matice (tedy v ilustra¢nim pfikladu podzlucenou ,submatici“ B z vyjadieni obecného tvaru
generujici matice systematického kddu) vytvorime tak, Ze do jejich fadkd umistime vSechny
r — bitové fetézce, obsahujici alespon dvé jednicky (tedy binarni rozvoje Cisel, jez nejsou
mocninami dvou). Do k radkd umistime postupné vsechny takové kombinace (Zadnd nebude
nepouZita, zadna nebude pouZita dvakrdt). Proc pravé retézce s alespon dvéma jednickami?
ProtoZe v kontrolni matici se submatice B objevi transponovana, jeji fadky se stanou sloupci
systematické kontrolni matice a vté jsou uZ sloupce s pravé jednou jedni¢kou obsaZzeny
v ,pravém bloku”, tj. v jednotkové matici I,_, fddun —k . Na poradi fadk( matice B ne-
zalezi, nicméné byva dobrym zvykem uvadét rozvoje vhodnych Cisel v rostoucim poradi, tj.
po fadcich X,X,3, X,5,6,7, X,9,10,11,12,13,14,15, X,17,....... ), jak je vidét v prvni generujici ma-
tici systematického (7,4) kédu. Kontrolni matici pak vytvofime standardnim postupem jako
H = [_BTl Iy k]

Minimalni vzdalenost Hammingova kddu je rovna minimalni vaze nenulové kédové znacky, je
tedy 3. Pro¢? VSechny znacky, které jsou v fadcich generujici matice G, maji vahu pfinej-
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mensim 3 (jedna jednicka v informacni ¢asti a minimalné dvé jednicky v kontrolni ¢asti). To
samo o sobé k tvrzeni o minimalni vaze vSech znacek koédu nestaci, musime jesté prozkou-
mat ivSechny linedrni kombinace radk( matice G. Soucet dvou fadkd matice G ma
v informacni ¢asti dvé jedni¢ky a v zabezpecovaci ¢asti minimalné jednu dalsi jednicku, pro-
toze vSechny radky submatice B jsou rGzné. Secteme-li tfi nebo vice radkd matice G, mame
»potrebné” tfi jednicky uz v informacni ¢asti. Zavér: v Hammingovych kédech neexistuji ko-
dové znacky, které by mély jednu nebo dvé jednicky, minimadlni vzddlenost Hammingova
kddu je tedy 3.

Perfektni kédy

Hammingovy kédy maji duleZitou vlastnost: vsechna slova vahy t < 1 jsou reprezentanty
chybovych tfid, tj. tfid rozkladu podle zobrazeni w, kde w(e) = H - e . Jinak feceno — kaz-
dému syndromu pfislusi jedine¢ny chybovy vektor vahy t < 1 a naopak kazdému chybovému
vektoru vahy vahy t < 1 pfislusi jedineény syndrom. Dusledkem této vlastnosti je fakt, ze
maji Hammingovy kédy nejmensi redundanci ze vSech kddl pro opravy jednoduchych chyb.
Takovym kédiam tfikdme perfektni kody. Obecné:

Linearni kéd je perfektni pro opravy t —ndsobnych chyb , jestlize vSiechna chybova slova vahy
<t jsou reprezentanty chybovych tfid.

Kromé Hammingovych kédh patfi mezi perfektni kédy jesté opakovaci kdd s lichou délkou
znacky n=2-t+ 1 (opravuje t —nasobné chyby) a Golaylv kdd (opravuje trojité chyby).
Jiné perfektni bindrni kédy neexistuiji.

Jak postupovat, pokud mame vytvofit kéd pro opravu jednoduchych chyb pro obecny pocet
informacnich prvk( k ? Pocet kontrolnich znakd r kédu pro opravu jednoduchych chyb (bez
poradavku na minimalni redundanci) musi vyhovovat nerovnosti 2" > k +r + 1. Najdeme
tedy nejmensi fislo r , které je feSenim nerovnice. Generujici matici vytvofime stejnym po-
stupem jako u Hammingovych kédU s tim rozdilem, Ze (v pfipadé, ze 2" # k +1r + 1) nevy-
cerpame vsechny r — bitové retézce s alespon dvéma jednickami (fadkd v submatici B je
méné nez retézcl s touto vlastnosti).

llustracni priklad:

Navrhnéte systematicky kéd pro kédovani Sestibitovych informacnich ¢asti, ktery bude opra-
vovat jednoduché chyby.

Nejprve zjistime potiebny pocet kontrolnich znak:
2">k+r+1 = 2'=z26+r+1=> 2'>2r+7 = r =4 (nejmensivyhovujicir)

Vyse popsanym postupem vytvoFime generujici matici G, kontrolni jako H = [-BT | I,,_; ] .
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1100000 00117

010000 0101 000011 1000
G = 001000 0110 H = 011100 0100

0001000111 101101 0010

0000101001 110110 0001

1000001 1010-

Ke stejnému vysledku bychom dosli zkrdcenim Hammingova kédu (15,11) (Zadny
z Hammingovych kddl s mensim r k zabezpeceni 6 informacnich znakl nestaci). Zkrdcenim
budeme rozumét to, Ze z generujici a kontrolni matice kodu (15,11) vypustime ty Fady (tj.
radky a sloupce v matici G(y511) , respektive sloupce v matici Hys11) ), které odpovidaji ne-
vyuZitym informacnim prvkdm. Z matice G(y511) tedy vypustime Fadky 7 aZ 11 a sloupce 7
az 11, v matici Hys 11y pak vypustime sloupce 7 aZ 11. V nésledujicich maticich Hammingova
kédu (15,11) jsou Fady, které budou vypustény, podbarveny. Nepodbarveny ,zbytek” matic
pak tvofi vySe uvedené matice G a H , ke kterym jsme jednodussi cestou dosli vyse.

110000000000 00117
01000000000 0101
00100000000 0110
00010000000 0111
00001000000 1001
G = 100000100000 1010 H=
00000010000 1011
00000001000 1100
00000000100 1101
00000000010 1110
00000000001 1111

00001111117 1000
011100011171 0100
10110170011 0010
110110710101 0001

(Konec ilustrac¢niho prikladu)

Rozsifeni kodu

Linedrni kod s lichou minimalni vzdalenosti d, lze rozsifit tak, Zze ke kazdé kédové znacce
pridame dalsi kontrolni prvek — celkovou kontrolu parity, tj. doplnéni znacky tak, aby méla
sudy pocet jedni¢ek. Minimdlni Hammingova vzdalenost rozsifeného kddu pak bude dy + 1.
POZOR! Rozsiteni kddu se sudou minimalni vzdalenosti tuto vzdalenost nezvétsi!

llustraéni ptiklad (rozifeny Hammniglv kéd (8,4):

1000 011 1 0111 1000 0111100 0

_ |o1001011 _ |1011 0100 _|1011 0100
G = Hy = H, =

0010 110 1 1101 0010 1101 001 0

00011110 1110 0001 11111111

Generujici matici kddu jsme vytvorili tak, Ze jsme kazdou bazovou znacku (tj. kazdy radek
matice G) rozsifili o paritni znak (modie podbarvené kontrolni prvky). Zluté podbarvené prv-
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ky predstavuji blok B, ktery generuje kontrolni prvky ,standardniho“ Hammingova kdédu
(7,4).

Kontrolni matici Hy vytvofime standardné jako Hy = [—BT| I, |. Zluté a modre podbar-
vené prvky v kontrolni matici ilustruji transpozici bloku B (u kédu (8,4) je uz ovéem tento
blok tvofen nejenom Zlutym blokem B ,vychoziho“ kédu (7,4) , ale i modrym sloupcem pa-
ritnich prvka).

Jind kontrolni matice H, byla vytvorfena na zadkladé toho, Ze jsme rozSitujici kontrolni znak
definovali jako celkovou kontrolu parity. K pdvodnim tfem kontrolnim rovnicim jsme doplnili
Ctvrtou kontrolni rovnici v, + v, + v3 + v, + V5 + Vg + v; + vg = 0. Prvni tfi kontrolni rovni-
ce se nezménily (nové pfidany paritni prvek nezabezpecuji; tomu odpovidaji Sedivé podbar-
vené nuly), zelené podbarvené jednicky vyjadfuji pfidanou rovnici celkové kontroly parity.

(Konec ilustrac¢niho ptikladu)

2.3.5. Golayovy kédy

Golaylv kdd G,3 je systematicky bindrni kod s délkou znacky 23 znakd. Je to perfektni kéd
pro opravu trojitych chyb, ma tedy minimalni redundanci. Jeho generujici matice je typu
12/23 a ma tvar

1100000000000 11011100010

010000000000
001000000000
000100000000
000010000000
000001000000
000000100000
000000010000
000000001000
000000000100
000000000010

1000000000001

01101110001
10110111000
01011011100
00101101110
00010110111
10001011011
11000101101
11100010110
01110001011
10111000101

111111111114

=[112|

B

11....1

]

kde Zluté podbarvena &vercova submatice B fadu 11 je tvorena cyklickymi posuvy prvniho
radku, tedy slova 11011100010 . Pro pfiznivce , opravdové matematiky”: Jednicky v prvnim
radku v posouvaném slové jsou v pozicich i, jez jsou kvadraty prvka v télese Z,, (pozice jsou
indexovany zlevajako0 123 .........
GolayQv kéd G4 vznikne rozsifenim kédu Go,3 o celkovou kontrolu parity (modfe podbarve-
ny sloupec). Jeho generujici matice je tedy typu 12/24 a ma tvar
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Oznaceni sloupcli a fadkd matice jsme zavedli proto, abychom mohli popsat dlezité vlast-
nosti kédu G,, , které pozdéji vyuzijeme pfi dekédovani. Symbolem B oznaéime ,zabezpe-
Covaci ¢ast” matice G,4 (tj. vSechny prvky podbarvené Zluté, zelené a modie). Symboly b;
(respektive c;) oznaduji sloupce (respektive fadky) submatice B.

Generujici matice G4 ma nékolik ,,pozoruhodnych” vlastnosti, které Ize principielné jedno-
duse (nicméné pracné) ovérit:
e v kazdém radku zZluté podbarvené ¢vercové submatice B je Sest jednicek
e v kazdém radku matice G,4 je tedy nejméné osm jednicek (u fadka 0 az 10 pribude
jednicka v informacni ¢asti a parita; radek 11 ma dokonce 12 jednicek)
e kazdé dva radky submatice B maji praveé tfi spolecné jednicky
e kazda linedrni kombinace radkd matice G4 ma nejméné osm jednicek
e vdha kazdého kédové znacky kédu Go4 je ndsobkem 4
e pro kazdé dvé znacky u,v € K plati iz;‘l u; - v; =0, kod je tedy podprostorem
svého ortogonalniho doplriku; protoze je dimenze kédu G,4 12, ma jeho ortogonalni
doplnék stejnou dimenzi (24 — 12 = 12) , tudiz kdd G4 je ,, dopliikem sebe sama“
(samodudini kéd), tj. jako kontrolni matici Ize pouZit matici generujici - Hyy = Goy4.

Dusledky:

e kdd G4 ma minimalni Hammingovu vzdalenost 8
e je-li kédovou znackou slovo

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! T
[ Wo Wi Wy WaWaWsWeWyWeWoWs oWy Wo W'y W Waw'y ws w'sw'; w'g Wi w'iow'ss |
pak, je kédovou znackou i slovo

! 14 14 14 ! ! ! ! ! ! ! ! T
[Wow 1o Wow'gW'; W Wsw'y wis w w'iw's s wowy g wo Wewy; we wswy wa wy wywy |

Jinak feceno — provedeme-li v matici G4 permutace sloupct
Ay < bo, a;p < b11 a a; <& bll—i Vi= 1,2, ,10 ,

zGstavaji vlastnosti kddu zachovany. Tuto vlastnost vyuziva dekddovaci algoritmus.
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Vistnosti Golayova kédu G5

kdd G,3 ma minimdlni Hammingovu vzdalenost 7, opravuje tedy trojnasobné chyby
(kazdé slovo vahy t < 3 generuje jiny syndrom)
pocet riznych syndromi v kédu G,3 je 2" = 211
pocet rliznych slovvahy t < 3 je
23-22 | 232221 _

23 23 23! 23!
1+23+(H)+ (%) = 1+23 45—+ =1+ 23+ =+ ==

=1+23+23-11+23-11-7=1+23+253+1771 = 2048 = 211

existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi syndromy a (chybovymi) slovy vahy

t < 3;slovavahyt < 3 jsou tedy reprezentanty chybovych tfid, kéd G5 je tedy per-
fektni pro opravu trojnasobnych chyb

Dekddovani Golayova kodu G4

Dekddovani Golayova kédu G,4 probiha ve tfech krocich:

Prvni krok: Provedeme vypocet syndromu s = H -w (syndrom s je sloupec o 12 prvcich).

Druhy krok: Provedeme vypocet pomocnéhoslova t = B s, kdet = [tot; ....t11]7 je
sloupec 0 12 prvcich a B je ,zabezpedovaci ¢ast“ matice Gy .

Treti krok: Provedeme vypocet reprezentanta chybové tfidy € (sloupce o 24 prvcich) timto
zplGsobem:

prozkoumame vahy téchto 26 slov: s,t,s+b; a t+ cl-T Vi=0,1,..,11 ,kde b;
je i —ty sloupec submatice B a ¢; je i —ty Fadek submatice B

je-li vaha syndromu |[|s|| < 3, vytvofime chybovy vektor & jako

~ s

€= [0] = [50515253545556575859510511 000000000000]"

je-li vaha pomocného slova ||t|| < 3, vytvofime chybovy vektor € jako

e= [(:] = [000000000000 tyt totstststst tatotiotis]”

je-li pro néjaky index i vahaslova ||s + b;|| < 2, vytvofime chybovy vektor & jako
e § + b. i 7 G 7 . oy . , . .
e =\ 4 ‘] , kde d; je sloupec o 11 prvcich, ktery ma jedni¢ku v i —té pozici
i
a vSechny ostatni znaky jsou nulové
je-li pro n&jaky index i vahaslova |t + ¢f || < 2, vytvoFime chybovy vektor & jako

~ [di
e =

- CT] , kde d; ma stejny vyznam jako vyse.
i

Byl-li spInén pfedpoklad, Ze doslo k trojité chybé (tj. vdha chybového slova ||e]|| < 3), pak
je splnéna pravé jedna z vyse fomulovanych podminek a slovo ¥ =w — € je rovno vysla-
nému slovu v .

Pouziti Golayova kddu
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Kéd G,, byl uspésné pouzit ke kédovani pfi pfenosu stovek barevnych obrazk( Jupitera
a Saturnu, které na zaCatku osmdesatych let pofizovaly vesmirné sondy Voyager 1 a 2. Dod-
nes je tento kdd soucasti nékterych komunikacnich standardd U.S. Army a komunikacnich
postupl v civilném letectvi.

2.3.6. Reedovy - Mullerovy kédy

Reedovy — Mullerovy predstavuji tfidu nesystematickych kédl, umoznujici opravy predem
zadaného poctu chyb. Soucasné umozniuji relativné jednoduché dekddovani.

Vytvoieni generujici matice

Pro libovolna ¢isla me N a reN, ,kdy 0 <r < m , lze zkonstruovat maticio n = 2™
sloupcich jako blokovou matici

kde Go= [11 ..1] jematicetypu 1/n ,

00..01
=1oo : 11 je matice typum/n , obsahujici poporadé vSechny sloupcez0al
01..11

G; , kde 2 <[ <r jsoumatice, jejichz obsahuji vSiechny mozné souciny [ radku
matice G1 (rozumi se ,souciny po slozkach®).

llustracni priklad:  Vytvoreni maticeGpro m=3 ar =3 :

Go=[11111111] ,

(000011117
G;=100110011
0101010 1.
00000011] 1EGq-2.7.G4
G,=]00010001]| 2.f.Gq -3.f.G1 (soucinyradku jsou ,bit po bitu®).
00000101] 1.%.G; -3.F.Gq

G;=[00000001] 1.£Gy -2.F.Gy -3.1.G4
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111111117
00001111
Gy 00110011
G, 01010101
G, 00000011
G; 00010001
00000101
0000000 -

Preruseni ilustracniho prikladu.

Z ptikladu Ize vypozorovat nasledujici:

e vkaidé matici G; maji vechny adky stejny pocet jednicek, a to 2™
e rtadky matice G jsou linearné nezdvislé (neni vidét na prvni pohled, ale snadno se ové-
fi prevedenim na stupnovity tvar)

Reedovym — Mullerovym kédem (ddle jen R-M kédem) s pamatry m,r (meN, reN, ,
0 < r < m) pak rozumime bindrni kod uréeny generujici matici

Go

G, . . Ly
G=|."| , Jejizkonstrukce byla popsana vyse.

Gy

Potet informaénich znakd kéduje k=1+m+ () + -+ (T) = Xio(7) -
Obecné znaceni R-M kodi je K., .

Je zfejmé, Ze K , je opakovaci kéd, K, ,, je rozsiteny Hamminglv kéd, K,_1 , je paritni
kéd, Ky, m je mnozina vech n —tic, tedy Z3 , kde n = 2™ .

Minimalni vzdélenost R-M kédu K. ,,, je dg = 2™7", opravuje tedy t — ndsobné chyby, kde
t<2m 11,

Navrat k ilustracnimu prikladu:

Vybereme-li z matice G submatici [Gg], vytvofime tak generujici matici R-M kédu K 3
G=[Go]=[11111111]

Vidime, Ze je to matice opakovaciho kédu délky n = 8, opravuje tedy chyby nasobnosti
t <(n—2)/2, tedy t = 3.
. . . [Go o e .
Vybereme-li z matice G submatice G. vytvofime tak generujici matici R-M kédu K 3 :
1
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11111111
G:[qu 00001111
G 00110011
01010101

Tento kdd je ekvivalentni s rozsifenym Hammingovym kédem (8,4), opravuje tedy jednodu-
ché chyby.

Dekddovani Reedovych - Mullerovych kodu

Dekdédovani so nejdfive ukdzeme na pfikladu kédu K; 5. Nejprve podle sloupcl matice G
sestavime ,vytvorujici rovnice” pro jednotlivé prvky kédové znacky v. ProtoZe se kddova
znacka vytvofijako v = GT - u , plati

U1=u1 ) U2:u1+u4 ) U3:u1+u3 ) U4,:u1+U3+U4
U5=u1+u2, U6:u1 +u2+u4 ,U7:u1 +u2+u3, U8:u1 +u2+U3+U4

Specifickym seskupenim a ndslednym sectenim vysSe uvedenych rovnic dostaneme pro kazdy
z prvkG u,,us,uy Ctyfi rovnice (rovnice Cislujeme podle indexu u prvku v; na levé strané
rovnice:

Pro prvek u, se¢teme rovnice takto:
(1+2)up=v1+v, (3+4):us=v3+v, (5+6) uy =v5+vg (7+8): uy =v,; + vy

Pro prvek us:
(1+3)uz=vy+v3 2+4) uz3=v,+v, (5+7) uz=v5+v, (6+8): uz =v4+ vy

Pro prvek u,:
(1+5): U, =v1+v5 (2+6) U, =v2+v6 (3+7) U, =173+176 (4+8) U, =174+178

Na tyto rovnice se ovsem nebudeme divat jako na soustavu rovnic, u niz hleddme teseni ve
smyslu linearni algebry, jejich feSenim je totiz libovolna trojice u,, usz, u, .

Predpokladejme, Ze pfijemce pfijme slovo w = v + e, kde e je chybovy vektor obsahujici
pravé jednu jednicku, a to v i —té pozici (Cili w; =v; +1, w; =v; Vj+#i). Kdybychom
vySe uvedené ,sady rovnic” formalné prepsali tak, Ze bychom misto prvk( kédové znacky v;
pouzili prvky pfijatého slova w;, neméla by tato , pfeurend” soustava rovnic reseni (respek-
tive méla by feseni pouze tehdy, pokud bychom z ni odstranili rovnice, v nichZ se na pravé
strané vyskytuje prvek w; zatizeny chybou).

,Regeni“ téchto rovnic budeme hledat na majoritnim principu. Rovnice maji déleZitou vlast-
nost: v ,sadé rovnic” pro kazidy z prvk( u,,us, u, se na pravych stranach rovnic kazdé w;
vyskytuje prdvé jednou. Pti vyskytu jednoduché chyby vi —té pozici vyjde tedy pravé ta
(jedna) rovnice, v niz se w; vyskytuje na pravé strang, jinak nez ostatni rovnice sady. Protoze
ale pro kazidy prvek u; mame Ctyfi rovnice a ,Spatny vysledek” dd v pfipadé jednoduché
chyby vzdy pravé jedna rovnice, rozhodne o ,spravném vysledku” vétsSina, ktera (v pripadé
jednoduché chyby u kédu K; 3) bude vidycky spravné.
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Konkrétneé:

11111111 1
_[Go] _|o000TTTT| . _|1| @07 . . _ ]
G_{GJ"00110011 w= 1'{Eﬂ v=6-u=[11000011]
01010101 0
o = [u,] = [1] a; = [uz uzuy]" = [110]7

e=[00100000]" w=v+e=[11100011]"

tedy wy =w, =w3 =w; =wg =1, ostatni w; jsou nulové.
Informacni ¢ast budeme pfi dekddovani vnimat jako rozdélenou do segmentd, jak je nazna-
¢eno zelenym pismem. Pocty prvkd jednotlivych segmentd odpovidaji poctu fadek odpovi-

dajicich submatic generujici matice G . Potom mizZeme kdédovani informacni ¢asti rozepsat
,Po segmentech” jako

6T u= Gol" o] _ .1 T
v=G ‘u= G, '[al]—Go'“o+G1'“1

Typy matic: 8/4 4/1 8/11/1 8/33/1

Vypocet u; zrovnic: Majorita:

Pro Uy: U4=W1+W2 U4=W3+W4 u4=W5+W6 u4=W7+W8

0 1 0 0 0
Pro Uz: Uz = Wq + W3 Uz = Wy + Wy U3 = Wg + W+ Uz = Wg + Wg

0 1 1 1 1
Pro Uy: Uy = W + Wsg Uy, = Wy + We Uy = Wy + w- Uy = Wy + Wg

1 1 0 1 1

Dale budeme pokracovat vypoctem prvku u;. Nejdfive ovsem musime pfijaté slovo w ,,0Cis-
tit od vlivu“ zakddovaného segmentu a4, tj. jiz opravené casti informacniho slova u,uzuy.
Spocitame tedy slovow” jakow:=w — G] - a; = w— G1 - [110]" = [11100011]7 —
[00111100]T = [11011111]T .

Prvnim Ffadkem matice G je submatice G , ktera (analogicky pfedeslému) predstavuje osm
rovnic pro prvek u,;. Vypocet majority:

U1=W1,=1 u1=W2,=1 u1=W3,=O U1=W4'=1
U =ws =1 U =wg =1 uy=w, =1 uy=wg' =1

Majoritnim principem uréime u; jako u; =1.

Konec ilustracniho prikladu.
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Obecny Reedtiv dekddovaci algoritmus je zobecnénim vysSe uvedeného postupu v tom smys-
lu, Ze se pro libovolny R-M kéd K, ,, tento postup provede rekurzivné od segmentu
s nejvyssim indexem, tedy od segmentu «, . Kpopisu algoritmu tedy staci popsat postup
pro obecny segment a; :

Pro kazdy informaéni prvek u; segmentu a; vytvofime sadu 2™~ rovnic, které vyjad¥i pr-
vek u; jako soucet nékterych symbol( pfijatého slova w (respektive modifikovaného slova
w’). Pocet séitanctl na levé strané kazdé rovnice je 2! . Celkem se tedy na viech levych stra-
nach jedné sady rovnic vyskytne 2™t -2l =2M =n  symboll pfijatého slova w . Kazdy
symbol w; se na levych stranach jedné sady rovnic vyskytne pravé jednou. Takovou sadu
rovnic Ize (pravé jednim zplsobem) vytvofit vidy, pro malé hodnoty [ intuitivné, pro vétsi [
muZe pomoci algoritmizace. ,Re$eni”, tj. hodoty informaénich prvkd u; segmentu a; urci-
me na zakladé majority.

Dale budeme pokracovat vypoctem informacnich prvkd v dalSim segmentu a;_; . Pfedtim
ale modifikujeme slovo w’ jako w:=w’ — G,T ~a; (po vypoctu v ,prvnim“ segmentu a,
ovéem slovo w’ vytvofime nové jako w:=w — G - a, ).

Vypocet konci FeSenim segmentu « tedy ur¢enim hodnoty prvku u; .

Nejmensi pocet rovnic maji sady v r —tém segmentu, a to 2™~ rovnic pro kazdy informac-
ni prvek. Pfedpokladejme, Ze v pfijatém slové w doslo k t —ndsobné chybé a to takové, Ze se
v jedné konkrétni sadé v r —tém segmentu neobjevi rovnice, kterd by obsahovala vice nez
jeden chybou ovlivnény prvek pfijatého slova. Jinak fe¢eno — chybami je ovlivnéno pravé t —
rovnic sady. To je nejvétsi moziny pocet ovlivnénych rovnic pfi t —nasobné chybé (v pfipadé,
Ze se v jedné rovnici vyskytne sudy pocet chybovych prvkd, jejich vliv se vzdjemné , vykom-
penzuje”). Nadpoloviéni vétsina ze (sudého) &isla 2™ " je (2™ " —2)/2, tedy 2™ "1 — 1,
Nésobnost chyb t , které je R-M kéd K, ,, schopen opravit, je tedy t < 2™~ "1 — 1,

Pro znazornéni souvislosti mezi chybami a vysledky rovnic jsou v nasledujicich dvou ilustraé-
nich prikladech vSsechny hodnoty souvisejici s chybami v pfijatém slové zapisovany Cervené.

llustracni priklad: R-M kdéd K; , (opravuje jednoduché chyby).

(111111111111111 17
0000000011111111

0000111100001111
0011001100110011

Gy 0101010101010101
G=|6,|=|0000000000001111

G, 0000001100000011
0001000100010001
0000000000110011
0000010100000101
t000000000101010 1-

R W RO

B W W N

e
I
RO R ORROOR LIV

1
[

Q‘Q

= o
—

_N =R WN =

v=6G"-u=[1111001101100101]"7
e=[0010000000000000]T w=v+e=[1101001101100101]"
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tedy wy =wy, = w, =wy; = wWg = Wy = Wy = Wiy = Wy = 1, ostatni w; jsou nulové.

Rovnice pro informacni prvky ze segmentu a, :

Ug @ U =Wi+wr+wg+w,y, =14+1+4+0+1=1
U =wst+tws+wii+wy, =0+14+14+0=0
Uy =Ws+wg+wiz+wyy, =0+0+0+1=1
Ut =W +wg+wis+w =1+14+0+1=1

U9 - u10:W1+W2+W5+W6 =14+414+404+0=0
U10:W3+W4+W7+W8 :0+1+1+1:1
u10=W9+W10+W13+W14 =0+14+0+1=0

u10=W11+W12+W15+W16=1+0+0+1=0

Ug Uy =Wy + w3+ Wy + wyy =1+04+0+1=0
Ug =W2+W4+W10+W12 =1+14+14+0=1
Ug =ws+w;+wiz+w;s =0+1+0+0=1
U,9 :W6+W8+W14+W16 :O+1+1+1:1
Ug : Ug :W1+W2+W3+W4 =14+14+0+1=1
Ug = Wg +Wg +Ww; +wg =0+0+1+1=0

u8 =W9+W10+W11+W12 =O+1+1+0=0
u8 =W13+W14+W15+W16 =O+1+0+1=O

u; U; =wy+ws+ws+wy =1+0+0+1=0
U; =Wy + W, +Wwg + wg =1+1+0+1=1
U; =Wg+wyy +wis+wys =0+14+0+0=1
Uy =Wt Wi +twyu+tw,e =1+0+1+1=1

Ug Ug :W1+W5+W9+W13 =1404+04+0=1
Ug =W2+W6+W10+W14 =14+40+1+1=1
Ug :W3+W7+W11+W15 =04+14+14+0=0

<
o
I

W4+W8+W12+W16 =14+14+0+4+1=1
Prvky segmentu a, tedy uréime jako @, = [ug Uy Ug Ug Ujgus¢]T =[11010 1]7.
Vytvoiime pomocné slovo w” jako w:=w — GL - a; =

00000000000011119"
0000001100000011
0001000100010001
0000000000110011
0000010100000101

l000000000101010 1

=[1101001101100101]"—

_ O R OR

=[1101001101100101]T—[0000001101101010]" =
=[1101000000001111]" ,

tedy wy' =wy,” =w,” = w3 =wy,” =wie =wy =1, ostatni w;” jsou nulové.
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Rovnice pro informacni prvky ze segmentu a; :

Us : Uus =w; +w, =14+1=0 Us =Wy +wyy” =0+0=0
us=ws +w, =0+1=1 Us =wy; +w, =04+0=0
Us=ws +wg' =0+0=0 Us =Wy3 +wyy =14+1=0
us=w; +wg'=0+0=0 Us =Wys +wie =14+1=0

Uy Up=w; +w3'=14+0=1 Uy =Wo +wy;” =0+0=0
Up=wy, +w, =14+1=0 Uy =W +Ww, =04+0=0
Uy=ws +w;, =0+0=0 Uy =Wz +w;s =14+1=0
Uy =wg +wg' =0+0=0 U =Wy +W=14+1=0

Uz Uuz=wy +ws'=1+0=1 U3 =wy +wy3° =0+1=1
Uz =wy, +wg' =14+0=1 Uz =Wy +wy, =0+1=1
Uz =w3; +w;"=0+0=0 Uz =wy; +wis'=0+1=1
uz=w, +wg'=14+0=1 Uz =Wy +w=0+1=1

U, U, =w; +wy =14+0=1 U, =ws +wy3'=0+1=1
U, =wy, +w =1+0=1 Uy =wg +wyy =04+1=1
U, =w3 +wy;; =0+0=0 U, =w; +w;s5 =0+1=1
U =w,+w;, =1+0=1 U, =wg +w =0+1=1

Prvky segmentu a; tedy uréime jako ey = [u, usu, us]T =[1100]7.
Modifikujeme pomocné slovo w” jako w:=w’'— 6! - a; =
0000111100001111

0011001100110011
0101010101010101

0000000011111111]"
=[1101000000001111]"— .

lz

O O K

=[1101000000001111]"—[0000111111110000]" =
=[1101111111111111]T ,

tedy w3” =0, ostatni w;" maji hodnotu w;” = 1.

Rovnice pro informacni prvek u; ze segmentu a :

U =w; =1 U =ws =1 U =wy =0 U =wp3 =1
U =wy = U =wg = U =wyy =0 U =wyy =1
U =ws =0 U =w; =1 U =wy; =0 U =wys =1
u,=w, =1 U, =wg =1 U =wy, =0 U =wie =1

Majoritnim principem uréime u; jako u; =1.

Byl-li spInén predpoklad, Ze doslo pouze k jednoduché chybé, bylo zakddovano a odeslano
informaéni slovo u = [agaa]T = [11100110101]".
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Konec ilustra¢niho pfikladu R-M kéd K 4.

llustracni priklad: R-M kéd K; 4 (opravuje trojnasobné chyby).

1111111111111111
0000000011111111

G
G=[Go]= 0000111100001111
1 0011001100110011

0101010101010101

v=G"-u=[0101101010100101]7

e=[0010000000000011]7

w=v+e=[0111101010100110]

tedy wy = w3 =w, =ws =w; =wg = Wyq = Wiy =W;s =1, ostatni w; jsou nulové.

Rovnice pro informacni prvky ze segmentu a; :

Us Uus=w;+w,=0+1=1 Us =Wg+wjg =1+0=1

Us=wz+w, =1+1=0 U =wy +tw,=1+0=1

Us =ws+wg=1+0=1 Us =wi3+wyy,=0+1=1

Us =w; +wg=1+0=1 Us =Wis+wg=1+0=1
(dUsledky obou chyb se ,,vykompenzovaly®)

Uy Up=w;+w3=0+1=1

Up=wr,+w,=14+1=0
=wg+w;,=1+1=0
Uy =Wg+wg=0+0=0

Uy =Wog+wyy =14+1=0
Uy =W +tw,=0+0=0
U, =wiz+twis;=0+1=1
Uy =Wy twig=1+0=1

<
S
I

Uz : Uz =w;+tws=0+1=1 U3 =Wg +wy3 =14+0=1
U3 =wr +wg=1+0=1 Uz =wyotwy,=0+1=1
Uz =wz+w;, =1+1=0 Uz =Wy +wis=1+1=0
U3 =wy+wg=1+0=1 U3 =W +wig=0+0=0

U, : u2:W1+W9 =04+1=1 u2:W5+W13:1+O:1

u2:W2+W10:1+0:1
u2=W3+W11=1+1=0
Uy =Wy +w,=14+0=1

u2:W6+W14:O+1:1
u2=W7+W15=1+1=0
u2:W8+W16:0+0:0

Prvky segmentu a; tedy uréime jako a; = [u, usu, us]” =[1101]7.

Modifikujeme pomocné slovo w’ jako w:=w’ — G{ g =

Vaclav Vais: Teoreticka informatika 2. ¢ast — Teorie informace a kddovani

81



0011001100110011
0101010101010101

0000000011111111]" [1
—[0111101010100110]7— 0000111100001111‘_F‘=
1
=[0111101010100110]"-[0101101010100101]7 =
=[0010000000000011]7

tedy w3 =w;s” =wy" =1, ostatni w;” maji hodnotu w;” = 0.

Rovnice pro informacni prvek u; ze segmentu a :

U, =w; =0 U, =wg =0 U =wy =0 U =wy3 =0
U =w, =0 U =wg =0 U =wyy =0 U = Wyy =
u=wz =1 U, =w;, =0 U, =wy; =0 Uy = wys =
u=w, =0 u, =wg =0 U =wy, =0 U =wye =1

Majoritnim principem uréime u; jako u; =0.

Byl-li spInén predpoklad, Ze doslo pouze k trojnasobné chybé, bylo zakédovano a odeslano
informacni slovo u = [aga,]" = [01101]T.

Konec ilustracniho prikladu R-M kod Kj 4.

2.3.7. Cyklické kédy

Cyklické kody jsou podmnoZinou linearnich kéd(. Oproti obecnym vlastostem linedrnich ko-
dl navic jesté vykazuji cyklicnost , tedy to, Ze s kazdou kddovou znackou patii do mnozZiny
kddovych znacek i jeji libovny cyklicky posuv. Formalné:

v =[vg vy ... ... Vo1 ITEK = [v,_1V Vg ... ... V2 T €K

(indukci z vySe popsaného cyklického posuvu o jednu pozici doprava snadno dovodime uza-
vienost mnoziny kddovych znacek vici libovolnému cyklické mu posuvu).

POZOR! V indexovani prvkl( kédovych znacek jsme presli od indexovani ,,od 1 do n“ k inde-
xovani ,od 0 do n — 1“. Abychom totiz umoznili ,matematické vyjadreni” cykliénosti, nebu-
deme znacky cyklickych kédi popisovat pomoci vektord, ale budeme je reprezentovat po-
moci polynom( (= mnohoclenl) nad prvociselnymi télesem Z,, (indexy koeficientd mnoho-
¢lenu budou odpovidat mocniné v exponentu pfislusného ¢lenu).

Binarni cyklické kody tedy budeme reprezentovat polynomy nad télesem Z, .

POZNAMKA: Matematicky popis cyklickych kédd je zaloZen na faktorovych okruzich polyno-
ma. Cilem této kapitoly nebude detailni matematicky vyklad s presnymi definicemi viech
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pojmuQ, ale spiSe jen objasnéni zakladnich principl s vyuzZitim ilustracnich priklad(l a zejména
pak ukdzky postupl kéddovani a kontroly ptijaté znacky.

U c¢tenare je predpokladana znalost pojma polynom, stupen polynomu a operaci secitani,
nasobeni a déleni mnohoclenl nad prvociselnymi télesy (zejména nad télesem Z, ).

n —tice tedy budeme reprezentovat polynomy:

V=[vg V1V Vpy T = v(X)=vy+v-x+ v x++v,_ x"1

Napriklad
v=[00111010]7 = wv(x) =x%+x3+x* + x°

Vynasobime-li polynom v(x) Cinitelem x , dostaneme polynom
7(x) =v(x) x =x3+x*+x5+x7,

jemuz odpovidd n —tice ¥ = [00011101]7, ktera je cyklickym posuvem n —tice v
o jednu pozici doprava.

Vynasobime-li ¢initelem x polynom 7(x), dostaneme polynom
p(x) =v(x) *x =x*+ x> +x°+x8,

jehoz nejvyssi mocnina , pretekla” mimo rozsah nasich n —tic, v tomto pfipadé tedy ndsobeni
Cinitelem x cyklickému posunu neodpovida.

Hleddme-li operaci, odpovidajici cyklickému posuvu o jednu pozici doprava, musime nalézt
mechanizmus, ktery do operace nasobeni polynom0 zavede identitu x™ = x° = 1, musime
tedy ,u proménné x pocitat s exponenty v reZimu modulo n”.

Uplatnime-li identitu x® =1 na #(x), dostaneme polynom 1 + x* + x> + x° , jemuz od-
povidd n —tice ¥ = [10001110]T , kterd je cyklickym posuvem n —tice ¥ o jednu pozici
doprava.

Ma-li platit x™ = 1, musi platit x™ — 1 = 0. Analogicky k operacim v prvociselnych télesech
Zy, , kde je vysledek operace secitani definovan jako (a + b) mod p (coz Ize vyjadfit identi-
tou p = 0), dospéjeme koperaci u(x) * v(x) = [u(x)- v(x)] mod (x™ — 1), kde soucin
u(x) -+ v(x) je ,standardni” soucin polynom nad télesem Z,, .

Vyse zavedend operace * je operaci nasobeni v okruhu polynomi modulo x™ — 1 . Tento ok-
ruh je tvoren vSemi polynomy stupné mensiho nez n . Operace secitani polynom( v tomto
okruhu je ,standardni” secitani polynom(, operace nasobeni je definovana vyse jako zbytek
po déleni ,,standardniho soucinu” ,modulovym polynomem*“ x™ — 1 (tedy vztahem x™ = 1)

llustraéni pfiklad: Okruh polynom& modulo (x? — 1) nad télesem Z, (znageni- Z,/ x? — 1).

Prvky tohoto okruhu jsou vSechny polynomy stupné mensiho nez n = 2, jsou to tedy mnoho-
¢leny 0, 1, x, x + 1. Operace nad nimi nadefinujeme takto:
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+ 0 1 X x+1 * 0 1 X x+1
0 0 1 X x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 x+1 X 1 0 1 X Xx+1
X X x+1 0 1 X 0 X 1 x+1
x+1 x+1 X 1 0 x+1 0 x+1 x+1 0

PFi konstrukci tabulky operace secitani + je nutné si uvédomit, Ze v télese Z, plati
1+1=0,tedytaké x +x =0 (avpfipadén>2 i x2+x2=0, x3+x3 =0, atd.).

PFi konstrukci tabulky operace ndsobeni * budeme vyuzivat identity x? = 1. Napfiklad sou-
¢in x -+ (x + 1) spocitame tak, Ze nejprve mnohodéleny vynasobime ,standardné”, tedy

x'(x+1) =x%+x.Pakpoloiime x? = 1 avyjadfime x* (x +1) =1+x =x + 1.

(Konec llustraéniho prikladu)

llustracni priklad: Paritni kéd délky n = 4.

V predchozich kapitolach jsme jiz poznali paritni kdd, ktery je nepochybné také kédem cyk-
lickym (sudost/lichost poc¢tu jednicek ve znadce se cyklickymi posuvy neméni). Pro konkrétni
délku n =4 tvofi mnozinu kdédovych znacek tyto c¢tvefice: {0000,1100,1010,1001,
0110,0101,0011,1111}. V nasledujici tabulce vyjadfime kédové znacky pomoci polynom
a ukdzeme, Ze kazdy ,,znackovy polynom* Ize vyjadfit jako ndsobek jistého ,specidlniho” po-
lynomu g(x) :

v v(x) v(x) = u(x) * g(x) u(x)
0000 0 0-(1+x) 000
1100 1+x 1-(1+x) 100
1010 1+x (1+x)-(1+x) 110
1001 1+x° (1+x+x%) - (1+x) 111
0110 X + X2 X - (1+x) 010
0101 X +x3 (x+x%) - (1 +x) 011
0011 X2+ X2 (1+x) 001
1111 1+x+x+x° (1+x%) - (1+x) 101

Onim ,,specialnim“ polynomem g(x) je v pfipadé parity mnohoclen g(x) =1+ x.

Preruseni ilustracniho prikladu

V kazdém cyklickém kédu spliiujicim podminku 1 < k < n existuje polynom g(x) (generujici
mnohoclen). Stupen generujiciho mnohoclenu je roven n — k (tedy poctu zabezpecovacich
prvkl ve znacce). VSechny polynomy reprezentujici kdédové znacky jsou nasobkem generuji-
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ciho mnohoclenu v okruhu polynom( Z,,/ x™ — 1 . Generujici mnohoclen je nenulovy poly-
kodd nad télesem Z,) je generujici mnohoclen uréen jednoznaéné. U kédl nad obecnym
prvocCiselnym télesem Z, ma vlastnosti generujiciho mnohoclenu vice mnohoclend, ale
vSechny se lisi jen multiplikativni konstantou (je-li g(x) generujicim mnohoclenem, muze
byt generujicim mnohoc¢lenem i jeho libovolny nasobek k- g(x) pro vSechna nenulova
k € Zy,).

Vlastnosti generujiciho mnohodlenu g(x):

e mnoZina polynom{ reprezentujicich kddové znacky cyklického kédu je tvofena viemi
ndsobky generujictho mnohoclenu g(x) v okruhu polynomi Z,/ x™ — 1. Formélné
K={qx)*g(x)| q(x) € Z,/x™ -1}

e polynomy g(x), x-g(x), x*-g(x), ... ... ,xk=1. g(x) tvofi bazi kédu K

e generujici mnohoclen g(x) je nerozloZitelny nebo (x + 1) nasobkem nerozloZitelné-
ho polynomu (viz Pozndmka)

e generujici mnohoclen g(x) je primitivni, coZ pfedstavuje dvé vlastnosti:

o g(x) je délitelem polynomu x™ — 1 (tj. déli jej beze zbytku)
o neexistuje m < n takové, ze g(x) déli beze zbytku x™ — 1

Z poslednich vlastnosti generujiciho mnohoclenu g(x) je zfejmé, Ze ne kazdy mnohoclen nad
télesem Z,, mdZe byt generujicim mnohoclenem. Ovéfeni primitivnosti polynomu je algorit-
micky zvladnuté (i kdyz vypocetné slozité), jsou publikovany tabulky s polynomy, které maji
vlastnosti generujicich mnohoclen.

Pozndamka: Ukazuje se, Ze pozadavky na nerozloZitelnost a primitivnost generujiciho mnoho-
¢lenu nejsou neprekrocitelné, existuji i mnohocleny, které je nespliuji, napfiklad mnohoclen
x32 +x20 + x23 + x22 4+ x10 + x22 + x1 +x10 + x8 +x"+x> +x* +x2 +x+ 1 specifiko-
vany standardem IEEE 802.3 neni primitivni [KOOPMAN].

Generujici matice cyklického kédu

" bho 1 [ 90 ] o 91 92  Gn-k O 0 0 0

b, x - g(x) 0 9 9 92 = Gank O = 0 0

G = b, — x2 g(x) — 0 0 90 o g2 In-rx 0 - 0

: : o 0 - 0 0
b1l Lkt g ()] (o0 0 o - 0 9o 91 92 Gn-il

reprezentace reprezentace bazovych prvkd vektory
bazovych prvki
polynomy
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s v

Kodovani informacni ¢asti

U linearnich kédua (tedy i u kédu cyklickych) je kddova znacka vytvorena jako linedrni kombi-
nace prvk( bdze, kde se za koeficienty této kombinace vezmou jednotlivé prvky informacni
casti, tedy

v=g0(u) =Up- b0+u1' b1++ Up—1" bk—ll tedy

v(x) =up g(0) +up x g+ weqxg(x) =
= (uo+ug-x++ weg X1 gx) = ulx) - g(x)
Z vyse uvedeného odvozeni je ziejmé, Ze pfi kddovani informacni ¢asti muze u cyklickych

kodl ulohu generujici matice prevzit generujici mnohoclen. Informacni ¢asti (tj. vektoru o k

prvcich) pfifadime informacni mnohoclen tak, ze
wu=luguy tty oty T = ulx) =ugtug-x+-+u-xt 4+ ug - xkl

Informacni mnohoclen u(x) pak zakédujeme vyndsobenim generujicim mnohoclenem g(x) :
v(x) = u(x) - g(x)

Navrat k ilustracnimu prikladu Paritni kéd délky n = 4.

Na zakladé generujiciho polynomu g(x) = 1 + x vytvofime generujici matici G . Je zfejmé,
Ze bude mit tfi Fadky a Ctyfi sloupce (n = 4, stupen g(x) =n—k =1, tedy k = 3).

x0x1x2x3

1+x 1100
G=|x-A+x)|=(0110
x?-(1+x) 0011

Podle sloupct generujici matice napiSeme ,vytvorujici rovnice” pro jednotlivé prvky kédové
znacky v. V nasem pfipadé

Vi=U o, Vp=Up + U , V3 =Up tug ) Vg = U3

Z rovnic je zfrejmé, Ze kdd neni systematicky, navic informacni prvek u, neni ve znacce obsa-
Zen ,explicitné”, ale pouze ve formé souctl s jinymi informacnimi prvky.

Zakédujeme informaéni ¢ast u = [ugu, u, | =[101]7. Pak
u(x) =ug+u; +uy - x2 =1+ x?
v)=ulx) - g)=A+x®)-A+x)=1+x>+x+x3=1+x+x%+x3

Znackou odpovidajici polynomu v(x) je tedy v=[vov,v,vs|T=[1111]"

Preruseni ilustracniho prikladu
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Kontrola pfijaté znacky

Jiz jsme poznali, Ze u cyklickych kodU prebira ulohu generujici matice generujici mnohoclen.
Podobné ulohu kontrolni matice prevezme pfi kontrole pfijaté znacky kontrolni mnohoclen.

Kontrolni mnohoclen h(x) je polynom stupné k. Je jednoznaéné uréen mnohoclenem gene-
rujicim jako h(x) = (x™ — 1) : g(x) (toto déleni polynomu vyjde beze zbytku, coZ je jedna
z jiz zminovanych vlastnosti generujiciho mnohoclenu).

Kazdy znackovy polynom v(x) € K pak vyhovuje podmince h(x) * v(x) = 0, kde * je ope-
race ndsobeni polynomd v okruhu polynoml Z,/ x™ —1 . Koéd K tvofi viechny polynomy
s touto vlastnosti, formalné tedy

K= {v(x) | v(x) € Z,/x" =1 A h(x)*v(x) = 0}

Kontrola pfijaté znacky se tedy v (nesystematickém) cyklickém kédu provadi nasobenim kon-
trolnim polynomem s vyuzZitim identity x™ =1 . Pokud je vysledkem takového nasobeni O,
kontrolovany mnohoclen predstavuje kédovou znacku.

Kontrolni matice cyklického kédu

Kontrolni matici H lze sestavit z koeficientd mnohoclenu h(x) takto:

00 0 0 - 0 hy - hy hy hol

0 0 0 -« 0 hy hey - h hy O

0O 0 - 0 hg hey - hy hy 0 0
o= P L

0 he heey =+ hy hy 0 0 - 0 0

lhe hy—y - hy hy O 0 - 0 0 0l

V té podobé, v jaké byly cyklické kédy zatim popsany, jsou prakticky nepouZitelné, protoze
je nelze jednoduse dekddovat (tj. z prijaté n-tice ,extrahovat” informacni ¢ast).

Systematické cyklické kody

Systematické cyklické kédy jsou konstruovany tak, aby v kddové znacce byla ,,zabezpecovaci
¢ast prilepena za ¢ast informacni“. To ovSem vyZaduje jinou konstrukci informaéniho mno-
hoclenu:
(pfifazeni mocnin ¢lend polynomu informacénim prvkdm)
k=1 k-2 1 0
U= [Upq Ugeg wor oo uug T =~ ulx) =up_gxF Mt up,x b u cx g

Pti konstrukci informacniho mnohoclenu jsme zaménili pfirazeni informacnich prvkd mocni-
nam promeénné x . Dosud (tedy u nesystematickych cyklickych kod) jsme informacni prvek
v ,levé krajni pozici” interpretovali jako absolutni ¢len polynomu, zatimco informacni prvek
v ,,pravé krajni pozici“ jsme interpretovali jako koeficient u nejvyssi mocniny polynomu.
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U systematickych cyklickych kéda jsme toto pfifazeni otocili - informacni prvek v ,levé krajni
pozici“ predstavuje koeficient u nejvyssi mocniny polynomu, informacni prvek v ,,pravé krajni
pozici“ predstavuje absolutni ¢len.

Takto vytvoreny informaéni mnohodlen vynasobime mnohodlenem x™ 7% :

u(x) - x™F = g xM Uy ™2 e uy xR o - xR

n—k ;

Pfifadime-li tomuto polynomu n — tici, vidime, Ze efektem ndsobeni mnohoclenem x™™* je

»prilepeni“n — k nul zprava k informacni ¢asti:
(pfifazeni mocnin ¢lend informaénim prvkdm)

n—-1 n—-2 n—k|n—k—-1 0

u(x) - x"* = [up_qUg—z..ntguy | 000..... 0]

Nyni vydélime polynom u(x) - x™ % generujicim mnohoclenem g(x). Vysledkem tohoto
déleni budou dva mnohocleny — podil q(x) a zbytek r(x). Stupen zbytku r(x) je mensi nez
stupen délitele (tj. generujiciho mnohoclenu g(x)), je tedy mensi nez n — k. Podil q(x)
i zbytek r(x) jsou uréeny jednoznaéné a plati identita

u()  x"* = q) - g(x) +7rx)
Od obou stran této rovnosti ode¢teme mnohoclen r(x) (tj. pficteme opacny prvek —r(x) ):

n—k

u(x) - x" " —r(x) =qlx) - gx)

Leva strana této rovnosti, tedy mnohoélen v(x) = u(x) - x™ % — r(x) je nasobkem generu-
jictho mnohoclenu, je tedy mnohoclenem reprezentujicim znacku cyklického kédu.

Z grafického znazornéni usporaddani obou scitancl je dale zirejmé, Ze efektem secteni ¢len(

u(x)-x"¥*a —r(x) je pozadované ,slepeni“ obou &asti:

‘ Up—1 | Ug_> | ‘ ‘ Uy ‘ U | 0 ‘ ‘ ‘ 0 ‘ 0 ‘
+ =l o | | = | = |

‘ Ug—1 ‘ Ug—2 ‘ ‘ ‘ Ug ‘ Uo ‘_Tn—k—l‘ ‘ ‘ —n ‘ —To ‘

Timto postupem vytvorend znacka je kddovou znackou systematického cyklického kédu.

UzZ je tedy zfejmé, proc¢ bylo na za¢atku nutné vyndsobit informaéni polynom pravé Cinitelem

x™¥ a pro¢ bylo tieba , oto¢it“ zménu pfifazeni mocnin proménné x informacnim prvkam.
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Rekapitulace postupu pro kédovani v systematickém binarnim cyklickém kédu

Informacni ¢asti prifadime polynom u(x) (tak, Ze absolutni ¢len = pravy krajni prvek)

VytvoFime soucin u(x) - x™ %

Vydélime u(x) - x™ % : g(x) . Vysledek: podil g(x) (k ni¢emu neni) a zbytek r(x).

Soucet v(x) = u(x) - x™ ¥ + r(x) predstavuje kédovou znacku (tj. zakédovanou in-
formacni cast).

bl A

Kontrola prijaté znacky v systematickém binarnim cyklickém kédu

Pfijatd znacka se kontroluje délenim generujicim mnohoclenem. ProtoZe plati, Ze kédovy
polynom v(x) = u(x) - x" ¥ 4+ r(x) je ndsobkem generujiciho mnohoélenu, musi byt zby-
tek po déleni kddového polynomu generujicim mnohoc¢lenem g(x) nulovy. Pfesnéji

wx)EK © wx):gx) =qx) a r(x)=0

Déleni mnohoclenli nad prvociselnymi télesy prakticky

Nejprve si ukdzeme déleni polynom0 nad télesem Z, (zdeplatil+1=0 a -1=1, tedy
odcitani = secitani).

7 +x+x5+x3+x2+1D): (3 +x2+1) = x*+x2+1 = podil qg(x)
—(x7 +x°%+ x%)
x>+ xt+x3+x2+1
— (x> + x* + x?)

x3 +1
—(x3+x2+1)
x? = zbytek r(x)

Stejny vypocet mizZzeme provést primo nad retézci vytvorenymi z koeficientli polynom:

11101101 : 1101 = 10101 reprezentuje podil q(x) = x* +x? +1
+1101
00111101
0111101
41101
001001
01001
41101
0100 reprezentuje zbytek r(x) = x?

Cervené cifry predstavuji ,posouvany ramecek”, ktery vyznacuje stejny pocet cifer, jako ma
délitel. Je-li prvni znak v ,ramecku” 1, pfipiSeme k podilu 1, k (postupné modifikovanému)
délenci pri¢teme délitele a ,, posuneme ramecek”. Je-li prvni znak ,v rdmecku” 0, pfipiSeme
k podilu 0 , a ,,posuneme ramecek”. Vypocet kon¢i, kdyz ma ,modifikovany délenec” méné
platnych cifer nez délitel.
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Déleni polynomi nad obecnym télesem Z, demonstrujeme nad télesem Zs definovaném
témito operacemi:

Seditani Nasobeni
+ (0|12 3|14 O(1(2 |3 |4
OO0 1|23 |4 Olo0j]0]0]0O0]|O
1112340 11012 ]3 |4
212 (34|01 21024 ]1]3
3134 0|12 3103 (1)]4]2
4 14,0123 4 104|321
Opacné prvky Inverzni prvky
0 1 2 3|4 1 2 3 4
O 4| 3 2 1 1 3 2 4
(4x5+3x* +2x3+3x+2): Bx*+2x3+4x2+3)=3x+4 = podilq(x)
—(4x5 + x* + 2x3 + 4x)
2x* + 4x + 2
—(2x* +3x3 +x2+2)
2x3 + 4x? + 4x = zbytek r(x)
Koeficienty 3 a 4 u ¢&lenl podilu vzniknou délenim ¢&lend  4x>: 3x* ,  respektive

2x*: 3x%, tedy

4x5: 3x*= (4:3)x = (4 -3 VH)x =(4 -2)x = 3x , respektive
2x*: 3x*=(2:3) =23 =22 =4

Odecteni mnohoclenu pfi modifikaci délence provedeme tak, Ze pficteme mnohoclen
s opacnymi koeficienty.

Stejné jako u déleni mnohoclenl nad télesem Z, mlZeme vypocet provést analogicky pfi-
mo nad koeficienty mnohoclenu:

432032 : 32403 = 34 reprezentuje podil q(x) = 3x + 4
—41204
020042
—23102
02440 reprezentuje zbytekr(x) = 2x3 + 4x% + 4x
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llustraéni pfiklad: Cyklické kédy s generujicim mnohoélenem g(x) =x3+x+1.

V nesystematickém cyklickém kédu s generujicim mnohoclenem g(x) zakddujeme infor-
macni ¢ast u=1[1011]T a to jak pomoci generujici matice, tak i pomoci generujiciho
mnohoclenu.

Nejdrive z koeficientd mnohoclent g(x) vytvofime generujici matici G (pfi nesystematickém
kodovani odpovida levy krajni prvek znacky absolutnimu ¢lenu polynomu a pravy krajni pr-
vek koeficientu u nejvy$si mocniny) a spocitame kddovou znacku jako v = GT - u

1101000 1101000] [1] 1101000
¢ - [0110100 oGy = 0110100‘ H

0011010 0011010| [1| o011010

0001101 ooot101] L1l _ ooo1101

v= [1111111]"

Totéz provedeme nasobenim informac¢niho mnohoélenu u(x) generujicim mnohoclenem
g(x):

u(x) = 1+ x%+4x3

v(x) = u(x)-g(x) =@ +x%+x3) - (1 +x4+x3) = (1 + x+x3) + (2 +x3+x°) +
+ (3 +x4+x0) =1 4+ x+x2+ 23+ + 23 +xt 420 +x° = 1 + x+a?+x3+ x4+ x> +x

Je samoziejmé, Ze vysledny mnohoc¢len v(x) odpovida znadce v, kterou jsme ziskali vypo-
¢tem pomoci generujici matice G.

Zakédujme v systematickém kédu informaéni ¢ast u = [1 1 0 0]7. Pfi systematickém kédo-
vani odpovida levy krajni prvek znacky koeficientu u nejvyssi mocniny a pravy krajni prvek
absolutnimu ¢lenu polynomu.

u(x) = x3 + x? u(x) x" %= (3 + x?2)-x3= x% + x°

u(x) - x"*: glo)= (x® + x> :(x® + x+1) = x3 + x2+x
—(x®+ x* 4+ x3)
x5+ x* +x3
— (x> +x3 +x?)
x* + x3
—(x*+x3+x)
X = zbytek r(x)

v(x) = u(x) x"*+ r(x) =x° + x5 +x
Informaéni ¢asti u = [1100]7 tedy pFislusi kédova znatka v =[110001 0].
Vtabulce na dalsi strdnce jsou uvedeny vSechny kdédové znacky systematického

i nesystematického kédovani s generujicim mnohodlenem g(x) = x3 + x + 1. Tyto znacky
bychom ziskali, kdybychom vyse uvedenymi postupy zakddovali vSechny informacni ¢asti od
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u=1[0000]" do u=[1111]". Na mnoZinach znacek si ovéfime nékteré vlastnosti cyk-
lickych kod.

Informatni Nesystematicke kodovani Systematicke kodovani

¢. castu kédova macka v kodova matka v

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 8
2 0 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1 0 4
3 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 1 12
4 0 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 10
5 0 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 0 2
6 0 1 1 0 0 1 ] 1 1 1 0 0 1 1 0 0 0 1 14
7 0 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 ] 1 0 6
8 1 0 0 0 1 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 1 13
9 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 0 1 1 1 0 3
10 1 0 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 9
11 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1
12 1 1 0 0 1 0 1 1 1 ] 0 1 1 0 0 0 1 0 7
13 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 ] 0 1 15
14 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 3
15 1 1 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11

Jak systematicky, tak i nesystematicky kdd jsou opravdu cyklické. Mnoziny kddovych znacek
uzaviené vzhledem k cyklickym posuvim jsou u obou kédh barevné oznaceny. Znacky
[0000000]T a[1111111]T jsou vici cyklickému posuvu invariantni, tvori tedy dvé
jednoprvkové mnoziny, dalsi dvé mnoziny jsou sedmiprvkové (mizZeme je chapat jako ,ma-
terskou znacku“ a jejich Sest posuvll o jednu pozici, protoze sedmym posuvem dostaneme
opét ,,materskou znacku®).

Pti blizsSim zkoumani zjistime, Ze kazda znacka nesystematického kéddu ma sv(j reverzni obraz
v mnoziné kddovych znacek systematického kdédu (modra Cisla za sytematickymi znackami
ukazuiji, reverzi které nesystematické znacky je dana systematickd znacka; napft. reverzi sys-
tematické znacky €. 13 je nesystematicka znacka €. 15). Je to dlsledkem toho, Ze jsme pfi
pfechodu k systematickym cyklickym kédam ,obratili“ prifazeni koeficient mnohoclenu
prvklm znacky.

Z mnoziny systematickych zna¢ek mizZeme vybrat znacky, z nichz nasledné vytvofime syste-
matickou generujici matici — [1000101]T , [0100111]T , [0010110]T ,
[0001011]":

(1)(1’88 1(1)1 1110 100

G = , tedy H=[-BT|I,,]= 0111010
0010 110 1101 001
0001 011

Tyto matice jsou generujici a kontrolni matici cyklického Hammingova kédu (7,4) (od Ham-
mingova kédu (7,4) z kapitoly 2.3.4 se lisi pouze permutaci radku ,zabezpecovaci submati-
ce” B. To znamen3, Ze tento kdd opravuje jednoduché chyby.

Ukazeme jeho dalsi vlastnost, ktera vyplyva z cykli¢nosti. Spocitejme syndromy pro tfi kon-
krétni chybova slova:

e, = [1100000]T s; = H-e; = [010]7
e, = [1010000]T s, = H-e, = [011]T
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es = [1110000]7  s; = H-e5 = [100]7

Chybovy vektor e4 je pfikladem shlukové chyby délky 2, vektory e, a e3 jsou pfiklady shlu-
kovych chyb délky 3. Presnéji: shlukovou chybou délky b rozumime takové chybové slovo e,
jehoz vsechny chybové prvky (u binarnich kéda jednicky) lezi v Useku ohrani¢eném indexy i
a i+ b —1, pficemz ,krajni prvky shluku“ e; a e;;,—1 jsou jednicky.

Jestlize je v libovolném cyklickém kédu slovo w nekéddovym slovem, je i jeho libovolny cyklic-
ky posuv nekdédovym slovem (lIze snadno dokazat sporem). Jinak fe¢eno — také mnoZina ne-
kdédovych slov je uzaviend vzhledem k cyklickému posuvu.

Vektory e , e; a e3 tedy jsou reprezentanty viech shlukl chyb délky b < 3 (pomineme
jednoduché chyby; 11 je jediny ,vzorec” shluku délky b = 2,101 a 111 jediné dva ,vzorce”
shluk( délky b = 3). Ukazali jsme, Ze shluky e , e; a ez generuji nenulové syndromy. Diky
cykli¢nosti jsou nekdédovymi slovy i vSechny jejich cyklické posuvy, budou tedy také genero-
vat nenulové syndromy. Cyklicky Hamminguv kéd (7,4) tedy detekuje vSechny shluky chyb
délky b < 3.

Softwarova implementace kodért/dekodéri systematickych binarnich cyklickych kédu

Zakladni princip spocita vimplementaci déleni nad télesem Z, , jak jsem je poznali v pfed-
chozim textu. K urychleni vypoctu se pouziva pro konkrétni generujici mnohoclen predem
vypocitana tabulka CRC_table, ktera obsahuje ,,zbytky po déleni” vSech ,,délenct” od 0 do
255:

for (dividend = (0; dividend < 256; ++dividend) {

remainder = dividend << (WIDTH-8);/*posunuti d&litele*/

for (bit = 8; bit > 0; --bit) {
if (remainder & TOPBIT) { /* je-li v nejvySim bitu 1 */
remainder = (remainder << 1) ~ POLYNOMIAL; /*posui, pricéti g(x)*/
}

else {
remainder = (remainder << 1); [*posun ramecek*/
}
}
crcTable[dividend] = remainder; [*zapi$ zbytek do CRC_table*/

}
CRC_table se pak dal pouziva tim zpisobem, Ze se jednotlivé byty (tedy osmice bitl) z dato-

vého bloku pouziji jako index do CRC_table a ,,zbytky“ z CRC_table se ,pribéiné XORuji“
datovymi byty takto:

for (byte = 0; byte < nBytes; ++byte) {
data = message[byte]A(remainder >> (WIDTH - 8));
remainder = crcTable[data] * (remainder << 8);

Cennou pomuckou pro pochopeni softwarové implementace muize byt zdroj [BARR], ktery

veve

lickych kodh 0x8005, 0x1021 a 0x04C11DB7 (viz odstavec Praktické pouZiti systematickych
bindrnich cyklickych kod).
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Hardwarova realizace kodéru systematickych binarnich cyklickych kédu

Zakladnim prvkem realizace je linedrni zpétnovazebni posuvny registr LFSR (linear-feedback
shift register). Nastaveni zpétnych vazeb registru je uréeno pouzitym generujicim mnohocle-
nem. LFSR pak realizuje déleni timto generujicim mnohoclenem. Obecné schéma lze znazor-
nit takto:

A\ 4

Fok-1 |[4— + ia—| k-2 —i + 4 fo |e— + e——o0
e s " VSTUP Ugeq Ugene.-Up

Popis funkce prvkl schématu:

Fi synchronni binarni pamétovy prvek typu D (,,buzeni = pFisti stav®)

S ndbéZnou hranou pulzu hodinového signalu H se do prvku zapiSe hodnota, kterd je na jeho
vstupu, a soucasné se tato hodnota objevi i na vystupu prvku.

Souctové hradlo, realizuje scitani definované v télese Z, (ndzvy v elektrotechnic-
ké terminologii - hradlo XOR, Executive OR, Nonekvivalence)

H Zdroj hodinového signalu, ktery definuje okamzik zapisu vstupd do pamétovych
prvkl a synchronizuje vstup jednotlivych bit( délence.

Zprava do registru vstupuje informacni ¢ast nasledovand n — k nulami (délenec). S kazdym
hodinovym pulzem dojde ke vstupu jednoho znaku a k zapisu do pamétovych prvkd 15,1
az 1y . Po nhodinovych pulzech je v pamétovych prvcich 7, j_1, Tnek—2 v o , 71, To zapsan
zbytek po déleni u(x)-x"%: g(x).

Konkrétni uspofadani LFSR pro generujici mnohoélen g(x) = x3 +x + 1 a prabéh zpraco-
vani konkrétniho vstupniho fetézce po jednotlivych taktech ukazuje nasledujici obrazek
a tabulka:
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\

x3 x2 X J 1

r2 ri <« | 'o 4—@4— VSTUP us U3 Uz Ug

A

1 2 3 4 5 6 7 8 9

o 0 0 o0 00 1 1w Sweeeen

0 0 0 0 1 1 1 1 1 u, stav po 1. pulzu

0 0 1 1 1 1 1 1 1 u stav po 2. pulzu
q;3 1 1 1 1 0 1 1 1 0 ug stav po 3. pulzu
qg 1 1 0 0 0 1 1 1 0 stav po 4. pulzu
q: O 0 0 0 1 1 1 0 0 stav po 5. pulzu
q0 0 0 1 1 0 0 o 0 0 stav po 6. pulzu

1 1 0 0 1 0 o 1 0 stav po 7. pulzu

Ty ry T

Co rikaji sloupce tabulky?

Sloupec 1 - vystup do zpétné vazby Sloupec 6 — vystup z prvku rg

Sloupec 2 — obsah prvku r; Sloupec 7 - obsah prvku rg

Sloupec 3 — vystup z prvku 7 Sloupec 8 — vystup z hradla XOR (= vstup 1)
Sloupec 4 - obsah prvku 4 Sloupec 9 — vstup

Sloupec 5 — vystup z hradla XOR (= vstup rq)

V tabulce jsou Zluté podbareveny cifry vstupujiciho délence, zelené pak cifry reprezentujici
cifry podilu. Stavy pamétovych prvkd v jednotlivych taktech jsou podbarveny rdzZové. Je
zfejmé, Ze je zapotifebi n — k hodinovych puls(, aby se jedni¢ka predstavujici fad délence
dostala do pamétového prvku s nejvyssim indexem a nasledujicich n — k — 1 cifer délence
do dalsich pamétovych prvkl. Teprve tehdy se zacne projevovat vliv zpétné vazby (objevi se
v ni jednic¢ka reprezentujici fad podilu). Pti kazdém dalSim hodinovém pulzu je do zpétné
vazby vyslana dalsi cifra podilu. Po n pulzech jsou v pamétovych prvcich zapsany koeficienty
zbytku po déleni.

Zpracovani popsané v tabulce tedy provedlo déleni mnohoclenli reprezentovanych slovy
1110000 (délenec) a 1011 (délitel) s vysledkem 1100 (podil) a 100 (zbytek). Provedeme
tento vypocet ,rucné”:
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1110000 : 1011 = 1100 reprezentuje podil q(x) = x3 + x?
+ 1011
0101000
41011
000100
00100
0100  reprezentuje zbytek 7(x) = x?

KdyZz porovname tento vypocet s tabulkou popisujici zpracovani vstupniho retézce ve zpét-
novazebnim registru, uvédomime si, Ze od ¢tvrtého taktu (tj. pod ¢arou) je obsah paméto-
vych prvkl (rozsifeny o symbol ze vstupniho retézce, jenz je o fadek vys) roven c¢ervené zvy-
raznénému posouvajicimu se ,rdmecku” z ruéniho vypoctu. Je to dano tim, Ze zpétna vazba
realizuje pravé pficitani hodnoty (0 nebo 1) - 1011 k ,,modifikovanénu” délenci.

Stejny LSFR slouzi jak ke kddovani informacni ¢asti, tak i ke kontrole prijaté znacky. Pfi kédo-
vani do registru vstupuje k- prvkova informacni ¢ast doplnéna (n — k) nulami, po n hodino-
vych pulzech jsou v registru kontrolni prvky (zbytek po déleni). V pfipadé kontroly pfijaté
znacky do registru vstoupi prijata n-tice, pokud jsou po n hodinovych pulzech v pamétovych
prvcich samé nuly, byla kontrolovand n-tice kédovou znackou.

Praktické pouziti systematickych binarnich cyklickych kodu

Systematické cyklické kédy (CRC — Cyclic Redundance Check) jsou pouzivany pro zabezpeceni
dat v fadé komunikacnich protokold. Pouzivaji se pouze k detekci chyb, nikoli k jejich opra-
vovani. VSechny cyklické kédy Jsou schopné detekovat 100% shluk( délky b <n—k

a vysoké procento shlukl delsich.

NejpouZivanéjsi standardizované kédy predstavuje nasledujici tabulka:

, o . standardni _
Nazev generujici mnohoclen poutziti (standardy)
reprezentace
vysokorychlostni proto-
RC- 8 2 1 7
CRC-8 X 0x0 kol ATM (z&hlavi)
vysokorychlostni proto-
RC-1 10 9 5 4
CRC-10 ¥UAXT AT x 4] kol ATM (vrstva AAL)
Telek ikacni
CRC-12 P2+ xl+x3+x2+x+1 elekomuniiacni
systemy
CRC-16 x10 + x5 4+ x2 +1 0x8005 Lfiremni“ protokol IBM
HDLC, X.25, V41, IEEE
_ 16 12 5 7] ’ ’
CCITT-16 xPH+xc+x>+1 0x1021 802, V.42, AALS
x3% 4+ x26 + x23 4+ x22 + x16 4+
CRC-32 |+x™ +xM +x10 + x8 + x7 + 0x04C11DB7  |IEE 802.3, Ethernet
+x° +xt+xi+x+1

Poznamka: Pod pojmem standardni reprezentace rozumime reprezentaci generujictho mno-
hoclenu Sestnactkovym cislem. Vyjadruji se tak hlavné mnohocleny, jejichz stupen je nasob-
kem 8, coz umoZiiuje zapis binarnich koeficentl do osmic. Koeficient u ¢lenu s nejvyssi moc-
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ninou je vzdy 1, v hexadecimalnim Cisle jsou zobrazovany pouze koeficienty u mocnin stupné
n — k — 1 a nizsiho, napftiklad

16 12 +

X

16 |115/14|13 (12 |11(10| 9 8 | 7 |6 |5|4 3|2 |1]|0

+ X

Existuji ale i alternativni zpUsoby reprezentace (napfiklad Koopmanuyv, ktery naopak nezob-
razuje koeficient 1 u absolutniho ¢lenu, takze ,ramecek s ¢ervenymi Cisly posune o 1 bit do-
leva“ a polynom je pak popséan jako 0x8810) .

V komunikaénich adaptérech jsou kédovaci a dekddovaci postupy implementovany hardwe-
rové, ve vyssich vrstvach architektur podle modelu ISO/OSI sotwarové.

Pti praktickém poutziti cyklickych kédl nemusi mit kédové znacky stejnou délku (pti kddovani
je délencem obvykle datovy blok doplnény na sudou délku nasledovany n — k nulami),
nicméné kazdy CRC polynom ma standardem definovanou maximdlni délku bloku dat, jez
mUze zabezpedit.

Je-li generujici mnohoclen stupné n —k primitivni, je tato maximalni délka bloku rovna
2"k — 1 bitd. Primitivni mnohoélen dokaze kromé viech shlukd délky mensi nebo rovné
n — k detekovat i vSechny jednoduché a dvojité chyby.

Je-li generujici mnohoclen soudinem primitivniho mnohoclenu stupné n—k—1
amnohodlenu (x + 1), je maximalni délka bloku rovna 2" %=1 — 1 bitd. Takovy generujici
mnohoclen oviem dokaze kromé vsech shlukl délky mensi nebo rovné n — k, jednoduchych
a dvojitych chyb detekovat i vSechny chyby trojité, vSiechna chybova slova se sudym poctem
jednicek a s pravdé&podobnosti p = 1 — 2" %=1 jnghodné shluky s délkou vétdinein — k .

V tabulce zmifnované standardy Casto v této kapitole popsany postup kédovani informacni
¢asti modifikuji nékterym z nasledujicich zplsoba:

e pocatecni stav pamétovych prvkl pfi hardwarové realizaci nejsou nuly, ale jednicky

e kontrolni znaky (tj. zbytek po déleni) se pred pfipojenim za datovy blok invertuji (tj.
neguji ,bit po bitu“)

e pred pfipojenim za datovy blok se provede reverze retézce kontrolnich znak (tj. re-
tézec kontrolnich znakl se pfipoji ,pozpatku®)
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