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UZITi METODY KONECNYCH PRVKU PRO STANOVENI
UCINNOSTI AKUSTICKYCH TLUMICU

Richard MATAS !, Josef VOLDRICH 2, Bohuslav TIKAL3

Abstract: Appropriate mathematical model and three-dimensional finite element
methods are employed to predict the acoustic attenuation performance of silencers
in the absence of mean flow. The complex characteristic impedance and wave
number of an absorbing material and the transmissive impedance of perforated
ducts or partitions are exerted. A computational program written in FORTRAN
uses subprograms of the CXML library for sparse complex linear systems. Some
problems published in the SAE technical paper 2001-01-1435 are recalculated by
the program to verify its correctness.

Keywords: perforated silencer, FEM, acoustic attenuation, perforate acoustic im-
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1. UvOoD

Na pracovisti autorli tohoto prispévku byl vytvoren vypocetni program pro stanoveni pole
akustického tlaku v omezené oblasti a pro hodnoceni (cinnosti akustlckych tlumicd, které jsou
soucasti rady dulezitych technickych zafizeni. UIohy, které je mozné programem fresit, predpo-
kladaji harmonicky zdroj akustickych vin a stojici médium. Tvorba programu byla motivovéna
nékolika skute¢nostmi:

- v zddném z nedavno dostupnych komercnich programi nebylo mozné posuzovat akus-
tické prvky, které by zaroven obsahovaly jak perforované stény nebo kandly, tak vypli z absor-
bujiciho materidlu,

- pripadné komercni programové baliky umoznuji fesit radu dalSich Gloh, jejich licencni
poplatky jsou proto znacné vysoké, osvojeni a uzivani programu pak predstavuje rovnéz speci-
alizovany vycvik,

- vlastni autorsky program umoznuje implementaci nové navrzenych impedanci, vyuziti
vice pocitacl pri reseni ulohy, vlastni volbu vystupi a jejich zpracovani, apod.

Cilem tohoto pfispévku je podat stru¢ny popis matematického modelu a implementace
metody konecnych prvki, ze které tvorba programu vychazi. Zaroven jsou v nejnutnéjsi mire
pripomenuty jak hodnoceni G¢innosti tlumicd, tak inzenyrské formule postihujici chovani per-
forovanych plechd a kanali nebo chovani poréznich vlaknitych materidld. Dalsi inzenyrské
zkuSenosti a pfistupy Ize nalézt napf. v monografiich Mechel (2002) nebo Munjal (1987),
kde je navic rozsahly seznam specializované literatury.
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Program byl vytvoren v jazyku FORTRAN, pro feSeni praktickych problémi pak bylo ne-
zbytné implementovat techniku fidkych matic (byly uZity procedury knihovny Compaq Exten-
ded Math Library). Korektnost programu je ovérena porovnanim s vysledky prikladd, které je
mozné fesit analyticky a které uverejnila ve svych technickych listech spole¢nost SAE auto-
mobilovych inzenyrd. Selamet et al. (2001) rovnéz uvadi porovnani vysledki vypocti s pro-
vedenymi experimenty, které je velmi uspokojivé. Predpoklad stojiciho média pri vypocetnim
hodnoceni napr. koncovych automobilovych tlumicl je vSeobecné prijiman, nebot priimérna
rychlost média neprekracuje hodnotu 0,1 az 0,2 Machova disla.

2. HODNOCENi PRENOSOVYCH ZTRAT

Uvazujme akusticky prvek vyplnény nevizkéznim neproudicim médiem (tekutinou) s nepo-
hyblivymi sténami, ktery pfenasi harmonické akustické viny. Akusticky tlak (skalarni pole) a
akustickou rychlost (vektorové pole) pak mizeme uvaZovat ve tvaru

p(x).e“t v(x).e“", (1)

kde x znadi polohovy vektor, t ¢as a w = 27 f je Ghlovy kmitocet. Veli¢iny p a v jsou obecné
komplexni funkce polohového vektoru x.

Pro fadu technickych zarizeni Ize dale pFedpokIédat ze akustické viny na vstupu i vystupu
(tj v bodech Xq; Xr, Xs obrazku ¢. 1) JSOU rovinné. Polozme déle p;, = p(xl) v; = v;.0n,
1 =q,r,s, kde n je normalovy vektor k roviné akustické viny. Akusticky prvek je pak charak-

porézni plech porézni vlaknity material

Obr. 1. Schéma akustického tlumice s body méreni pro 3-pdélovou metodu.
terizovan Cleny A, B, C' a D prenosové matice ze vztahu

f = e Bl B

Pro nejvice uzivané hodnoceni prenosové ztraty, tzv. transmission loss TL, v pripadé stejného
prifezu na vstupu a vystupu mizeme psat

1 B
TL = 20 log, (§|A—i— E+C’pc+D|> :
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kde p znadi hustotu média a ¢ akustickou rychlost. (V pfipadé nestejnych prifezi nebo nero-
vinnych vin je toto vyhodnoceni komplikovanéjsi.)

Uvedena 4-pdlova metoda je vSak nevyhodna v tom, ze predpoklada znalost akustickych
rychlosti v, a vs. Ty |ze ovdéem mnohem obtizné&ji méfit nez hodnoty akustického tlaku, v pripadé
vypoctl pak zvysuji minimalné dvojnasobné pocet stupni volnosti tlohy.

V pfipadé, Zze zndme hodnoty p,, p,,ps a Ze vystup je anechoidni (charakteristicka impe-
dance je Z = pc), je mozné uzitim 3-pdlové metody podle Wu and Wan (1996) psat

_ pq — pr exp (—ikzg,)

Pi Sin
kde p; = ,
’ °p 1 — exp (—i2kx,,)

P3 Sout

Ty = |Xq — X, |, k =271f /¢, Sin @ Sout jsou velikosti prirezl vstupni a vystupni trubky.

3. PRENOSOVA IMPEDANCE TENKEHO PERFOROVANEHO PLECHU

Akustické tlumice velmi ¢asto obsahuji tenké dérované plechy (prepazky) nebo kanaly. Protoze
podrobné modelovani kazdého z otvor( takovéto stény nebo kanalu je neredlné (aloha by byla
prili§ vypocetné naro¢nd), jsou tyto prvky charakterizovany pfenosovou impedanci

Z = (p2 = p1)/n (2)

kde p;, © = 1,2, znadi akusticky tlak na rliznych stranach stény nebo trubice a v,, je fiktivni
"primérnd” akusticka rychlost "skrz" plochu stény. Hodnoty Z byly predmétem vyzkumu a
méreni fady akustickych pracovist. Jeden z velmi uzivanych vztahil prezentovali Sullivan et al.
(1978). Ten pak rozsifili Kirby and Cummings (1998) i pro situaci, kdy z jedné strany je plech
obklopen absorbujicim materidlem (viz nasledujici odstavec), a navrhli formuli

5C I
Z = pe [0,006+ik {tw+0,375dh (H%E)}

V tomto vztahu znadi t,, tloustku stény, d; primér direk (viz obrazek &. 2) a ® je poérezita
plechu. Dale jsou uzity komplexni hodnoty charakteristické impedance p¢ a vinového dCisla &
absorbujiciho materialu.

/D .

H

Obr. 2. Schéma perforovaného plechu.

4. AKUSTICKE VLASTNOSTI POREZNICH VLAKNITYCH MATERIALU

Protoze struktura vlaknitych absorbujicich materidli je komplikovana, jejich akustické vlast-
nosti se zpravidla zjistuji experimentalné. Velmi uzivanou formuli navrhli Delany and Bazley
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(1970). Zde budeme uzivat jeji podobu z prace Huff (2001), kterd vychazi z méfeni provede-
nych v Owens Corning laboratofich pro absorbujici materialy automobilovych tlumici

pé/pc = [140,0855(f/R)">™*] +i[-0,0765(f/R)~ "] ,
k/k = [1+0,1472(f/R)™] 4+ [—0,1734( f/R)***] .

Veli¢iny pc a /;:jsou zavislé na frekvenci f akustickych vin, R znaéi prato¢ny odpor (anglicky
flow resistivity) materialu vyplné.

5. MATEMATICKA FORMULACE PROBLEMU

5.1 ZAakladni rovnice, okrajové a prenosové podminky

Z rovnosti zadkona zachovani hmoty a hybnosti mechaniky kontinua obdrzime pro harmonické
akustické viny (1) vztahy

iwp + ptV.v =0 (3)
a
piwv + Vp = 0. (4)
Vyloucenim akustické rychlosti v pak obdrzime Helmholtzovu rovnici
Ep + Ap =0. (5)

Pro oblast s absorbujicim materidlem je potfeba v uvedenych rovnicich veli¢iny p, ¢, a k pro
zakladni médium (v nasem pfipadé vzduch) nahradit veli¢inami p, ¢ a k z pfedchoziho odstavce.

Rozdélme hranici uvazovaného kontinua - oblasti €2 na vstupni ¢ast I';,, vystupni éast I',;,
protilehlé ¢asti I'; a I'y s pfedepsanou prenosovou impedanci (2). Zbytek hranice I' pfedstavuje

tuhou sténu. Pro derivaci g—z akustického tlaku p ve sméru normdly n hranice z (4) plyne
g—fL = —iwpv, s normalovou slozkou akustické rychlosti v,, = v.n. Na vstupu I';,, mizeme v,

predepsat jako Dirichletovu okrajovou podminku, pro protilehlé ¢asti vnitfnich stén je pak v,
uréena vztahem (2), tj.

%Z—i%(p—p) %Z—iw—p(p—p)
8712 Z 2 Yo 8n1 VA ! 2
Konecné v pripadé anechoidniho vystupu bude v, = p/pc .
5.2 Slabé reseni a diskretizace metodou konecnych prvki

Formulaci slabého feseni (5) s popsanymi okrajovymi podminkami obdrzime standardnim zpa-
sobem. PFendsobime proto (5) testovaci funkci w, uZijeme pro souéin wAp prvni Greenovu

formuli [ wApdx = [ w2dS — [ Vw.Vpdx a za normalovou derivaci 22 dosadime dle
Q o0 Q

predchoziho odstavce. ObdrZime tak vztah

1 *
/(k*2wp— Vw.Vp) dx —iw /Ewpds —|—iw/%w(p2—p1)d5

Q Tout 1—‘2

—|—iw/p7w(p1—p2)d3 = iwp/ wv, dS

Fl Fin
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kde k* nahrazuje k£ nebo k podle toho, zda-li pfislusny polohovy vektor x oznacuje bod za-
kladniho média (vzduchu) nebo bod oblasti s absorbujicim materidlem; obdobny vyznam maji
p*rach

Diskretizaci provedeme pomoci tvarovych funkci N;(x) metody konecnych prvki (V; (X, ) =
dim pro uzel x,,), tj. poloZime

p(x) = ZPiNi(X)> w(x) = sz’Ni(X)-

Dale vypsanou j-tou rovnici soustavy linedrnich rovnic s nezndmymi p;, ¢ = 1,...,n, obdrzime
volbou funkce w s hodnotami w; = d;; (=0 pro i # j, 1 pro i = j)

Zpi(—/VNjVNi dx +/k*2Nsz~ dx) —i Y p /k:*NjNi ds
=1

Q Q x; €l out Cout
x; € Iy x; €9

)
Fin

x;€ln

Zde znalime b* = wp*/Z = p*c*k*/Z, déle ii je protilehly uzel k uzlu i stény s prenosovou
impedanci Z.

6. POZNAMKY K PROVEDENi PROGRAMU

Bazové funkce N; z odstavce 5.2 jsou uréeny volbou typu koneénych prvki. V programu jsou
implementovany Ctyrstény s uzly ve svych vrcholech a s linedrni interpolaci funkce akustického
tlaku. Vztah pro stanoveni prenosové impedance Z z odstavce 3 nebo formule pro stanoveni
vlastnosti poréznich materidli z odstavce 4 mohou byt nahrazeny jinou volbou.

Vystupem programu jsou soubory s hodnotami funkce akustického tlaku p(x) v uzlech sité
pro vybrané hodnoty frekvence f, soubory se zavislosti této funkce na frekvenci ve vybranych
uzlech a soubor se zavislosti prenosové ztraty TL na frekvenci.

Podminka anechoidniho vystupu neni prakticky nijak omezujici. Ukonceni vystupni trubky
tlumice sice ve skutecnosti zplsobuje ¢asteCny odraz vin, v praxi je vSak toto ukonceni chdpano
jako samostatny akusticky prvek. Ten miize byt pro standardni provedeni posouzen pomoci
empirickych formuli nebo uzitim pfibliznych vypocetnich vzorct (presné analytické feseni pro
nekoneénou prirubu odvodil jiz lord Rayleigh v roce 1894). Pole akustického tlaku kompliko-
vanéjsiho (napf. Sikmého) ukondéeni miize byt rovnéz stanoveno popisovanym programem tak,
Ze se do vypocetniho modelu zahrne jeho dostatecné veliké okoli. Pro vycisleni vystupniho
akustického vykonu vsak bude potreba jesté vytvorit vyhodnocujici proceduru. Programem lze
rovnéz resit Ulohy rozlozeni akustického tlaku v uzavieném prostoru bez vystupniho povrchu.

Redeni praktickych inZenyrskych problémi zpravidla vede k vytvoreni vypocetnich modeli
s vysokym poc¢tem neznamych. Proto komplexni matice soustavy linearnich rovnic (6) je ukla-
dana jako ridkd matice. K jeji LU faktorizaci a naslednému doprednému a zpétnému chodu je
vyuzito procedur jiz v Gvodu zminéné knihovny CXML, pfi¢emz vzhledem k charakteru Gloh je
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potrebné pracovat s dvojndsobnou presnosti.

7. OVERENIi VYTVORENEHO PROGRAMU

K ovéreni vytvoreného programu byly zvoleny Glohy posuzujici jednoduchy akusticky tlumic s
rotacné symetrickou geometrii, které jsou spolu se svymi vysledky uverejnény v technickém listu
inZenyrské spole¢nosti SAE (Selamet et al. (2001)) nebo v ¢lanku Selamet et al. (2004). Tyto
vysledky byly ziskany jak presnymi analytickymi metodami (feSenim jsou fady s Besselovymi
funkcemi prvniho i druhého druhu s indexy 0 a 1), tak metodou hrani¢nich prvkd. Dale uvedené
prdce uvadéji jesté vysledky experimentl, porovndni je vynikajici. Naopak zjednodusené 1D
modelovani akustickych vin se u téchto Gloh nejpozdéji od frekvence cca 1500 Hz ukazuje jako
nedostatecné.

Uvazovany rotacné symetricky akusticky tlumic je nasazen na trubku o vnitfnim priméru
49 mm, jeho délka je 257,2 mm a pramér 164,4 mm (viz obrazek ¢. 3). Uvnitf tohoto tlumice
je zminéna centrdlni trubka perforovana, jeji tloustka ¢,, ¢ini 0,9 mm, primér direk d; je 2,49

absorbyjici vlaknita vypli dérovana trubka
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Obr. 3. Schéma modelovaného akustického tlumice.

mm a porézita @ (tj. pomér souctu ploch viech direk k celkovému povrchu trubky) &ini 8%.
Hustota média p je 1,55 kg/m?3, akustickd rychlost neni ve zminénych pracich uvedena, volime
proto hodnotu ¢ = 343 m/s. Déle uvazujeme situace, kdy komora vné centralni trubky je
bud volna, nebo je vyplnéna poréznim vlaknitym materidlem, jehoZ prito¢ny odpor R nabyva
postupné hodnoty 1000, 4896 nebo 17378 Rayls/m. Zavislosti akustického Gtlumu TL na
frekvenci ziskané vytvorenym programem jsou ve formé grafli zndzornény na obrazku ¢. 4 a
jsou prakticky nerozliSitelné od vysledk, které uvadéji Selamet et al. (2001), (2004). Priklady
vypocteného pole akustického tlaku uvnitf tlumice pro nominalni vstupni hodnotu v,, = 1 jsou
uvedeny na obrazku ¢. 5.

Vzhledem ke geometrické symetrii bylo postacujici modelovat pouze ¢tvrtinu tlumice, pocet
uzli po diskretizaci kone¢nymi prvky cinil 8150 (coz predstavuje 16300 redlnych nezndmych).
Na osobnim pocitaci s procesorem Intel P4 3200MHz trvaly priprava grafu celkové ridké matice
soustavy a jeji prvni sestaveni 1094 ms, pro kazdou dalsi frekvenci vSak pouze cca 16 ms, feseni
soustavy linedrnich komplexnich rovnic (6) pomoci LU faktorizace procedurami knihovny
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Obr. 4. Zavislost Gtlumu TL na frekvenci pro tlumic¢ z obrazku &. 3 pfi rliznych hodnotich R
prato¢ného odporu porézni vlaknité vyplné.

-ra8, _ -179.548

Obr. 5. Redlné a imaginarni slozky komplexniho pole p akustického tlaku uvnit¥ tlumice pro
nominalni vstupni hodnotu v,, = 1 a pro tlumi¢ bez vyplné: a) Re p, frekvence 2500 Hz, b)
Im p, frekvence 2500 Hz, c)Re p, frekvence 2660 Hz, d) Im p, frekvence 2660 Hz.
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CXML pak pro jednotlivé frekvence neprekrocilo 3 s. Priklady vypocteného akustického tlaku
tlumice bez porézni vyplné jsou pro frekvence 2500 a 2660 Hz uvedeny na obrazku ¢. 5.

8. ZAVER

Metoda konecnych prvk( umoznuje efektivné resit problémy spojené s harmonickymi akustic-
kymi vinami v omezeném prostoru se stojicim médiem i v pripadé, kdy cCast tohoto prostoru
obsahuje zdroven absorbujici vypIné a (perforované) konstrukéni stény nebo kanaly s rdiznou
prenosovou impedanci. Zamérem autorl je rozsifeni programu pro Glohy s proudicim médiem,
které z pohledu CFD lze povazovat za nestladitelné a "prakticky” nezavifené (tj. proudéni
nebude akustickym zdrojem v uvazovaném frekvenénim pasmu).

Podékovani: Tato prace vznikla za finanéniho pfispévku MSMT v ramci projektu vyzkumného
centra 1M06031.
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